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DENOMBREMENT DES 2-ARBRES k-GONAUX
SELON LA TAILLE ET LE P ERIMETRE

GILBERT LABELLE, CEDRIC LAMATHE ET PIERRE LEROUX

RESUME. Dans cet article, nous nousémnessons au@hombremerétiqueé et non
étique€ des 2-arbrek-gonaux par rappo# leur taille et leur erimetre,a savoir,

le nombre dé:-gones et d'a&tes externes (de dégun) du 2-arbre, respectivement.
Cette famille de 2-arbres est une variante des 2-arbragg)illlans laquelle on a
remplaé les triangles par des polygoriek-cotés, appdisk-gonesOn s’attach&
donner des formulesnurnératives explicites dans le casquet et des formules de
récurrence ou de€ses @rératrices explicites pour le cas netiqueé.

ABSTRACT. In this paper, we deal with the labelled and unlabelled esmation of
k-gonal 2-trees according to their size and their perimétet, is, the number of
k-gons and of external edges (of degree one) of the strucasggectively. This class
of 2-trees is a generalization of (free) 2-trees in whichrtgles have been replaced
by k-sided polygons, called-gons We give explicit formulas for the labelled case
and recursive formulas or explicit generating series iruthiabelled case.

1. Introduction. On cefinit réecursivement I'espcea des 2arbres(arbres bidimen-
sionnel3 commeétant la plus petite classe de graphes simples telle que :

1. une aéte seule fait partie de;

2. siun graphe simpl& pos&de un sommet, net:, de dege 2 dont les voisins
sont adjacents et tel que le grapfe- = obtenua partir deG' en enlevant le
sommetr et les aétes incidentea z: est dans, alorsG appartienga.

De facon plus conéte, un 2-arbre est essentiellement un graphe simple cemoex
stitue de triangles qui sontés entre eux selon lesédes de magire arborescente,
c’esta-dire, sans former de cycle de triangles.

Les 2-arbres m@sentent de nombreuses préfgs remarquables. Notons par ex-
emple que les 2-arbres forment une famille de graphes samplesont uniqguement
tricolorables. Cela signifie que tout 2-arbre peté coloé de facon propre (deux som-
mets adjacents ne recoivent pas lame couleur) de maéie unique avec un jeu de
trois couleursa une permutation ps des couleurs. Ces objets segalement utilies
en matmatiques sociales et en phyésge commeelements de base du calcul des
dissimilari€s et distances d’arbres eretrie de la classification ; voir [15].

Recu le 19 janvier 2004 et, sous formifiditive, le 6 juillet 2004.
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a) b)
FIGURE1. Des 2-arbres-gonaux pouk = 3 etk = 5.

On modifie la @finition des 2-arbres classiques en remplacant les teéam@r des
guadrilagres, des pentagones ou, plés&yralement, des polygonas: cotés, appds
k-gonesaveck > 3 fixé. Ces structures sont appes 2arbresk-gonaux

Le denombrement des 2-arbres et de sa®plisations @t extensivemer#tudie
dans la literature. Les premiers travaaxce sujet se trouvent dans Palmer [17], pour
le denombremenktiqueé des 2-arbres (vo&galement [1]), et dans Harary et Palmer
[6], pour le cas notiqueg.

Mentionnonségalement les travaux de Palmer et Read [18], quiéonineré les
2-arbres exterplanaires («outerplanar» en anglais)l&amplongeables dans le plan
de sorte que chaque sommet appartieiitee face externe), qu'ils appellent planaires
dans leur article, dans les casgue€ et norétiqueé.

Deux an®es plus tard, en compagnie de Harary, [7], ces auteurscoatai les
résultats pecedents en cons@tant pour la prengire fois les 2-arbres-gonaux et en
les cenombrant dans le cas exterplanaire.

On s’interesse ici au @me type d’objeta la difference pgs que nous considons
les 2-arbreg-gonauxlibres (sans structure ajoe) dans I'espace, c’eatdire en tant
que graphes simples, sans aucune restriction de planarit

Dans sa thse de doctorat en 1993, T. Kloks [9]éamuneré les 2-arbres partiels
2-connexes (noktiqueés),a savoir, les 2-arbres dans lesquels certairgeaonéte
enleees sans toutefois briser la 2-connexde la structure. strictement celle des 2-
arbresk-gonauxétant dong que dans un 2-arbre partiel 2-connexe,on peut trouver des
polygones de toutes les tailles et que certainétear incidentea plus de deux cellules,
peuventétre absentes. En principe, leéthode de Kloks, qui, tout comme celle de
Harary et Palmeietend la traditionnelle caraaistique de dissimilai@ de Otter [19],
pourraitétre utili’ee pour @nombrer aussi les 2-arbregjonaux (aveé fixe) mais ce
travail n’a paset effectie.

A propos des 2-arbres libres, Fowler, Gessel, Labelle etbedans [5], ont propés
de nouvellegquations fonctionnelles pour I'espe des 2-arbres et certainesegs
pointtes assoées. Leur approche, foad sur la tBorie combinatoire des espes
de A. Joyal €f. [8, 2]), est plus structurelle, remplacant par exemple @eventuelle
caracéristique de dissimila par un teéoeme de dissy#trie pour les 2-arbres (voir
plus bas). lls ont doréende nouvelles formules déaurrence pour le cas n@tiqueé
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ainsi que des formules asymptotiques. Finalement, lesgmts auteurs onéegeralis
ces Esultats dans [12, 13], en conaidnt la famille plus grande des 2-arbkegonaux.

Le but du pésent article est deetiombrer ces Bmes structures en tenant compte non
seulementde leur taille mais aussi de legnipetre. Lepérimetred’un 2-arbre estéfini
commeétant le nombre d'&tes externes de la structure. Plusgiement, on éfinit le
degre d’'une agte d’'un 2-arbré-gonalcommeetant le nombre dé-gones qui lui sont
incidents et alors les ates externes sont, pa&fthition, celles de degrun. De plus, dans
le cas d’'une d@te seule, donc de degrero, cette d@te est consielee comme externe,
par convention, et legrimetre est 1A titre d’exemples, les 2-arbres des figures 1a, 1b
et 2a posadent des @rimetres de 23, 28, et 37, respectivement. Eiét du Erimetre
provient de I'analogie avec certains nédels discrets de la @anique statistiqueiace
paranetre mesure la taille de I'interface et donc les posséslid'interaction avec le
milieu.

Donnons @&sa pesent une conditioratessaire et suffisante d’existence d’'un 2-arbre
k-gonal en terme des nombres @tes et de polygones.

Lemme 1. Soientm et n deux entiers positifs. Alors, il existe warbre k-gonal
pos&dantm k-gones ek arétes si et seulementisi= (kK — 1)m + 1.

Preuve.La preuve est asez ingdiate,etant don@ qua partir du 2-arbres-gonal
compog d’'une aéte seule, I'ajout d’'un polygona k cotes, augmente de — 1 le
nombre d’aétes de la structure.[J

a) b)
FIGURE2. Un 2-arbre 4-gonal non orignet orieng.

Nousétudions d’abord les 2-arbrésgonaux orierés, pour ensuite utiliser le concept
d’especes quotients (voir [2,3] et [5, 14] pour des esgs quotientséies aux 2-arbres)
pour se @éfaire de 'orientation. On dit qu’un 2-arbkegonal esbriente si ses agtes
sont orienges de telle sorte que tous fegiones forment un cycle orientCependant,
on peut consiérer que l'orientation de n'importe quelleéae peuétreétendue de facon
uniquea I'ensemble de la structure, en orientant tout d’abord lggmme contenant
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I'aréte oriengée, pour ensuite transmettre cette orientation aux polgadjacents, et
ainsi de suite. Cette orientation est éoénte par la nature arborescente des 2-arbres
k-gonaux, c'esta-dire, par le fait que la structure ne pede pas de cycle degones.
La figure 2b montre un 2-arbre 4-gonal orient
On utilise, dans cet article, 'approche de Fowdeml. introduite dans [5] pour les

2-arbres. Nous nous basons alors sur éssilitats de Labellet al. [13]. Cela signifie
notamment que I'on se place dans le contexte degcespde structures (voir [2],
chapitre 1) et que les 2-arbrésgonaux sonétiqueés aux polygones. Dans [13], les
auteurs ontintroduit de nombreuses&sgs. Nous reprenons leurs notationssignons
para eta,, les espces des 2-arbrésgonaux, respectivement non oriestet orierés.
Introduisonggalement trois types de pointages :

—: indiguant le pointage en uneéde,

o. indiguant le pointage en urtrgone,

¢. indiquant le pointage en urrgone dont une desé&tes est distingee.

Nous utilisons un teoeme de dissygtrie dans les cas origntet non orierd,
permettant d’exprimer les e8pesa, eta en fonction des diverses esges poirges.
Voir [5, 13].

Théoréme 1. THEOREME DE DISSYMETRIE POUR LES2-ARBRES k-GONAUX. On a les
isomorphismes d’egges

Qo = ao_ + a’g - a%? (1)

a=a" +a®—a* (2)

Il y a encore une egge importanta introduire, qui joue unéle fondamental
dans notre analyse. C'est 'esge B = o, des 2-arbreg-gonaux poirés en une
arete orienée. Cela reviena dire que I'on choisit une ate quelconque d’'un 2-arbre
ponceré, que I'on oriente par la suite. Il est alors possibltehdre cette orientation au
2-arbre tout entier de sorte qu’il y a un isomorphisme camomid’esgcesB = a .
Cependant il est souvent utile de ne pas faire cette extegisite considrer que seule
I'aréte disting@e est orierie.

Nous allons proposer des versions pemles de toutes ces eéxjes, pour tenir compte
du perimetre. Pour cela, nous introduisons une fonction de pojagfinie comme suit :

w:a— Q]

3)

s — w(s) = P,

ou t est une variable formelle, et 9 désigne le primétre de la structure € a et
Q est le corps des nombres rationnels. En d’autres termesyiablet agit comme
compteur d’agtes externes. Par la suite, pour @iéincier les esices pondrées que
nous consiérons ici de celles pedemment introduites, nous utilisons I'indiee Par
exemple, orécrita, ,, €ta,, pour les versions porees (par leur@rimetre) des esgres

a, eta. Enfin, nous notonsy, = (a,)~, d, = (aw ), dw = (aw ) etag,, = (dow)

a%,w = (aow)’, d}o,w = (o)™

Dans le cas de I'egzeB, la ponderation est encore doaa par le primetre, avec la
distinction suivante : si I'é@te poinée est de de@rl, elle n’est pas congitte comme
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externe et ne contribue pas aéripetre, de sorte qu’au niveau pdd, on n'a pas
d’'isomorphisme entre les espesB,, eta, .
Le theoeme de dissy#trie reste valide dans le contexte pérgj pour les cas orie@t
et non orieng :
a(;,w + aoo,w = (10710 + a%,w? (4)

Ay, + @) = Qg + 3, (5)

Il faut alors exprimer ces egpes poirttes pondreesen termes de I'edpeB,,, ce qui
ménea des formules @nunération.A 'image des travaux [13], nous allons pour cela
distinguer deux cas dans notrerdarche selon le pagitde I'entierk, repesentant la
taille des polygones que nous cor&sians.

Cet article est organésde la facon suivante. Dans la prochaine section, nous car-
acerisons l'espceB,, = a,,, en donnant unéquation combinatoire qu’elle satisfait.
Nous obtenons alors quelques préfizs de cette esge et proposons des formules
enureratives. Le but est alors d’exprimer les @iffntes eggres poirgées apparaissant
dans le tkoeme de dissy#trie en fonction de I'eggce de bas8,, et d’en ceduire les
resultatsenuneratifs que nousé&bironsétablir. Le cas des 2-arbres oriestesetudie
dans la section 3. Ensuite, le cas non oéeggt traié en section 4, en distinguant deux
cas suivant la pa#étde I'entierk.

Pour nos besoins, le principal outil de letrie des eggres de structures est le
théoeme de composition dedbBa-Robinson-Joyal, qui 8honce de la fagcon suivante
(voir [2], sections 2.3 et 4.3) : soie@t, et H, deux espces pondrees et, = G0 H,,
la compoge (partitionelle) dé&7,, et H,,. Alors, la €rie gerératrice exponentielle

"
Fw(x) = an,wma
n>0 )

ou fnw = |F'[n]|, estle poids total deB),-structurestiqueées d’'ordren, et la €rie
gérératrice tilde

ﬁw(x) = Z ﬁ@,wxna

n>0

ou ﬁw = |F[n]/Sy|w est le poids total de§),-structures noretiqueées d’ordren,
satisfont les relations suivantes :

Fy(r) = Gu(Hy((7)), (6)
Fw(ﬂf) :ZGu(Hv(x)>Hv2(x2)>"')> (7)

ou Zg, (z1,x2,...) désigne la &rie indicatrice de cycles d&,. De plus, nous avons
ZFw = ZG,U o ZHu = ZGU(ZHu((L']_,Hfz, . ), ZHuz(fL'z,a}4, . ), e ) (8)

Rappelonsgalement les expressions bien connues [2] éeies indicatrices de
cycles de I'espceC), des cycles oriegs de taillek,

Zey (71, 72,...) = % > o(d)al/, (9)
dik
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ou ¢ désigne la fonction d’Euler, et de I'edpeFE, des ensembles,

Zp(x1,22,...) = exp Z% : (10)

i>1

2. Ll'espéceB,, = a,, . La premereétape consista determiner lequation fonction-
nelle que satisfait I'eggre B, des 2-arbreg-gonaux poirgés en une &@te orienée et
ponceres par le compteur deepmetret.dans le cas de I'éte seule, le poids est de
On a alors le @sultat suivant.

Proposition 1. L’espece ponéréeB,, est carackrisee par I'équation fonctionnelle
By (X) = t+E(XBy (X)), (1)
ou E. est I'esgce des ensembles non vides.

Preuve.L'espece non ponéee B satisfait la relation (voir [13])
B = E(XB* 1) =1+E,(XB*1(X)), (12)

ou le terme 1 correspond au cas dedt@rseule. En tenant compte du paidst du fait
gue dans3,,, l'aréte seule possle le poidg, on obtient directement (11).00

Notons que la relation (11) eégalement valide pour le cas= 2. L'especeB,,
reptesente alors I'eggre des arborescenddguetes aux a@tes, la variable agissant
alors comme un compteur de feuilles.

Les sries grératrices assoeesa l'espece ponérée B, sont noées de la fagon
suivante :

By(x)=Ba,t) = Y it =Y a4y (t) (13)
n>0, ¢>1 n' n>0 s

By(z) =B(x,t) = Y buet'a™ =Y bu(t)a", (14)
n>, (>1 n>0

oua,’, etb, , désignent les nombres de 2-arbkegonauxetiqueés et noretiquees,
respéctivement, poiés en une &te orienkée, posedant: polygones et degrimetre/.
De I'équation (11), on&duit des formules explicites pour les polynesa,,” (t) et les
nombrem;’é ainsi gu’une formule de&currence pous, (t) etb, ¢. Il estimportant de
remarquer que legrimetre/ est bor :

(k—2n+1<0< (k—1n.

Proposition 2. Les polytdomesa;’(t), denombrant lesB,,-structures sum k-gones
selon le @rimetre, sont donés parag”(t) = t et, pourn > 1,

- n! i [ M
a, (t) = — (—=1)%i <£ . > tt (15)
l=m—n itj=m—~L b
1<~ m! ,
S W Nt 16
2 G S (16)
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oum = (k — 1)n + 1estle nombre d'ates etS(n, j) désigne les nombres de Stirling
de seconde sorte, donnant le nombre de partitions d’'un eoigeten €léments en
blocs,n,j7 > 1.

Preuve. De la relation (11), nous avor$(x, t) = t +explz B*~Y(x,t)) — 1. Alors, on
en ceduit
eB¥ Yz, t) = z(t + expaB* Yz, 1)) — 1)L

On pose3(z,t) = xB*1(x,t). Alors, la €rieB(r, t) satisfait 'equation fonctionnelle
B(z,t) = xR(B(z,t)), ol R(y) = (t +expy) — 1)*~1. De plus,

o) - (B2 a

x

Alors, la version compd= de I'inversion de Lagrange, apliega (17) conduif (15).
Pourétablir maintenant (16), nous appliquons lénme néthode, mais en utilisant la
relation bien connue suivante

(e — 1)/ N
g = Z S(”J)H7
n>j
voir [4] page 63. [
On établit alors de facon directe, des expressions pRyr

Corollaire 1. Le nombrey , de B,,-structuresttiqueées sum k-gones possdant un
péerimetre de/ (i.e., un poids de’), pour(k — 2)n+1< ¢ < (k — 1)n, est doni par

n! i [ M
W= ¥ v (7)) (18)
(m —1)!

oum = (k — 1)n + 1lestle nombre d'ates.

Remarque 1.0n peut donner une preuve bijective de la formule (19) en adapa
correspondance de lifer comme suit. On sait que le nombre totalade-structures,
c’esta-dire de 2-arbres-gonaux poingés en une @te orienée, sur un ensemble de
k-gones, est dorenpar

a,; (1) =m" L. (20)

n

Etant donie unea-structurea sur [n], on étiquette O 'agte poinée et pour tout
k-goneétiquet j dea, onétiquettejy, jo, . . ., jx_1 S€s aktes dans 'ordre circulaira,
partir de (et excluant) celle qui rattachedayone au 2-arbre en direction de la racine.
Toutes les @tes dex se retrouvent aingtiqueées dans un ensemhlé¢. Une suite
d’élements deV/ de longueurn — 1 est alors construité&cursivement eemondant le
k-gone de plus petitétiquette parmi leg-gones pendants et en notanguelle agte

il était attack. Ceci est la bijection rechereb,établissant (20). On remarque de plus
gue l'image de la suite construite esepiement I'ensemble desé&tes internes de
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«, au cktail suivant pes : I'aete interne racine, dtiquette 0, appatadans I'image
seulement si son degest> 2. On doit donc pevoir aussi le casloelle est de degrl.
La bijection montre donégalement que

= <m£_ 1) (surjn — 1,m — £ — 1) +surin — 1,m — ¢)) (21)

ou le coefficient binomial correspond au choix deétes internes ettosurjn, h)
désigne le nombre de suites surjectives de longualans un ensemble detlements.
Un simple calcul montre que (19) esguivalentea (21), sachant que s, h) =
h!S(n,h) et que

S(n,h) =Sn—1Lh—-1)+hS(n—1h).
De plus, on voit que les nombre%’él) et a;éz) de B, -structurestiqueées sum

triangles, ayant aretes externes, et dont Iéne’poinée est de degrd = 1 etd > 2,
respectivement, sont do@s par
- -1 . —1)!
a, V= <m€ > surn —1,m — £ —1) = % S(n—1,m—(-1), (22)

a ;7= (m;l) surjn —1,m — ¢) = (m — E)W S(n—1,m —¢). (23

Notonségalement que, lorsque= 3, ¢ = n + 1 repesente le primetre minimal,
et an .+, = nlc,, ou lesc,, désignent les nombres de Catalan, puisque, dans ce cas,
les B -structures obtenues sont exterplanaires ; voir [10, 1&].nBme, pour un

k géreral, a4y = niChp, 0U Gy, = +("° 1) repiesente les nombres de

n
Catalan @greraligs.
On ne peut obtenir de formules closes explicites dans le@astiqueé. Toutefois,
nous proposons des formules éeurrence pour les entiglrs, et les polydmesb,, (t).

Proposition 3. Les poly@dmes,,(t), n > 1, satisfont la currence suivante :
bo(t) =
n—1
n 24
LRI CIES D D OrR el el] EA) I
din i=1 \ d|i
ou les sommations sont prises sur les entieds> 1, et al

b (t) = [2" Bz, t) = D by (B)bi(t) .. by, (). (25)

iptiptetij=n

Preuve.On établit la €currence (24) en prenant lérivée logarithmique (par rapport
azr) de I'equation

- 1 .~ o
Blz,t) =t+exp| > Za'BF ' th) | -1,
- (3
i>1
obtenue de la relation (11) par passage ares tildes en utilisant (7) et (10).00
Le résultat suivant@coule imnédiatement du @oedent.
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Corollaire 2. Le nombreé,, , de B,,-structures noretiqueées surn k-gones possdant
un perimetre del satisfait la fecurrence suivante :

1
bO,Z = 51,67 bn@ = —Wny +— Z Z Wyp - uq7 (26)

n
vtu=n prq=~
v,u>1 p,q>1

ou ¢; ; désigne le symbole de Kronecker et

_ (k=1)
Wne= Y dbd e O (27)
d|(n,0)
Comme pour le cas non poe, nous exprimons les espes poirgées pondrées du
théoeme de dissy#trie en fonction de I'egreB,,. On commence par le cas oriént
pour ensuite utiliser les egpes quotients poukéduire le cas greral.

3. Cas orieneé. Commencons par rappeler leetheme de dissy#trie pour le cas
orieneé :
a(;,w + a’oo,w - a’OﬂU + a%,w? (28)

Nous devons d’abord exprimer ces esps en termes de I'epe ponérée de basé,,.

Proposition 4. Les espces poiriées pondréesa,,, o ,, €t a5, sont caracérisées
par

ay .y = Bw+(t—1)XBE1 (29)
i w — XCk(Bw) ) (30)
b = XBl (31)

ou B, = a,, etC} estl'esgce des cycles (oriezs) de taillek.
Preuve.La seule diference entre_ ,, et B,, est lorsque I'ate poinée est de degrl,
contribuant d’une uné au @rimetre dans le premier cas. Ces structures sont des pages

et leur espce s’exprime paX B! d’ol la formule (29). Les relations (30) et (31)
sont directes établir et les @tails sont laisss au lecteur. [

On ceduit alors facilement lesesies grératrices assoees aux esgesa,, ,,,,
eta;, ., en utilisant les formules (6), (7) et (9) :

o,w

a, (z,t) = B(x,t) + (t — 1)3;Bk_1(a;, t), (32
et
'do_(a:,t) = E(g; t) + (t — D)aB"(z,1), (33)
@ (a,t) = T > o(d) B, ¢7), (34)
d\k
& (2,t) = o(B*(z,t) + (t — 1) B* (. 1)), (35)

expressioné partir desquelles il vient, en utilisant leetheme de dissy#trie,
~k

o(z,t) = B(x, 1) +—Z¢ Bi(z?,t%) — 2B*(x,t) + (t — 1)zB*(x,t). (36)
dlk
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On a ainsi obtenu :
Proposition 5. On a, pourn > 2,

Gon(t) = [2"]ao(z, 1)

ot b\ (¢) est dfini par (25).
Pour le &@nombremenitiqueé, on obtient directemers, partir de (22) et (23),
_ -1 NG m!
a, (n,0) = ané_)l +an7é ) = WS(n —1m—1), (38)
oum = (k — 1)n + 1 est le nombre d’&tes.

Corollaire 3. Les nombres,(n, ¢) eta,(n, ¢) de2-arbresk-gonaux oriergésétiqueés
et nonétiqueés, respectivement, sur k-gones, posdant un grimetre de/, sont
donres par

N
ao(n,l) = %a‘(n l) = %S( —1m-—1Y) (39
& —
ao(1,£) = bne — A Z ¢(d (nd Lt bglk 11% 1 bff_fé- (40)
d\ (k.0)

4. Cas non orient. Les esgces non orieges lees aux 2-arbrek-gonaux peuvent
étre expringes comme egees quotient, de la mane suivante :
a.. = _ow (I<> = _ow (IQ == _ab’w (41)
w Zz ) w Zz ) w Zz )
ou Zp est un group& deuxélements,{1, 7}, et a I'action der sur les structures
orienkes consista renverser I'orientation. Ainsi, une structure d’'uneaspquotient
F/Z, estune orbitd s, 7 - s} d'une F-structure particuéres sous I'action d&Z,. Une
F-structureétiqueée s est diter-synetriquesi s = 7 - s. Par contre laF'-structure
non-€tiqgueée assoéea s est diter-synetriquesi s et - s sont isomorphes.
Les deux &ries grératrices assoeesa une espce quotienf¥'/Z,, ou F' = F,, est
une espce ponérée sont donees par
1
(F/Z2)(x) = 5 (F(2) + Fr (), (42)

(F/Z2)(2) = 5 (Fla) + Fow) (43

ou F,(z) est la &rie gerératrice exponentielle de, -structuresetiqueéesr-syne-
triqueset F,(z) est la €rie ¢erératrice ordinairedes),-structures norétiquetesr-
synetriques Cependant, d'importantes déffences apparaissent dans les calculs selon
la parie dek. La difféerence principale provient de I'existence @&@soppo€esdans

les k-gones lorsqué est pair. Il est donc @ferable de traiter&paément les deux cas
de parié.
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4.1.k impair. Lorsquek est impair, on obtient facilement le nombrg, de 2-arbres
k-gonauxétiqueés sum k-gones de primetre/,

$(ap(n, ) +1),  sil=(k-1n,

44
3ao(n, ), sinon (44)

a(n,l) = {
etantdong que le seul 2-arbriegonaletiquet lais€ fixe par changement d’orientation,
pour un nombre de polygones da@nmst celui dans lequel tous les polygones partagent
une aéte commune, ayant aingk — 1)n arétes externes. Donc, le pofymea,, (t),
enunerateur des 2-arbrésgonauxétiqueés selon le primetre poséde I'expression
suivante :

an(t) =Y antt = %(am(mt(’f—”n). (45)

Pour le énombrement noktiqueé, on peut voir que les e8pesa, o, et a;,

s’expriment en termes des &ges quotients poketesq.,, S, etU,,, que nous avons
adapées assez directement de [13] :

b
ay = Qu(X, Buw?® )
k—1

&, = X - Su(X, By ), (46)
=),

k-1

& = X - Up(X, By
avec
Qu(X,Y) = (t +tXY2+ Exp(XY?)) /Zo,
Sw(X,Y) = Cy(t+ E+(XY?))/Zy, (47)
Un(X,Y) = ((t+E+(XY2))k) /7.

Les expressions (47) sontles versions poées, obtenues en analysant avécpution
I'occurence des é@tes externes, des éxes squelette®(X,Y) = E(XY?)/Z,,
S(X,Y) = Cu(BE(XY?)/Zy etU(X,Y) = (E(XY?))*/Z,, définies par les fig-
ures 3a, 3b et 3¢, respectivement, suivant [13].

Une extension similaire conduit au&rées indicatrices de cycles de ces&sgs :

2Q., = %(ZE,U(XYZ) +qu),
Zs, = % (ZCk(t+E+(XY2)) +qu - (p2o (t+ ZE+(XY2))kT71)> ; (48)
2, = % <Z<t+E+<XYZ>>k *qu - (p2o (t+ Zm(xyz))l%l)) ;
ou
Eu(XY?) =t +tXY?+ F>3(XY?) = B(XY?) + (t — 1)(1+ XY?)
et

2 _
(1,22, Y1, ) = (E— ) (1 +21y) + ho (z1y2 + pao (2122 5 Y2)). (49)
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a) b) c)
FIGURE3. Especes squelette &(X,Y), b) S(X,Y)etc)U(X,Y).

Ici, h est la fonction syr@trique homogne efp; désigne la’®™®somme de puissances,
i > 1, eto note la composition gthystique des fonctions sytiques. Voir [13]
pour plus de dtails. Une nouvelle application duébreme de dissy#trie et quelques
simplifications donnent laésie tilde des 2-arbrelssgonaux pondrés.

Proposition 6. La rie gérératrice ordinaire de2-arbres k-gonaux norétiqueés,
poncerés par leur g@grimetre est donee par :

i(r,1) = 5 (Aol t) + qule, BZ (. 0)] + (1~ DA +2B'F (02 12)), (50

ou
2 ~k—1

o, BT (2,0)] i= qu(a, 22, ... ;BT (x,1), BT (2%,12),...).

Corollaire 4. Pour k impair > 3, le polyrome énungrateura,,(t) des2-arbres k-
gonaux noretiqueés ayant: k-gones, selon legrimetre, satisfait la écurrence suiv-
ante :

an(t) = Z (lel > (a” —J (t) — %En—j(t)) + %aom(t)

= Ui
(k=2
s2e-0pa ), (1)
2
ol ap(t) = t et, pour toutn > 1,
h=1 h-1
w = 2002 (22) + 050 (1) — b2 (1), (52)
7 7 )
k=2
cn(t) =aon(t)+(t—1) (X(n =0)+ b, )(t2)> , (53)
2

bgj)(t) est cefini par (25) ety(n = 0) vautl sin = 0 et0 autrement.
Preuve. Développant le second membre de (50), il vient
~ 1/ Skl 2
a(z,t) = > Go(z,t) + (t—1)(1+xB 2 (22,1?))
~k—

+eXF(Z T 2z t21)+x2sz 1( 2i7t2i) _szkT( 4i t4l)))>. (54)
i>1
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On obtient le esultat annorie en prenant: fois la derivee logarithmique de cette
relation. [

4.2. k pair. Lorsquek est pair, la situation est pluslicate. Par exemple, il existe
plusieurs 2-arbrek-gonaux orieréésétiqueés invariants par changement d’orientation.
Ces structures s'obtiennedpartir d’'un arbre ordinairétiqueé aux aétes, en rempla-
cant les agtes par dek-gones attadks entre eux par les&tes opposes. Remarquons
que si l'arbre possdeh feuilles, alors le 2-arbre ainsi obtenu peden(k — 2) + h
aretes externes. Pour obtenir le nombie:, k) d’arbresétiqueés aux aétes avem
arétes etn := n + 1 sommets, doni feuilles, on peut appliquer la formule (39) avec
k = 2 etl = h, ce qui donne

|
aln, h) = %S(n— 1,n—h+1). (55)
Cette formule est cddrente avec le @&ombrement des arbrétiqueés aux som-
mets,aveen sommets, dont feuilles, don@ dans Moon [16]. On obtient donc :

Proposition 7. Soitn > 2, h un entier compris entr@ etn, et/ = n(k — 2) + h.
Alors le nombreu(n, ¢) de 2-arbresk-gonauxétiqueés surn k-gones de erimetre/,
est don@ par

a(n,l) = %(ao(n,ﬂ) +a(n,h))

= % <(m€7_!1)!5(n —1Lm—0)+ Z—:S(n —ln—h+ 1)) . (56)

Pour le &dnombrement nostiqueg, il nous suffit d'adapter toutes les esps in-
troduites en section 4.2 de l'article [13]. Ceci est rekatnent facilea faire en pgtant
attention au statut de I'ate distingée (externe ou non). Nous reprenons les nota-
tions de [13], que noustendons avec l'indice, indiquant que I'espce considrée est
ponceree selon le primetre de ses structures.

La premereétape consista calculer la érie tilde de I'espcea. Pour ce faire, on
utilise la relation (43), donnant

(Gon () +as(z)) , (57)

ou nous avons p@sas(r) = d,,, () pour simplifier. Notons que I'eggeas,, est
la sous-espce deu,,,, constitiee des:; -structuress poncerées par leur @rimetre qui
sontr-symetriques, c’'esi-diretelles que soit isomorph& - s.

Avantde donner une expression dedasas(z), nous introduisons quelques esps
auxiliaires, analogues poarkes de celles introduites dans [13].

Définition 1. Une paged’un 2-arbre poir# en une @te est un sous-2-arbkegonal
maximal qui contient exactement un degones attacha I'aréte racine. On dit qu'il
y a une syretrie croi€e si on peut trouver une paire de pages attesnc’est-dire de
pages de la formés, 7 - s}, ou s n'est pas elle-r@mer-symétrique, attachesa I'aréte
pointee. Voir la figure 4a. Une page mixte est une paggmetrique contenant au moins



228 Dénombrement des 2-arbres k-gonaux

une synétrie croige. Voir la figure 4b. Finalement, on dit qu'une pagsynétrique
est totalement syatrique si elle ne contient pas de syme croige.

a) b) 9)

FIGURE4. a) Une page alte@e, b) une page mixte, et c) une structure
de l'especears ..

On cefinit alors les esgces pondrées suivantes, sous-éses deB,, :
e PaL . estl'esgce des paires de pages ales=s;
e Py ., estl'esgce des pages mixtes ;
e Prs,, estl'esgce des pages totalement stnques.
Enfin, 'especears,, desas-structuredotalement sygtriques(voir la figure 4c), est
définie par
atsw =t+t- Prsy + E>2(Prsy)
= (t—1)(1+ Prsy) + B(Prsy). (58)
Ona -
Prs, =X -X2(Bz ) (atsw+(1—t)Prsw) , (59)

ou la notationX2 (F) désigne I'espce des couples deé-structures isomorphes, pour
laquelle X2 (F)~(x) = F(2?). On en @&duit, pour les &ries tildes,

~ D 15 i 4
ars(z,t) = (t — 1)(1+Prs(a, 1)) +exp( > ~Prs(a',t') (60)
i>1
et B s B
Prs(z,t) = 2B'7 (42, 17) <5Ts(x, £) + (1 — t)Pre(z, t)) . (61)
On aégalement, paréfinition,
PaLw = ®2(XBE™ — (Prsw + Puw)), (62)

ou ®,(F) repésente I'espce des paires de-structures de la formés, 7 - s}. Noter
que®,(F)~(z) = 3F(2?) lorsqu'on est assérque les structuresandr - s ne sont
pas isomorphes. De plus,

PM@ =X- Xi(B%> : (CLS,w + (1 - t)PM,w - aTS,w) . (63)



G. Labelle, C. Lamathe et P. Leroux 229

On en aduit
Pa () = 5 (2BA 102, 2) — Pr(a?, ) — Pu(% 1), (64
et
Bu(z,t) = 2B"T (2%, 13) (?is(x, t)+(1—t)Pu(z,t) — ars(a, t)) . (65

On trouveégalementa partir de la @composition dess-structures (voir la figure 5),

~

s(w,t) = (B(Prs+ P+ Paw) * (t = 1)(1+ Prs, + Puw)) (z) (66)

1 ~ o~ o
= exp<z =(Prs(a’,t)) + Pu(a’, ') + Pa (+', 1))
i>1

+(t — 1)(1+ Prg(z, t) + Py(x, t)) . (67)

FIGURE5. Décomposition d'un@—-structurer-symetrique.

Ces €ries peuvenétre calcukes ecursivement, en regroupant tout d’'abord les
equations (60) et (61), puis (64), (65) et (67).

Par la suite il devient possible de calculer I€sies tildes assoges aux egres
donrees en (41). Tout d’'abord on a

50_77' (.%', t) - aS(xa t) (68)
De plus, il estimnadiat détendre les propositions 13 et 14 de [13] pour obtenir

2 ~p_2

@, (w,t) = @ (@s(a,t) + (L= ) (Prs(e,t) + Pu(,1)) " B'Z (2%43)  (69)

et

af>0,7’ ((L‘, t) =

(ste.t) + (1 )(Frs(w.t) + Bu(, 1)) B2 (02.12)

NI &

+2B3(2%,13). (70)

X
2

Combinant les trois deraies expressions avec leetheme de dissygtrie, nous
obtenons le@sultat final de cet article.
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Proposition 8. La strie gerératrice tilde de 'espce de-arbresk-gonaux ponérés
par leur perimetre est don@e par

(. t) = %Eo(x, f+ %63(36, 0+ 2B )
— % (Eis(x, t) + (1 —t)(Prs(w, t) + Pu(z, t))2 BT (2%, 12). (71)

5. Conclusion. On trouvera, en appendice, des tableaux des pohgsb,(t) pour
k=2...,.9etn =0,...,9, ainsi que des polyimesa, (¢) qui sont les coefficients
de z™ dansa(z,t), c'esta-dire les polypmes @rérateurs selon leurgimetre, des
2-arbresk-gonaux noretiqueés de taillen, pourk = 2,...,9etn =0,... ,10.

Remerciement€ette recherche a&béficiee du soutien financier du FQRNT (Ehec)
et du CRSNG (Canada).

English extended abstract. The goal of this paper is to enumerdtegonal 2-trees
according to the size (the number/efyons) and to the perimeter, that is, the number
of external edges (edges of degree at most one). This exeemggevious results in
[13] where only the size was taken into account. The intdoeghe perimeter comes
from the analogy with certain discrete models of stati$ptgsicswhere this parameter
measures the interface with the environment. We introdueeight function to take
into account the perimeter of 2-trees and present weighgeslons of all the species
introduced in [13]. In the first section, we give basic defoms and an overview of
the various classes of 2-trees that are studied. We alsermirds®e main tool of our
approach, the Dissymmetry Theorem for (oriented and untad) weighted:-gonal
2-trees.

The second section is devoted to the study of a weighted epedéenoteds,,,,
which plays an essential role in our computations. We firstratierize this species
by means of a functional equation. We then deduce expliaihfitas for the labelled
enumeration (in terms of Stirling numbers of the second kardl recursive formulas
for the unlabelled enumeration. We obtain the labelled esration by two different
ways: using Lagrange inversion and with a one-to-one cpomgence.

In section 3, we treat the oriented case. We give formulagerins of the weighted
speciesB,,, for the three pointed species occuring in the Dissymetmgyorém. There
result expressions for the generating series of the waigdpecies of orientek-gonal
2-trees and for their generating polynomials accordingize and perimeterin both
labelled and unlabelled cases.

Finally, in section 4, we enumerate unorientedgonal 2-trees. To achieve this goal,
we use a quotient species by a two-element group of the wazgdiecies of oriented
k-gonal 2-trees. The labelled enumeration is straightfedwaut the unlabelled case is
more complex and we have to treat separately two cases augaocdthe parity of the
integerk. Some tables are given in the Appendix.
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Appendice.

k=2
t
t

t+t2

t+22+¢3

t+412+3¢3+t4

t+6t2+8¢3+4 ¢4 +¢5

t+9t2+18t3+14¢4+5t5+¢0
t+12t2+35t3+39¢4+2115+6 t5+t7
t+16t2+62t3+9714+7215+30t5+7 17 +8
t+20t2+103t3+212t4+214t5+120t5+40¢"+8 t8+¢°

k=3

t

t2

2t3+t4

5t4+45+¢0

14t5+18t5+6¢7+8

4218+72¢7+378+819+10
132¢7+291t8+20419+64110+10¢11+412
429¢8+1152¢9+1048t10+438111+97¢12+12¢13+414
1430t9+4558¢10+5128t11+2757t12+804113+138t14+14 15+416
4862t10+17944111+24249:1%+16108t13+5981¢14+1332¢15+185¢16+16¢17+18

k=4

t

t3

3t5+t0

12¢7+6¢8+¢9

55¢9+42¢10+9 4114412

273t114274412+487¢13+12¢14+415
1428t13+1806t14+767t15+15016+15¢17+¢18
7752t15+11820t16+6387t17+1641t18+22819+18¢20+421
43263t17+77440t18+5107819+16614t20+3006t21+324122+21 123+%4
246675t19+507246:20+396905:21+157638:2%+35847t23+497 2t%4+435125+24126+1%7

k=5

t

t4

4¢7+¢8

22t10+8t11+t12

140¢13+76¢14+12¢15+416

969t16+688t17+158t18+16¢19+£20
7084t19+6290t20+1916t21+272122+20¢23+124
53820t22+57376t23+22064t24+4092t25+41426+24 127 +(28
420732t%5+524412t%6+244840:27+57113t28+7488t29+588t30+28131+£32
3362260:28+479956829+264585430+749908:31+122908:32+12376t33+790t34+32135+136

TaBLE 1. Polyromesh,, (t) pourk = 2,3,4,5etn =0,... ,9.
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t5

5t9+t10

35¢13+10¢14+¢15

285t17+120¢18+15¢19+¢20

2530¢21+1390t22+250t23+20¢24+12°

23751t25+16255t26+3860t27+430t28+25¢29+30
231880t29+190106t30+56755t31+8235¢32+655¢33+30134+£35
233044533+2229120:34+805621£3%+146510:36+1506037+930£38+35¢39+¢40
2395035%37+2619357038+11149900:39+2457081t40+314810:41+24880t42+1250t43+4044+t45

k=7

t

t6

6t11+t12

51¢16+12¢17+¢18

506t21+174122+18123+¢24

5481t25+2456127+363t28+24129+¢30
62832t31+34989t32+6808t33+624134+30135+36
749398:36+499188:37+121800:38+14514t39+951¢40+36 141+£42
9203634:*1+7143466:42+210613843+313872t*4+26532t45+1350¢46+42147+¢48
11560731G46+10248928847+3553629648+640627849+673749°0+4382051+1815t52+4853+154

k=8

t

t7

7 t13+t14

70¢19+14¢20+¢21

819t25+238126+21¢27+¢28

10472t31+3962t32+497¢33+28¢34+¢3°
141778:37+66556t38+10969t39+854140+35¢41+¢42
1997688&43+112065844+23120345+23373t46+1302t47+4248+449
2898967549+1893236850+471384%°1+59507 7t52+42714t°3+1848t54+49¢55+¢56
43032163355+320771256°6+9382789557+1431147958+1276471t59+70532t50+2485¢51+56162+£63

k=9

t

t8

8t15+t16

92¢22+16¢23+¢24

1240t29+312¢30+24 314432

18278t36+5984137+65238+32¢39+140
285384t43+115796t*4+16552t45+1120t46+40¢47+¢48
4638348:50+2247376°1+401632t52+35256t°3+1708t54+481°5+¢6
7765202457+4377292058+9432184°9+1032814:50+64416t51+2424162+56163+54
132989070554+85524364855+216340024%6+2859742457+2214272%8+10635259+3260t "0+64¢71+¢72

TABLE 2. Polyromesb,,(t) pourk = 6,7,8,9 etn =0,... ,9.
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t2+t3

t2+t3+t4

1242342 ¢4+¢5

t2+33+4 1442 ¢5+¢8

t2+43+8t4+6 t°+3t0+¢7
t2+53+14t4+14¢°+9¢5+3¢7 +¢8

1247 13+2314+32t5+2615+12¢7+4 18+¢°
t2+813+36t4+641°+66¢5+39¢7+16¢8+4 t9+¢10

k=3

t

ts

t4

t5+t8

4¢8+2¢7+¢8

6¢7+818+3¢9+10

19¢8+28¢9+16¢10+4 ¢11+¢12

49t9+100¢19+ 70411426 ¢12+5 ¢13+414
150¢10+358¢114325¢12+142¢13+38¢14+6 ¢15+¢16
442¢11+1309t12+1414¢13+783¢14+250¢15+52¢16+7 ¢17+¢18
1424¢12+4772t13+6186t14+4102t15+1615t16+402¢17+70¢18+8 t19+¢20

k=4

t

t4

t6

28+¢9

5 t10+2 tll+t12

16¢12+11¢13+4 144415

60t14+54115+22¢16+4¢17+¢18
261¢16+305¢17+142¢18+34¢19+6120+¢21
1243t18+1755¢19+975¢t20+273t21+51 t22+6 t23+124
6257t20+10478t21+6853t22+2336t23+490t24+69125+8 +26+¢27
32721t22+63100t23+48271t24+19497t25+4803¢26+770¢27+92¢28+8 129+¢30

k=5

t

t5

t8

2 tll+t12

12t14+4t15+t16

57¢17+32¢18+6¢19+¢20

36620+248t21+64122+8123+24
2340t23+2002¢24+630¢25+10426+10¢27+¢28
16252t26+16452t27+6393t28+1280¢29+156130+12¢31+¢32
115940:29+137378:30+63516t31+15493¢32+2259¢33+216¢34+14¢35+¢36
854981132+115853233+626996:34+181484t35+31887t36+3640t37+288¢38+16¢3%9+140

TaBLE 3. Polyrobmesa,(t), pourk = 2,3,4,5etn =0,... ,10.
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k=6

t

t6

th

3 tl4+t15

12t18+3 t19+t20

68122+28123+6 {24+125

483126+253¢27+56¢28+6 29+¢30
3946t30+2582¢31+659¢32+89¢33+9 134+¢35
34485¢34+26953t35+8213¢36+1300¢37+133¢38+9 ¢39+¢40
315810¢38+288021£39+10379940+19831¢41+2318¢42+182¢43+12¢44+45
298457Q42+3112780*3+130660544+295143%45+40775t46+3689t47+243148+1249+¢50

k=7

t

t7

t12

3tl7+t18

26t22+6 t23+t24

203t27+72¢28+9129+¢30

41989t32+868133+144¢34+12¢35+¢36
20254t37+10914t38+2212¢39+236¢40+15¢41+¢42
219388:42+140106t43+34704t44+4494t45+354¢46+18¢47+48
2459730t47+1827555%*8+537357t49+84102t50+7937t51+492¢52+21 ¢°3+¢54
2843186152+24115080°3+826147354+1529246:55+172956:56+12794t57+656158+24 +59+160

k=8

t

t8

t14

4t20+t21

21t26+4 t27+t28

183t32+53¢33+8¢34+¢35

1918¢38+704¢39+106¢40+8 ¢41+¢42
22908t44+10375t4%+1825¢t46+170t47+12¢48+¢49
29051159+156471t51+32934t52+3635¢°3+255¢%4+12¢55+¢56
3844688°56+2407227%57+59951358+79651¢9+6466¢50+351¢51+16¢62+¢63
5245424852+3748209253+1085333254+170240%55+163728:56+10336t57+46858+16¢59+¢70

k=9

t

tQ

th

4t23+t24

46t30+8t31+t32

494¢37+128¢38+12¢39+¢40

6532t44+2096¢45+256¢46+16¢47+t48
90954t51+35788t52+5348t53+422¢54+20155+¢°6
1339448°8+624552:59+113582t50+10864t51+632¢62+2453+¢64
20459857%55+1107710856+2387924:57+275174t%8+19194¢59+880¢70+28¢ 1 +¢72
32209295872+19886536873+4985185274+6782964 "°+565666:'5+30944t77+1174t78+32¢79+80

TABLE 4. Polyrobmesa,(t), pourk = 6,7,8,9 etn =0,... , 10.
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