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SUR LE THÉORÈME DE PICK

FRANÇOIS DUBEAU ET SÉBASTIEN LABBÉ

RÉSUMÉ. Le théor̀eme de Pick sert̀a calculer l’aire de certains types de polygones,
ceux dont les sommets ont des coordonnées entìeres dans le plan. D’abord, ce travail
rassemble les id́ees qui ont́et́e publíeesà ce sujet au cours des dernières d́ecennies.
Ensuite, il pŕesente une ǵeńeralisation du th́eor̀eme.

ABSTRACT. Pick’s theorem is used to compute the area of lattice polygons. In our
work we present a survey of the ideas published on this subject during the last
decennies. We add our own generalization of this theorem forvery general lattice
polygons.

1. Introduction. Georg Alexander Pick est né à Vienne le 10 aôut 1859 et c’est̀a ce
même endroit qu’il a obtenu, en 1880, son doctorat. Ses recherches touchent diff́erents
domaines des mathématiques entre autres l’analyse, la géoḿetrie différentielle et la
topographie (conformal mapping). C’est en 1899 que Pick publie sa formule dans
un article ayant pour titre «Geometrisches zur Zahlenlehre» dans la revueZeitsshriff
d. vereines ‘Lotos’de Prague [19]. Pendant près d’un demi-sìecle, ce ŕesultat resta
inconnu. C’est dansMathematical Snapshots[28] (aussi disponible en français [29])
que Hugo Steinhaus l’a réellement fait connaı̂tre sans nommer Pick dans le texte, mais
en inśerant la ŕeférence de son articlèa la bibliographie. Ainsi, c’est peut-être gr̂aceà
lui que l’on n’a pas oublíe la vraie origine du ŕesultat et que celui-ci porte le nom de
Pick aujourd’hui. Un fait int́eressant de la vie de Georg Alexander Pick est qu’il fut
un bon ami d’Albert Einstein. L’article de Duane de Temple [5], par exemple, nous
apprend que ces deux compagnons partageaient les mêmes gôuts musicaux. En 1942,
l’armée allemande occupa la ville de Prague où il vivait. Il fut déport́e dans le camp de
concentration de Theresienstadt où il mourut le 26 juillet de la m̂eme anńee.

FIG. 1 UN PREMIER EXEMPLE.

Reçu le 19 mars 2004 et, sous forme définitive, le 1er septembre 2004.
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La formule de Pick est utiliśee pour calculer l’aire d’un polygone de réseau dans le
plan. Un polygone de réseau est un polygone dont les sommets ont des coordonnées
entìeres dans un système d’axes pŕed́efini. L’aire d’un tel polygoneP est alors donńee
par la relation

(1.1) Aire(P ) = I +
B

2
− 1,

où B est le nombre de points frontières etI est le nombre de points̀a l’intérieur du
polygone. On aura l’occasion de mieux définir ces termes̀a la prochaine section.

À la Figure 1 par exemple,I = 7, B = 16 et l’aire du polygone est alors

Aire(P ) = 7 +
16
2

− 1 = 14.

Depuis les anńees 1960, plusieurs articles ontét́e publíes sur la formule de Pick.
On y trouve diverses preuves du théor̀eme [2, 4, 5, 12, 13, 17, 21, 28, 29, 30] ou
d’équivalence avec d’autres résultats [6, 8, 9, 16], des géńeralisations̀a des polygones
[3, 10, 11, 25, 26, 27, 31] età des ŕeseaux [20, 24] plus géńeraux et m̂emeà des espaces
à trois dimensions et plus [14, 22, 23, 26].

Le but de ce travail est de faire une présentation coh́erente des résultats anciens et
nouveaux sur le sujet. En premier lieu, on introduit les définitions des termes utilisés,
ensuite des résultats sur la d́ecomposition d’un polygone en triangles sont présent́es et la
démonstration du th́eor̀eme de Pick suit. Finalement, on termine avec des géńeralisations
de la formule de Pick dans les dernières sections selon les types de polygones.

2. Définitions. Cette section contient plusieurs définitions et deśenonćes de faits que
nous admettrons sans démonstration.

Consid́erons une suite de points{ai}
n
i=0 du plan telle que trois points consécutifs

soient toujours diff́erents et jamais alignés. Deux points successifsai−1 et ai joints
entre eux forment lesegmentai−1ai. La suite des segments{ai−1ai}

n
i=1 forme une

ligne brisée. Un polygoneest une ligne briśee ferḿee, c’est-̀a-dire telle quea0 = an.
Les segments d’un polygone peuvent se croiser, mais ne peuvent pas se superposer.

Étant donńe un polygoneP repŕesent́e par la suite de points{ai}
n
i=0, l’ensemble des

sommetsdeP est
⋃

i<j{ai−1ai∩aj−1aj}, c’est-̀a-dire l’ensemble des points de la suite
et des points d’intersection entre les segments. Uncôté d’un polygone est un segment
ou une partie de segment entre deux sommets. L’ensemble des côtés du polygone est
sonpérimètre.

Un polygoneP délimite un certain nombre de régions connexes̀a l’aide de son
périmètre, ce sont les composantes connexes du complémentaire deP . La région
connexe non borńee d́elimitée parP est appeĺee sarégion ext́erieure non borńee. Une
région connexe borńee d́elimitée parP est appeĺeerégion ext́erieure borńee, ou trou,
si toute ligne polygonale partant d’un point de cette région et se terminant dans la
région ext́erieure non borńee croise le polygoneP un nombre pair de fois. L’union de la
région ext́erieure non borńee et des ŕegions ext́erieures borńees forme l’ext́erieur deP .
D’autre part une composante connexe détermińee parP est appeĺeerégion int́erieure,
si une ligne polygonale partant d’un point de cette région et se terminant dans la région
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ext́erieure non borńee (ou toute ŕegion ext́erieure borńee) croise le polygoneP un
nombre impair de fois. L’union des régions int́erieures forme l’intérieur du polygone
P . L’aire d’un polygone est la somme des aires des régions int́erieures de celui-ci.

Deux ŕegions connexes d’un polygone sont ditesadjacentessi elles ont au moins
un ĉoté en commun. Dans le cas contraire, elles sont ditesnon adjacentes. Notons que
deux ŕegions int́erieures, ou deux régions ext́erieures, ne peuventêtre adjacentes.

Un polygone est ditsimples’il n’y a pas d’intersection entre deux segments non
conśecutifs, ainsi aucun des points de la suite qui le définit ne s’y retrouve plus d’une
fois, sauf les extŕemit́esa0 = an. Autrement, on le ditnon simple.

Un polygonequasi simpleest un polygone non simple délimitant une seule région
intérieure dont au moins un sommet de la suite le définissant est réṕet́e (sans tenir
compte du dernier pointan de la suite).

Notons qu’un polygone simple ou quasi simple possède une seule région int́erieure.
Également, un polygone quasi simple peutêtre vu comme un polygone simple duquel
on a enlev́e un ou des polygones simples. Finalement, tout polygone nonsimple est
obtenuà partir de polygones simples et quasi simples reliés entre eux par un ou des
sommets.

A) B) C)

FIG. 2 EXEMPLES: POLYGONES A) SIMPLE, B) NON SIMPLE ET C) QUASI

SIMPLE.

On appellediagonaled’un polygoneP un segment entièrement contenu dans une
seule ŕegion int́erieure du polygone, qui relie deux sommets deP et dont la seule
intersection du segment avec le périmètre sont les deux sommets en question.

Si on peut ajouter des diagonales qui ne se croisent pas (saufà leurs extŕemit́es)à un
polygoneP jusqu’̀a ce que l’int́erieur deP soit partitionńe en triangles, on dit qu’on a
unedécomposition deP en triangles.

Un réseauest d́efini à partir d’une baseB d’un espace vectoriel et est l’ensemble
des points̀a coordonńees entìeres par rapport̀a cette base choisie. Ici on utilise la base
canonique du plan ; le réseau est alors l’ensemble des points du planà coordonńees
entìeres par rapport̀a la base canonique.

Un polygone de ŕeseauest un polygone dont les sommets appartiennent au réseau.
Un point frontière d’un polygone de ŕeseau est un point du réseau sur le ṕerimètre
d’un polygone. Unpoint intérieur d’un polygone de ŕeseau est un point du réseaùa
l’int érieur d’un polygone.

Un triangle est dit́elémentaires’il est un polygone simple de réseau n’ayant aucun
point int́erieur et trois points frontières. Unetriangulation est une partition d’un poly-
gone de ŕeseau en triangleśelémentaires. SiR est une ŕegionà trianguler, on notera
souvent parR′ une triangulation deR.
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3. Triangulation. Il existe plus d’une preuve du théor̀eme de Pick [2, 4, 5, 12, 13,
17, 21, 28, 29, 30]. Celle présent́ee ici s’inspire de [5] et [13]. Nous avons simplifié la
démonstration en isolant les différents ŕesultats en lemmes que l’on retrouve dans cette
section.

On accepte la proposition suivante sans démonstration. On peut retrouver ce résultat
dans [15] ou [18] par exemple.

Lemme 3.1. Tout polygone simpleP àn sommets possède au moins une décomposition
en (n − 2) triangles dont l’ensemble des sommets des triangles de la décomposition
sont les sommets deP .

On obtient alors imḿediatement le ŕesultat suivant.

Lemme 3.2. Dans un polygone simpleP à n sommets la somme des angles internes
est(n − 2)π.

Un résultat important pour la suite concerne la possibilité d’obtenir une triangulation
d’un polygone.

Lemme 3.3. Tout polygone simple de réseauà n sommets possède au moins une
triangulation.

Démonstration.Il s’agit de d́evelopper une manière de diviser un polygone simple de
réseau de sorte que l’on aità la fin que des triangleśelémentaires. En vertu du Lemme
3.1, il existe une d́ecomposition deP en (n − 2) triangles. Il reste donc̀a montrer
que, quel que soit le triangle de réseau, il est possible d’en faire une triangulation.
L’algorithme est le suivant :

1) tant qu’il reste des points intérieurs :

a) choisir un point int́erieur,
b) le relier aux trois autres sommets du triangle dans lequelil se trouve (par

conśequent, il y a deux triangles de plus dans la triangulation) ;

2) tant qu’il reste des points frontières :

a) choisir un point frontìere,
b) le relier aux sommets opposés au ĉoté de chacun des triangles sur lesquels il

se trouve (ainsi, il y a un (ou deux) triangle(s) de plus dans la triangulation).

Comme un triangle de réseau possède un nombre fini de points frontières et de points
intérieurs,́eventuellement tous les triangles serontélémentaires. �

Notons qu’il est possible d’obtenir des résultatséquivalents au lemmes 3.1 et 3.3
pour un polygone non simple.

Le lemme suivant est̀a la base du th́eor̀eme de Pick. Il est intéressant de remarquer
comment le ŕesultat s’appuie sur des idées tr̀es simples.

Lemme 3.4. Soit un polygone simple de réseauP contenantB points frontìeres dont
V sommets etI points int́erieurs. Quelle que soit la triangulation deP , elle contiendra
toujours

(3.1) N = 2I + B − 2

trianglesélémentaires.
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Démonstration.Notons premìerement que les(B + I) points sont les sommets des
trianglesélémentaires et qu’ainsi toute triangulation deP poss̀ede(B + I) sommets.
Calculons de deux façons différentes la somme des angles internes de tous les triangles
élémentaires composant une triangulation quelconque. En vertu du Lemme 3.2, la
contribution desV sommets sera de(V − 2)π. Celle des(B − V ) autres points
frontières sera de(B−V )π, car ce sont des angles plats. Finalement, celle desI points
intérieurs sera de 2Iπ, car ce sont des angles pleins. Supposons qu’il y aN triangles
élémentaires, la somme des trois dernières contributions devrâetreégaleàNπ. D’où,

Nπ = (V − 2)π + (B − V )π + 2Iπ

N = 2I + B − 2. �

Lemme 3.5. [16] Soit un polygone simple de réseauP triangulé posśedantE arêtes
entre deux points de réseau,N trianglesélémentaires etB points frontìeres. Alors, on
a la relation suivante

(3.2) 2E = 3N + B.

Démonstration.Chacun desN triangles poss̀ede 3 ĉotés. Ainsi, 3N compte deux fois
le nombre d’ar̂etes internes, car celles-ci appartiennentà deux triangles, mais une
seule fois le nombre d’arêtes sur la frontìere qui sont du m̂eme nombre que les points
frontières. �

4. Aire d’un polygone simple : le th́eorème de Pick.Pour d́ebuter cette section nous
admettrons le ŕesultat suivant.

Lemme 4.1. Un triangle de sommetsO(0, 0), A(x1, y1) et B(x2, y2) a une aire de
|x1y2 − x2y1|/2.

On d́emontre alors le prochain résultat.

Lemme 4.2. [5, 13] L’aire d’un triangle élémentaire est12.

Démonstration.Soit T1 un triangleélémentaire arbitraire. Supposons, sans perte de
géńeralit́e, que ses sommets sont(0, 0), (a, b) et (c, d). Puisqu’il s’agit d’un polygone
de ŕeseau,a, b, c etd ∈ Z. Ainsi |ad − bc| ∈ N. De plus, par hypoth̀esead 6= bc, d’où
|ad − bc| ∈ N

∗ et alors|ad − bc| ≥ 1. Donc

|ad − bc|

2
= Aire(T1) ≥

1
2
.

Étant donńe queT1 est arbitraire, on a comme résultat interḿediaire que l’aire de
n’importe quel triangléelémentaire est supérieure oúegaleà 1

2. Supposons maintenant
queT1 est inclu dans un carré dont les ĉotés, de longueurn, sont parall̀eles au système
d’axe. Choisissons deux sommets du triangle et relions-les, de façon perpendiculaire
aux ĉotés du carŕe, à deux points frontìeres de celui-ci dans la direction opposée au
triangle bien ŝur. On a donc un triangléelémentaire et deux polygones que l’on sait
triangulables. Il existe donc une triangulation contenantle triangleT1 et, en vertu du
Lemme 3.4,
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N = 2I + B − 2

= 2(n − 1)2 + 4n − 2

= (2n2 − 4n + 2) + 4n − 2

= 2n2.

L’aire du carŕe est bien ŝur n2. Ainsi, pour une triangulation du carré faite par les
trianglesélémentairesT1, T2, . . . , T2n2, on a

1
2
≤ Aire(T1) = n2 −

2n2∑

i=2

Aire(Ti) ≤ n2 −

2n2∑

i=2

1
2

= n2 − (n2 −
1
2
) =

1
2
.

D’où le ŕesultat. �

La preuve du th́eor̀eme de Pick qui suit est courteétant donńe qu’elle d́ecoule des
résultats pŕećedents.

Théorème 4.3. (Théor̀eme de Pick)SoitP un polygone simple de réseau posśedantI
points int́erieurs etB points frontìeres. Alors,

(4.1) Aire(P ) = I +
B

2
− 1.

Démonstration.En vertu du Lemme 3.4,P poss̀ede(2I+B−2) triangleśelémentaires.
Or le Lemme 4.2 assure que chaque triangleélémentaire a une aire de12. Ainsi,

Aire(P ) = (Aire d’un triangleélémentaire) · (Nombre de triangleśelémentaires)

=
1
2
(2I + B − 2)

= I +
B

2
− 1. �

5. Caractéristiques d’Euler. En 1967, un des premiers articles sur le théor̀eme de Pick
depuis Hugo Steinhaus [28, 29] aét́e publíe dansAmerican Mathematical Monthly.
Effectivement, Niven et Zuckerman [17] trouvaient que la démonstration du th́eor̀eme
de Pick faite par Steinhausétait trop br̀eve et, dans le but de faire connaı̂tre cetélégant
résultat, ils ont construit une nouvelle argumentation pluscompl̀ete, mais longue.
Un fait intéressant̀a remarquer dans cet article est qu’il n’est jamais fait mention
du th́eor̀eme de Pick. De m̂eme pour les articles de J. E. Reeve [22, 23] parus en
1957 et 1959. Il faudra attendre la parution deIntroduction to Geometryde H. S. M.
Coxeter [4], en 1969, et deIngenuity in Mathematicsde R. Honsberger [13], en 1970,
pour clairement voir le nom de Pick associé à la formule (1.1). La dernière partie de
leur article porte sur les géńeralisations : “... Theorem 4 [Pick] does not generalize to
polygons that are not simple. In fact, the formula for the area is not correct at a common
vertex". Malheureusement pour eux, ils se trompaient, il existe une façon de modifier la
formule de Pick pour trouver l’aire de polygones non simples. Cette nouvelle formule
apparâıt dans quelques articles [11, 26], mais seul celui de Rosenholtz [25] contient
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une d́emonstration. Cette formule utilise les caractéristiques d’Euler [1, 7] que nous
abordons dans cette section.

On d́efinit et calcule lescaract́eristiques d’Eulerd’un polygoneP et de son ṕerimètre
∂P , que l’on noteχ(P ) etχ(∂P ), de la façon suivante :

χ(P ) = V ′ − E′ + F ′ ,(5.1)

χ(∂P ) = V ′|∂P − E′|∂P(5.2)

où V ′, E′ etF ′ sont respectivement le nombre de sommets, d’arêtes et de faces bornées
d’une triangulation deP , et òu V ′|∂P et E′|∂P désignent le nombre de sommets et
d’arêtes de la triangulation sur le périmètre∂P deP .

Or, lorsque l’objet est un polygone, il n’est pas nécessaire d’avoir une triangulation
de l’objet pour en calculer la caractéristique d’Euler. Il suffit de la calculerà partir des
sommets, ĉotés et faces d́ejà pŕesents, donc̀a partir du ṕerimètre du polygone. C’est ce
que nous assure la proposition suivante.

Théorème 5.1.SoitP un polygone. Alors on peut calculerχ(P ) etχ(∂P ) à partir des
nombres de sommetsV , côtésE et régions int́erieuresF du polygoneP de la façon
suivante :

χ(P ) = V − E + F,(5.3)

χ(∂P ) = V − E.(5.4)

Démonstration.Partons d’une triangulation deP . Commençons par retirer les arêtes
situées̀a l’intérieur du polygone de telle sorte que l’ensemble des arêtes et sommets reste
connect́e en tout instant au périmètre (il suffit de proćederà l’inverse de la proćedure
de triangulation obtenuèa l’aide des lemmes 3.1 et 3.3). Deux cas se présenteront.
Utilisons l’indice źero pour symboliser la situation initiale.

Cas 1. Les deux sommets resteront après la suppression de l’arête, car au moins une
autre ar̂ete s’y termine, ainsi

V = V0

E = E0 − 1

F = F0 − 1.

Cas 2. Un des deux sommets estéliminé par la suppression de l’arête, alors

V = V0 − 1

E = E0 − 1

F = F0.

Dans les deux cas, la valeur deχ(P ) = V − E + F n’est pas modifíee. Il ne reste
plus qu’̀a éliminer les sommets sur les côtés du polygone. En les enlevant un par un,à
chaquéetape on a

V = V0 − 1

E = E0 − 1

F = F0,
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de sorte que niχ(P ) = V − E + F , ni χ(∂P ) = V − E ne s’en trouvent changés. On
conclut que les valeurs des caractéristiques d’Euler d’un polygone ne dépendent pas de
la triangulation de celui-ci, mais seulement de la nature deson ṕerimètre. �

Théorème 5.2.SoitP un polygone possédantT trous dans son ṕerimètre. Alors,

(5.5) χ(P ) = 1− T.

Démonstration.Un polygone peut̂etre d́efini comméetant plusieurs polygones simples
et quasi simples reliés par leur ṕerimètre. Or, un polygone quasi simple est un polygone
simple duquel on a retiré un ou des polygones simples. Notons qu’on peut reconstruire
un polygone de façon séquentielle en ajoutant ou retranchant un polygone simpleà la
fois. Proćedons donc par récurrence sur le nombre de polygones simples.

Pour un polygoneP simple, comme les sommets et les côtés sont du m̂eme nombre
et qu’une seule face est présente, nous avons

χ(P ) = V − E + F = 1 = 1− 0 = 1− T.

De façon ǵeńerale, supposons queP est un polygone pour lequel la relationχ(P ) =
VP −EP +FP = 1−TP est v́erifiée. Ajoutons un polygone simpleQ au polygoneP en
connectantn sommets de l’uǹan sommets de l’autre. Ainsi, deux cas sont possibles.

Cas 1. Le polygone simpleQ est un(T + 1)-ième trou dans le ṕerimètre deP . Le
nombre de ŕegions int́erieuresF se verra augmenter de(n − 1). Ainsi

VP∪Q = VP + VQ − n,

EP∪Q = EP + EQ,

FP∪Q = FP + (n − 1) = FP + FQ + n − 2,

TP∪Q = TP + 1.

Donc, on a

χ(P ∪ Q) = VP∪Q − EP∪Q + FP∪Q

= (VP + VQ − n) − (EP + EQ) + (FP + FQ + n − 2)

= χ(P ) + χ(Q) − n + n − 2

= (1− TP ) + 1− 2

= 1− (TP + 1)

= 1− TP∪Q.

Cas 2. Le polygone simpleQ est une nouvelle région int́erieure du polygoneP . Cela
ajoute(n − 1) trous entre lesn sommets connectés. Ainsi

VP∪Q = VP + VQ − n,

EP∪Q = EP + EQ,

FP∪Q = FP + FQ,

TP∪Q = TP + (n − 1).
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Donc, on a

χ(P ∪ Q) = VP∪Q − EP∪Q + FP∪Q

= (VP + VQ − n) − (EP + EQ) + (FP + FQ)

= χ(P ) + χ(Q) − n

= (1− TP ) + 1− n

= 1− (TP + n − 1)

= 1− TP∪Q.

La formule est donc v́erifiée dans tous les cas. Dans le premier, un trou est ajouté, et
dans le deuxìeme(n − 1) trous sont ajout́es. �

6. Aire d’un polygone non simple. Il existe une façon de modifier la formule de Pick
pour trouver l’aire de polygones non simples en utilisant les caract́eristiques d’Euler.

Théorème 6.1. [25] SoitP un polygone de ŕeseau posśedantI points int́erieurs etB
points frontìeres. Alors l’aire deP est obtenue par la formule

(6.1) Aire(P ) = I +
B

2
− χ(P ) +

χ(∂P )

2
.

Démonstration.On construit une triangulationP ′ deP . Ensuite, on cŕee le doubleD
deP ′ en collant la frontìere deP ′ à une copie d’elle-m̂eme et en gonflant l’intérieur.
L’objet D est donc uńetrange ballon avec des faces triangulaires. SoitVI , EI etFI le
nombre de sommets, d’arêtes et de faces de l’objetI = P ouD. Posons

(6.2) χ(D) = VD − ED + FD.

Alors

χ(D) = (2VP ′ − V |∂P ′) − (2EP ′ − E|∂P ′) + 2FP ′(6.3)

= 2(VP ′ − EP ′ + FP ′) − (V |∂P ′ − E|∂P ′)(6.4)

= 2χ(P ′) − χ(∂P ′)(6.5)

= 2χ(P ) − χ(∂P ).(6.6)

De plus, on a les relations

VD = 2I + B,(6.7)

2ED = 3FD,(6.8)

FD = 2FP ′ ,(6.9)

et

(6.10) Aire(P ) =
FP ′

2
.

De (6.2), on tire
FD = χ(D) − VD + ED,
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et de (6.6)
FD = 2χ(P ) − χ(∂P ) − VD + ED.

Puis, de (6.7) et (6.8)

FD = 2χ(P )− χ(∂P ) − (2I + B) +
3
2
FD,

et alors
FD

2
= 2I + B − 2χ(P ) + χ(∂P ).

On obtient alors le ŕesultatà l’aide de (6.10) et (6.9). �

FIG. 3 POLYGONE NON SIMPLE.

La Figure 3 illustre un polygone non simple. En effet, il est possible de parcourir
son ṕerimètre en passant une et une seule fois sur chaque côté et en revenant au point
de d́epart. Notons que ce polygone contient trois trous. On calcule les points int́erieurs
et frontìeres aiśement :I = 11 etB = 39. Calculons maintenant les caractéristiques
d’Euler sans faire de triangulation. On trouveV = 27, E = 39, F = 10 etT = 3.
Ainsi χ(P ) = −2, χ(∂P ) = −12, et en utilisant (6.1) on trouve

Aire(P ) = 11 +
39
2

− (−2) +
−12

2
=

53
2

.

7. Polygone ǵenéralisé. Souvent dans les articles sur le théor̀eme de Pick, il est suggéŕe
de v́erifier la formule pour des polygones plus géńeraux, entre autres pour des polygones
contenant d’autres polygones. La preuve de cette simple formule apparâıt dans [27].
Avant d’aborder celle-ci, voici quelques définitions pour les polygones géńeraliśes qui
utilisent le vocabulaire de la géographie.

On dit que plusieurs polygones dans le plan forment unpolygone ǵenéralisési

1) il n’y a aucune intersection (l’intersection de sommets est une intersection) entre
polygones distincts ;

2) il existe un polygone, uncontinent, qui contient tous les autres polygones dans
son int́erieur (on nommera ces autres polygones deslacs) ;

3) aucun des polygones le composant n’està l’intérieur de plus d’un polygone.

Lorsque tous les polygones sont simples, on dira qu’on a unpolygone ǵenéralisé simple.
On d́efinit alors lepérimètre d’un polygone ǵeńeraliśe commeétant l’union des

périmètres de tous les polygones le composant ou comme la rive du continent et celle
de tous ses lacs.
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L’ intérieur d’un polygone ǵeńeraliśe est la ŕegion qui peut̂etre acćed́eeà partir de
l’extérieur du continent par un nombre impair de croisements du périmètre du polygone.
En fait, c’est la partie communèa l’intérieur du continent et̀a l’extérieur des lacs. De
même, l’ext́erieur d’un polygone ǵeńeraliśe est compośe de l’ext́erieur du continent et
de l’intérieur des lacs.

Plusieurs polygones géńeraliśes dans le plan forment uneunion de polygones
généralisés si chacun est sitúe dans l’ext́erieur des autres. Sarégion int́erieure et
sonpérimètresont l’union respectivement des régions int́erieures et des périmètres de
chacun des polygones géńeraliśes la composant. On peut ainsi dire qu’une union de
polygones ǵeńeraliśes permet la présence d’autrescontinentset d’̂ılesdans les lacs.

On d́efinit l’aire d’un polygone ǵeńeraliśeP commeétant la somme des aires de ses
régions int́erieures deP , autrement dit c’est la surface de la terre ferme. De même l’aire
d’une union de polygones géńeraliśes est la somme des aires de chacun des polygones
géńeraliśes qui la composent.

On admet qu’il est possible d’obtenir une décomposition d’un polygone géńeraliśe
en triangles en adaptant la démonstration du Lemme 3.1 et ensuite d’obtenir une
triangulation comme au Lemme 3.3.

8. Aire d’un polygone ǵenéralisé simple. Le premier ŕesultat concernant la géńerali-
sation de la formule de Pick pour des polygones plus géńeraux compośes de polygones
simples peut s’́ecrire sans utiliser explicitement les caractéristiques d’Euler.

Théorème 8.1. [27] L’aire d’un polygone ǵeńeralisé simple de ŕeseauP contenantL
lacs est

(8.1) Aire(P ) = I + B/2− 1 +L,

où I est le nombre de points intérieurs etB celui des points frontières du polygone
géńeralisé simple.

Démonstration.Soit A0 l’aire du continent (ce qui comprend les lacs) etAl l’aire du
l-ième lac. SoitIl le nombre de points intérieurs etBl le nombre de points frontières
du l-ième lac. Alors

Aire(P ) = A0 −

L∑

l=1

Al

= (I0 +
B0

2
− 1) −

L∑

l=1

(Il +
Bl

2
− 1)

=
(
I +

L∑

l=1

(Il + Bl)
)

+
B0

2
− 1−

L∑

l=1

(Il +
Bl

2
) +

L∑

l=1

1

= I +
B0

2
+

L∑

l=1

Bl

2
− 1 +L

= I +
B

2
− 1 +L. �
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FIG. 4 POLYGONE GÉNÉRALISÉ SIMPLE.

À la Figure 4, trois lacs sont dans un continent et l’aire de larégion grise peut̂etre
calcuĺee en utilisant (8.1). On aI = 41,B = 40 etL = 3, ainsi

Aire(P ) = 41 +
40
2

− 1 + 3= 63.

9. Caractéristiques d’Euler revisitées.Pour un polygone ǵeńeraliśe les formules
(5.1) et (5.3) ne cöıncident pas.À partir d’une triangulation et en procédant selon
la démonstration du Th́eor̀eme 5.1, il est ais e de voir, qu’à un moment donńe, on
déconnectera les périmètres de deux polygones (un continent et un lac ou bien deux
lacs d’une m̂eme face). Dans ce cas, en enlevant une arête (E devientE0−1), le nombre
de sommets reste inchangé (V = V0) ainsi que le nombre de faces(F = F0). Alors la
valeur deχ(P ) augmente de 1. Elle augmentera de 1à chaque fois qu’on d́econnectera
une partie du ṕerimètre en enlevant une arête. Pour reḿedierà cet effet et garder une
valeur constante pour la caractéristique, on consid̀ere plut̂ot la caract́eristique

(9.1) χ̂(P ) = V ′ − E′ +
F ′∑

f=1

(2− Cf ),

où Cf est le nombre de composantes connexes du périmètre de la facef . On conserve
inchanǵee toutefois la caractéristique du ṕerimètre en posant̂χ(∂P ) = χ(∂P ). Notons
que pour une triangulation on âχ(P ) = χ(P ), car pour chaque triangleCf = 1 et ainsi

(9.2)
F ′∑

f=1

(2− Cf ) =
F ′∑

f=1

(1) = F ′.

Théorème 9.1.SoitP un polygone ǵeńeralisé. Alors on peut calculer̂χ(P ) etχ̂(∂P ) à
partir des nombres de sommetsV , côtésE, régions int́erieuresF et lacsL du polygone
géńeraliséP de la façon suivante :

χ̂(P ) = V − E + F − L,(9.3)

χ̂(∂P ) = V − E.(9.4)

Démonstration.Comme au Th́eor̀eme 5.1, partons d’une triangulation deP et élimi-
nons les ar̂etes et sommets situésà l’intérieur du polygone ǵeńeraliśe en ne d́econnectant
jamais le ṕerimètre (de la triangulation). Ainsi (9.1) reste valide età valeur constante,
car elle est essentiellement identiqueà (5.1) puisque dans ce cas 2− Cf = 1 pour
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chaque face. Ensuite,à chaque fois qu’on enlèvera une arête, le nombre de sommets
V et le nombre de faceF restent inchanǵes et un lac est créé. Ainsi la valeur de la
caract́eristique reste constante selon la formule (9.3).�

Notons que pour un polygone géńeraliśe simple ayantL lacs, on auraV = E et
F = 1. Ainsi,

χ̂(P ) = V − E + F − L = 1− L,

χ̂(∂P ) = V − E = 0

et (8.1) peut se réécrire sous une forme semblableà (6.1)

(9.5) Aire(P ) = I +
B

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2
.

C’est cette formule que nous géńeraliserons par la suite.
Si on observe que les trous d’un polygone géńeraliśe sont en fait les trous du continent

et les faces des lacs, on obtient l’équivalent du Th́eor̀eme 5.2 pour̂χ(P ).

Théorème 9.2.SoitP un polygone ǵeńeralisé constitúe d’un continent ayantTC trous
et deL lacs ayant chacunFl faces etTl trous (l = 1, . . . , L). Alors les nombres de
facesFP et de trousTP deP sont

FP = FC +
L∑

l=1

Tl,(9.6)

TP = TC +
L∑

l=1

Fl(9.7)

et on a

(9.8) χ̂(P ) = 1− TP .

Démonstration.On utilise (5.3) et (5.5) pour le continent et chacun des lacs, ainsi on a

VC − EC + FC = 1− TC ,

et pourl = 1, . . . , L
Vl − El + Fl = 1− Tl.

Mais

VP = VC +
L∑

l=1

Vl,

EP = EC +
L∑

l=1

El,

FP = FC +
L∑

l=1

Tl,

TP = TC +
L∑

l=1

Fl,
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d’où
χ̂(P ) = VP − EP + FP − L

= (VC +
L∑

l=1

Vl) − (EC +
L∑

l=1

El) + (FC +
L∑

l=1

Tl) − L

= (VC − EC + FC) +
L∑

l=1

(Vl − El + Tl) − L

= (1− TC) +
L∑

l=1

(1− Fl) − L

= 1− (TC +
L∑

l=1

Fl)

= 1− TP .

De là, le ŕesultat. �

10. Aire d’un polygone ǵenéralisé. La formule (9.5) est́egalement valide pour les
polygones ǵeńeraliśes.

Théorème 10.1.Soit P un polygone ǵeńeralisé de ŕeseau. L’aire deP peut être
calcuĺee par la formule

(10.1) Aire(P ) = I +
B

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2
,

où I est le nombre de points intérieurs dansP , et B celui des points frontières sur
le périmètre deP . χ̂(P ) et χ̂(∂P ) sont calcuĺeesà partir deV , E, F et L. V est le
nombre de sommets des polygones composantsP , E celui des ĉotés des polygones
composantsP , F celui des ŕegions int́erieures deP , L celui des lacs dans le continent
deP .

Démonstration.PourL = 0, (10.1) est identiquèa (6.1). Supposons que c’est vrai pour
un polygone ǵeńeraliśe P à L lacs et montrons que c’est encore vrai si on ajoute un
(L + 1)-ième lacQ pour former le polygone ǵeńeraliśeR. On a

Aire(R) = Aire(P ) − Aire(Q)

=
(
IP +

BP

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2

)
−

(
IQ +

BQ

2
− χ̂(Q) +

χ̂(∂Q)

2

)

= (IP − IQ − BQ) +
(BP

2
+

BQ

2

)

−
(VP

2
−

EP

2
+ FP − L

)
+ χ̂(Q) −

(VQ

2
−

EQ

2

)

=
(
IR +

BR

2

)
−

(VP + VQ

2
−

EP + EQ

2
+ FP

)
+ χ̂(Q) + L

=
(
IR +

BR

2

)
−

(VR

2
−

ER

2
+ FP

)
+ χ̂(Q) + L.
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Si Q poss̀edeTQ trous dans son ṕerimètre, alors cesTQ régions seront considéŕees
intérieures pour le polygone géńeraliśeR. Or, on sait quêχ(Q) = 1− TQ. On pourra
donc ajouter cesTQ régionsà FP pour former ainsi lesFR = (FP + TQ) régions
intérieures qui contribuerontà l’aire deR. Alors

Aire(R) =
(
IR +

BR

2

)
−

(VR

2
−

ER

2
+ FP

)
+ (1− TQ) + L

= IR +
BR

2
−

(VR

2
−

ER

2
+ (FP + TQ) − (L + 1)

)

= IR +
BR

2
− χ̂(R) +

χ̂(∂R)

2
.

La formule est donc v́erifiée pour(L + 1) lacs. Ce qui d́emontre le ŕesultat dans tous
les cas.

FIG. 5 POLYGONE GÉNÉRALISÉ.

À la Figure 5 nous avons un polygone géńeraliśe pour lequelI = 3, B = 61,
V = 25,E = 28,F = 3, L = 3 etT = 4. Alors

χ̂(P ) = 25− 28 + 3− 3 = −3 et χ̂(∂P ) = 25− 28 = −3,

ainsi

Aire(P ) = 3 +
61
2

− (−3) +
(−3)

2
= 35.

11. Aire d’une union de polygones ǵenéralisés. Notons que (10.1) peutêtre utiliśee
pour calculer l’aire des unions de polygones géńeraliśes. Il suffira de faire la somme
des lacs dans chacun des continents et dans chacunes desı̂les pour le param̀etreL. La
signification des autres paramètres est́evidente.

Théorème 11.1.Soit P une union de polygones géńeralisés de ŕeseau. L’aire deP
peutêtre calcuĺee par la formule

(11.1) Aire(P ) = I +
B

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2
,

où I est le nombre de points intérieurs dansP , etB celui des points frontières sur le
périmètre deP . χ̂(P ) etχ̂(∂P ) sont calcuĺees̀a partir deV ,E, F etL.V est le nombre
de sommets des polygones composantsP , E celui des ĉotés des polygones composants
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P , F celui des ŕegions int́erieures deP , L celui des lacs dans les continents et lesı̂les
deP .

Démonstration.Chacun des 4 param̀etres est simplement sommé sur chaque polygone
géńeraliśe. �

FIG. 6 UNION DE POLYGONES ǴENÉRALISÉS

À la Figure 6 nous avons une union de polygones géńeraliśes avec un continent, une
ı̂le et deux lacs (un dans le continent et l’autre dans l’ı̂le). Sur le ŕeseau le moins fin, on
a I = 14,B = 80,V = 26,E = 30,F = 4 etL = 2, d’où

χ̂(P ) = 26− 30 + 4− 2 = −2 et χ̂(∂P ) = 26− 30 = −4,

et ainsi

Aire(P ) = 14 +
80
2

− (−2) +
(−4)

2
= 54.

Il existe une formule apparaissant dans un article de Varbeg[31] ainsi que dans
Journal fur mathematik[11] qui ressemblèa la formule (11.1) et qui permet de calculer
l’aire des unions de polygones géńeraliśes. Toutefois, on doit construire une triangu-
lation pourévaluer la caractéristique d’Euler utiliśee dans cette formule. On pourrait
toutefois la modifier comme nous avons procéd́e ici pour ne pas avoir recoursà une
triangulation.

On peut se d́ebarasser des caractéristiques d’Euler dans nos formules, il suffit d’uti-
liser les quantit́esI, B, V , E, F etL d’un polygone ǵeńeraliśe. On obtient

(11.2) Aire(P ) = I +
B − V + E

2
− F + L.

Une autre façon de récrire (11.1) sans les caractéristiques d’Euler est d’introduire
la fréquence associéeà un point frontìere. On remarque qu’une conséquence de notre
définition de polygone est qu’il y a toujours un nombre pair de segments quíemergent
d’un point frontìere. On d́efinit alors lafr équenced’un point frontìereb, not́ee freq(b),
commeétant le nombre de segments quiémergent de ce point frontière diviśe par deux.
Cela repŕesente le nombre de fois que le périmètre passe par ce point. Par exemple, les
points frontìeres des polygones simples sont de fréquence 1.

Théorème 11.2.Soit P une union de polygones géńeralisés de ŕeseau. L’aire deP
peutêtre calcuĺee par la formule

(11.3) Aire(P ) = I +
1
2

B∑

b=1

freq(b) − F + L,
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où I est le nombre de points intérieurs deP , B le nombre de points frontières sur le
périmètre deP , F le nombre de ŕegions int́erieures deP , etL le nombre de lacs dans
les continents et leŝıles deP .

Démonstration.On d́emontre le ŕesultat pour un polygone géńeraliśe et ensuite on
passèa l’union en sommant sur chacun des polygone géńeraliśe composant l’union. Il
suffit de d́emontrer que

B∑

b=1

freq(b) = B − V + E,

où V et E sont respectivement le nombre de sommets et de côtés de chacun des
polygones composantP . D’abord, remarquons qu’un polygone géńeraliśe est constitúe
d’un ou de plusieurs polygones non simples et qu’un polygonenon simple est constitué
de polygones simples liés par leurs sommets. Nous savons queE − V = 0 pour les
polygones simples et que la valeur deE − V augmente d’autant de fois que deux
sommets sont joints, carV ne compte qu’une seule fois chaque sommet. De sorte que

E − V =

B∑

b=1

freq(b) − B,

ce qui d́emontre le ŕesultat. �

Pour le polygone ǵeńeraliśe de la Figure 5, nous avons

B∑

b=1

freq(b) =
128
2

= 64

et donc

Aire(P ) = 3 +
64
2

− 3 + 3= 35.

Pour l’union de polygones géńeraliśes de la Figure 6, nous avons

B∑

b=1

freq(b) =
168
2

= 84

et donc

Aire(P ) = 14 +
84
2

− 4 + 2= 54.

Pour terminer, nous présentons une ḿethode du calcul de l’aire introduite en [23] et
qui s’apparentèa la ḿethode d’extrapolation de Richardson. Elle est basée essentielle-
ment sur le fait que les caractéristiqueŝχ(P ) et χ̂(∂P ) sont ind́ependantes du réseau.
Ainsi, en prenant deux mesures des paramètresI etB sur deux ŕeseaux diff́erents, par
exemple en utilisant un second réseau plus fin que le premier, on a

Aire(P ) = I0 +
B0

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2
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et

Aire(P ) =
1

m2

[
Im +

Bm

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2

]
.

Nous en d́eduisons alors

(11.4) Aire(P ) =
1

m2 − 1

[
(Im − I0) +

(Bm − B0)

2

]
.

Par exemple, en utilisant le réseau initial et le ŕeseau deux fois plus fin (m = 2) pour
l’union de polygones ǵeńeraliśes de la Figure 6, nous obtenons

I0 = 14 etB0 = 80,

Im = 134 etBm = 164,

d’où

Aire(P ) =
1
3

[
(134− 14) +

(164− 80)
2

]
= 54.

12. Conclusion. Nous avons fait le tour des idées publíees sur le th́eor̀eme de Pick.
D’abord, nous avons démontŕe le th́eor̀eme de Pick paŕetapes successives. Après,
nous avons proposé une ǵeńeralisation aux polygones géńeraliśes en modifiant la car-
act́eristique d’Euler d’un polygone. Les résultats ont́et́e finalement unifíes à la sec-
tion 11. Notons finalement que des géńeralisations de ce théor̀eme aux dimensions
suṕerieures̀a 2 pourraient̂etre exploŕees.
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CRSNG (Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie du Canada) via une
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English extended abstract.The area of a simple lattice polygonP is given by the
expression

Area(P ) = I +
B

2
− 1

whereI is the number of lattice points interior ofP , andB the number of lattice points
on the boundary ofP .

Let χ(P ) andχ(∂P ) be the Euler’s characteristics for a polygonP and its boundary
∂P defined from a triangulation ofP :

χ(P ) = V − E + F,

χ(∂P ) = V − E,

whereV is the number of vertices ofP , E the number of edge ofP , andF the number
of faces ofP . We obtain the following formula for the area of a non simple lattice
polygonP :

Area(P ) = I +
B

2
− χ(P ) +

χ(∂P )

2
.
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A generalized polygon is defined as polygon which contains others polygons in some
of its faces. The larger polygon is called acontinentand the polygons inside are called
the lakes.

For the area of a simple generalized lattice polygonP , a polygon for which the
continent and the lakes are simple polygons, we obtain the formula

Area(P ) = I + B/2− 1 +L,

whereL in the number of lakes in the faces ofP .
For more general polygons, we have to reconsider the Euler’scharacteristics and

obtain a new definition equivalent to the formulas

χ̂(P ) = V − E + F − L,

χ̂(∂P ) = V − E.

Then, it follows that the area of a generalized polygon, and also a sum of generalized
polygons, is given by

Area(P ) = I +
B

2
− χ̂(P ) +

χ̂(∂P )

2
.

Finally a formula is given which uses the degree of adjacencyof a lattice point
with respect to the polygon. A final remark concern a process which looks like the
Richardson extrapolation process.
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