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SUR LE THEOREME DE PICK
FRANCOIS DUBEAU ET SEBASTIEN LABBE

RESUME. Le theorme de Pick seét calculer I'aire de certains types de polygones,
ceux dont les sommets ont des coordeesentres dans le plan. D’abord, ce travail
rassemble les &ks qui onéte publéesa ce sujet au cours des darres @cennies.
Ensuite, il pesente uneé&éralisation du thoeme.

ABSTRACT. Pick’s theorem is used to compute the area of lattice paiggin our
work we present a survey of the ideas published on this subjeting the last
decennies. We add our own generalization of this theoremenr general lattice
polygons.

1. Introduction. Georg Alexander Pick eséra Vienne le 10 aiat 1859 et c’esh ce
méme endroit qu’il a obtenu, en 1880, son doctorat. Ses relsbstouchent diffrents
domaines des matimatiques entre autres I'analyse, kogetrie differentielle et la
topographie ¢onformal mapping C’est en 1899 que Pick publie sa formule dans
un article ayant pour titre « Geometrisches zur Zahlenbehi@ns la revu&eitsshriff

d. vereines ‘Lotosde Prague [19]. Pendantgs d'un demi-sicle, ce esultat resta
inconnu. C’est danMathematical Snapshof28] (aussi disponible en francais [29])
gue Hugo Steinhaus I'&ellement fait conritre sans nommer Pick dans le texte, mais
en ingrant la éference de son articke la bibliographie. Ainsi, c’est petre gacea

lui que I'on n’a pas oubé la vraie origine duésultat et que celui-ci porte le nom de
Pick aujourd’hui. Un fait inéressant de la vie de Georg Alexander Pick est qu'il fut
un bon ami d’Albert Einstein. L'article de Duane de Templg fgar exemple, nous
apprend que ces deux compagnons partageaientdegemgats musicaux. En 1942,
I'armée allemande occupa la ville de Praguélwivait. Il fut dépor€ dans le camp de
concentration de Theresienstadtibmourut le 26 juillet de la rame anie.

FIG. 1 UN PREMIER EXEMPLE

Recu le 19 mars 2004 et, sous fornédiditive, le ler septembre 2004.

(©Association matamatique du Qebec
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La formule de Pick est utilese pour calculer I'aire d’'un polygone deseau dans le
plan. Un polygone deéseau est un polygone dont les sommets ont des cogzdsnn
entieres dans un sy&mne d’axes fdefini. L'aire d’un tel polygoneP est alors donee
par la relation

(1.1) Aire(P) = I + g —1,

ou B est le nombre de points frobties et/ est le nombre de points I'intérieur du
polygone. On aura I'occasion de mieu&fihir ces termea la prochaine section.
A la Figure 1 par exempld, = 7, B = 16 et I'aire du polygone est alors

Aire(P) = 7+1—26 -1=14

Depuis les anges 1960, plusieurs articles ogté publés sur la formule de Pick.
On y trouve diverses preuves dweteme [2, 4, 5, 12, 13, 17, 21, 28, 29, 30] ou
d’équivalence avec d’autregsultats [6, 8, 9, 16], desgeralisationsa des polygones
[3, 10, 11, 25, 26, 27, 31] étdes éseaux [20, 24] plusareraux et @mea des espaces
a trois dimensions et plus [14, 22, 23, 26].

Le but de ce travail est de faire uneepentation codrente desasultats anciens et
nouveaux sur le sujet. En premier lieu, on introduit lefirdtions des termes utiks,
ensuite desasultats sur la@composition d’'un polygone en triangles soréganés et la
démonstration du #oeme de Pick suit. Finalement, on termine avec @éesiglisations
de la formule de Pick dans les derrgs sections selon les types de polygones.

2. Définitions. Cette section contient plusieurgfihitions et de€nonés de faits que
nous admettrons sanémhonstration.

Consicerons une suite de poin{s,; } , du plan telle que trois points cosutifs
soient toujours diffrents et jamais aliggs. Deux points successifs 1 et a; joints
entre eux forment Isegmentz;_1a;. La suite des segmen{s&;—1a;};_; forme une
ligne brisee Un polygoneest une ligne brise fernee, c’esta-dire telle quelg = a,,.
Les segments d’'un polygone peuvent se croiser, mais ne pEpae Se superposer.

Etant don® un polygone? repiésené par la suite de pointsy; }I* o, 'ensemble des
sommetsle P estJ, _;{a@;—1a;Na@;—1a;}, C'esta-dire 'ensemble des points de la suite
et des points d'intersection entre les segmentsc@d’un polygone est un segment
ou une partie de segment entre deux sommets. L'ensemblétissdt polygone est
sonpérimetre.

Un polygoneP délimite un certain nombre deegions connexea I'aide de son
péerimetre, ce sont les composantes connexes du cmpitaire deP. La région
connexe non boge ctlimitée parP est appdie saégion exérieure non borree Une
region connexe boée klimitée parP est appeterégion exerieure borreg outrou,
si toute ligne polygonale partant d’'un point de cetgion et se terminant dans la
région exérieure non boree croise le polygon® un nombre pair de fois. L'union de la
région exérieure non boree et deségions extrieures boraes forme Extérieur de P.
D’autre part une composante connexdéaitmiree parP est appederégion interieure,
si une ligne polygonale partant d’'un point de ceétgion et se terminant dans kegion



F. Dubeau et S. Lalih 149

exterieure non boree (ou toute &gion exérieure borae) croise le polygoné un
nombre impair de fois. L'union deggions inérieures forme Ihtérieur du polygone
P. L’aire d'un polygone est la somme des aires d&gans inérieures de celui-ci.

Deux tegions connexes d’un polygone sont digejacentessi elles ont au moins
un cdté en commun. Dans le cas contraire, elles sont dibesadjacentesNotons que
deux Egions inérieures, ou dewégions extrieures, ne peuvebtre adjacentes.

Un polygone est disimples’il n'y a pas d’intersection entre deux segments non
congcultifs, ainsi aucun des points de la suite quiééirdt ne s’y retrouve plus d’'une
fois, sauf les ext'rmittsag = a,,. Autrement, on le dihon simple

Un polygonequasi simpleest un polygone non simpleetimitant une seuleégion
intérieure dont au moins un sommet de la suite @firdssant estapete (sans tenir
compte du dernier point,, de la suite).

Notons qu’un polygone simple ou quasi simple gaksune seuleégion inkrieure.
Egalement, un polygone quasi simple pétrie vu comme un polygone simple duquel
on a enle@ un ou des polygones simples. Finalement, tout polygonesimple est
obtenua partir de polygones simples et quasi simple€setintre eux par un ou des
sommets.

A)

FIG. 2 EXEMPLES: POLYGONES A SIMPLE, B) NON SIMPLE ET Q QUASI
SIMPLE.

On appellediagonaled’un polygoneP un segment erirement contenu dans une
seule egion inérieure du polygone, qui relie deux sommets@et dont la seule
intersection du segment avec lerpmetre sont les deux sommets en question.

Si on peut ajouter des diagonales qui ne se croisent pasy$awfs extemites)a un
polygoneP jusqu’a ce que l'inérieur deP soit partitionre en triangles, on dit qu'on a
unedécomposition de” en triangles

Un réseauest cefini a partir d'une basé d’'un espace vectoriel et est 'ensemble
des pointsa coordoniges entres par rappo cette base choisie. Ici on utilise la base
canonique du plan; leéseau est alors I'ensemble des points du plaamordoniges
entieres par rappo#d la base canonique.

Un polygone de éseauest un polygone dont les sommets appartiennenéseau.
Un point frontiere d’'un polygone de@&seau est un point déseau sur le grimetre
d’un polygone. Urpoint intérieur d’'un polygone de &seau est un point déseala
I'int érieur d’un polygone.

Un triangle est dielementaires’il est un polygone simple d&seau n’ayant aucun
point interieur et trois points frorgéres. Undriangulation est une partition d’'un poly-
gone de @éseau en triangleslementaires. SR est une egiona trianguler, on notera
souvent pa’ une triangulation de?.
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3. Triangulation. Il existe plus d'une preuve du &oeme de Pick [2, 4, 5, 12, 13,
17, 21, 28, 29, 30]. Celle psenge ici s'inspire de [5] et [13]. Nous avons simdifia
demonstration en isolant les déffents esultats en lemmes que I'on retrouve dans cette
section.

On accepte la proposition suivante saamonstration. On peut retrouver &sultat
dans [15] ou [18] par exemple.

Lemme 3.1. Tout polygone simpl® an sommets pogsle au moins unestomposition
en (n — 2) triangles dont 'ensemble des sommets des triangles dédardposition
sont les sommets de.

On obtient alors imradiatement leé@sultat suivant.

Lemme 3.2. Dans un polygone simpl®2 a n sommets la somme des angles internes
est(n — 2)m.

Un resultat important pour la suite concerne la posséidibbtenir une triangulation
d’un polygone.

Lemme 3.3. Tout polygone simple deeseaua n sommets pogsle au moins une
triangulation.

Déemonstration.ll s’agit de cevelopper une maére de diviser un polygone simple de
réeseau de sorte que I'on aitla fin que des trianglédéementaires. En vertu du Lemme
3.1, il existe une dcomposition de” en (n — 2) triangles. Il reste doné& montrer
que, quel que soit le triangle déseau, il est possible d’en faire une triangulation.
L'algorithme est le suivant :

1) tant qu'il reste des points iatieurs :
a) choisir un point irérieur,
b) le relier aux trois autres sommets du triangle dans leifjsel trouve (par
congquent, il y a deux triangles de plus dans la triangulation) ;

2) tant qu'il reste des points frogties :
a) choisir un point fronére,
b) le relier aux sommets oppasau 6té de chacun des triangles sur lesquels il
se trouve (ainsi, il y a un (ou deux) triangle(s) de plus dangangulation).
Comme un triangle deeseau possle un nombre fini de points froates et de points
intérieurs éventuellement tous les triangles sereidmentaires. [

Notons qu'’il est possible d’obtenir degsultatsequivalents au lemmes 3.1 et 3.3
pour un polygone non simple.

Le lemme suivant est la base du #o®eme de Pick. Il est idéressant de remarquer
comment le @sultat s’appuie sur deséds tes simples.

Lemme 3.4. Soit un polygone simple déseauP contenantB points fronteres dont
V' sommets ef points inérieurs. Quelle que soit la triangulation d&, elle contiendra
toujours

(3.1) N=2[+B-2

trianglesélementaires.
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Démonstration.Notons prengrement que le$B + I) points sont les sommets des
triangleséléementaires et qu’ainsi toute triangulation Bepos®ede(B + I) sommets.
Calculons de deux facons diffentes la somme des angles internes de tous les triangles
elémentaires composant une triangulation quelconque. Bu der Lemme 3.2, la
contribution desl’ sommets sera déV — 2)r. Celle des(B — V') autres points
frontiéres sera deB — V'), car ce sont des angles plats. Finalement, celld gesnts
intérieurs sera delzr, car ce sont des angles pleins. Supposons qu'ily @iangles
elementaires, la somme des trois deras contributions devigtreégalea N«. D'ou,

Nr=(V -=2)r+(B-V)r+2nr
N=2I+B—-2. O

Lemme 3.5. [16] Soit un polygone simple déseauP triangulé posgdantE arétes
entre deux points deeseau N trianglesélementaires eB points fronteres. Alors, on
a la relation suivante

(3.2) 2F = 3N + B.

Démonstration.Chacun degV triangles possde 3 étés. Ainsi, 3V compte deux fois
le nombre d’agtes internes, car celles-ci appartiennardeux triangles, mais une
seule fois le nombre d’'ates sur la fronére qui sont du lme nombre que les points
frontieres. O

4. Aire d’'un polygone simple : le theoreme de Pick. Pour tebuter cette section nous
admettrons leésultat suivant.

Lemme 4.1. Un triangle de sommet®(0,0), A(z1,y1) et B(x2,32) a une aire de
|z1y2 — T231|/2.

On cemontre alors le prochaigsultat.
Lemme 4.2. [5, 13] L'aire d’un triangle élementaire es%.

Démonstration.Soit 77 un triangleélémentaire arbitraire. Supposons, sans perte de
gereralite, que ses sommets sdlt0), (a,b) et(c, d). Puisqu'il s’agit d’'un polygone

de eseaug, b, c etd € Z. Ainsi |ad — be| € N. De plus, par hypotsead # be, d’ou

lad — be| € N* et alors|jad — be| > 1. Donc

|ad — bc|

. 1
= Aire(T1) > —=.
5 ire( 1)_2

Etant don@ queT; est arbitraire, on a commesultat interradiaire que I'aire de
n'importe quel triangle&lémentaire est s@pieure olegalea % Supposons maintenant
qgueT; estinclu dans un cagrdont les 6tés, de longueut, sont parakles au sygtme
d’axe. Choisissons deux sommets du triangle et relionsdiesacon perpendiculaire
aux dtés du ca®, a deux points fronéires de celui-ci dans la direction oppesau
triangle bien &r. On a donc un trianglélementaire et deux polygones que I'on sait
triangulables. Il existe donc une triangulation contedartiangleT; et, en vertu du
Lemme 3.4,



152 Sur le théoreme de Pick

N=2[+B-2
=2(n—1)2%+4n—2
= (2n®—4n+2)+4n -2
= 2n2.

L'aire du cargé est bien 8r n°. Ainsi, pour une triangulation du cérrfaite par les

trianglesélementaired, 1, ..., 15,2, 0n a
1 2n? 2n? 1 1 1
: _ 2 . , 2 L2 2 4y 4
> < Aire(T1) =n” — ;_2 Aire(T;) <n ;_2 5 =N (n 2) =5

D'ou le resultat. O

La preuve du thoeme de Pick qui suit est courétant doni qu’elle cecoule des
résultats pecedents.

Theoreme 4.3.(Théoreme de Pickpoit P un polygone simple de&seau possdant/
points inerieurs etB points fronteres. Alors,

(4.1) Aire(P) = I + g _1

Démonstration.En vertu du Lemme 3.4 posde(2] + B —2) triangleslementaires.
Or le Lemme 4.2 assure que chaque triarg@enentaire a une aire (%Ainsi,

Aire(P) = (Aire d'un triangleélementairg - (Nombre de triangleglementaires
1

B
=7+—= -1 O
2

5. Caractéristigues d’Euler. En 1967, un des premiers articles sur kedfeme de Pick
depuis Hugo Steinhaus [28, 29]éd publé dansAmerican Mathematical Monthly
Effectivement, Niven et Zuckerman [17] trouvaient que éandnstration du #oeme
de Pick faite par Steinha@ait trop beve et, dans le but de faire cofime cetélegant
résultat, ils ont construit une nouvelle argumentation mlampkte, mais longue.
Un fait interessanti remarquer dans cet article est qu'il n'est jamais fait moent
du theoeme de Pick. De @me pour les articles de J. E. Reeve [22, 23] parus en
1957 et 1959. Il faudra attendre la parutionldgoduction to Geometrge H. S. M.
Coxeter [4], en 1969, et dagenuity in Mathematicde R. Honsberger [13], en 1970,
pour clairement voir le nom de Pick asseaila formule (1.1). La dergre partie de
leur article porte sur lesggéralisations : .. Theorem 4 [Pick] does not generalize to
polygons that are not simple. In fact, the formula for thesaigeenot correct at a common
verteX. Malheureusement pour eux, ils se trompaient, il exiseefagon de modifier la
formule de Pick pour trouver 'aire de polygones non simplestte nouvelle formule
apparé dans quelques articles [11, 26], mais seul celui de Radenf25] contient
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une cemonstration. Cette formule utilise les cagtdtiques d’Euler [1, 7] que nous
abordons dans cette section.

On cefinit et calcule lesaracéristiques d’Eulerd’un polygoneP et de son primetre
0P, que 'on notex(P) etx(0P), de la fagon suivante :

(5.1) X(P)=V' —FE +F,
(52) X(0P) =V'|gp — E'lop

ouV’, E’ et F' sont respectivement le nombre de sommetsgtéaret de faces baas
d’'une triangulation deP, et al V'|5p et E’'|sp désignent le nombre de sommets et
d’'arétes de la triangulation sur l&€pmetred P de P.

Or, lorsque I'objet est un polygone, il n’est pascessaire d’avoir une triangulation
de I'objet pour en calculer la cara&eistique d’Euler. Il suffit de la calculér partir des
sommets, otés et faces&ja presents, dona partir du @rimetre du polygone. C’est ce
que nous assure la proposition suivante.

Théoreme 5.1. Soit P un polygone. Alors on peut calculgf P) ety (0P) a partir des
nombres de sommels, cotés E et régions inérieuresF du polygoneP de la facon
suivante :

(5.3) X(P)=V —E+F,
(5.4) X(0P) =V — E.

Démonstration.Partons d’une triangulation d8. Commencons par retirer lesées
situeesa l'intérieur du polygone de telle sorte que I'ensemble deteaet sommets reste
connecé en tout instant auguimetre (il suffit de proédera l'inverse de la proedure
de triangulation obtenua l'aide des lemmes 3.1 et 3.3). Deux cas sespnteront.
Utilisons l'indice Zro pour symboliser la situation initiale.

Cas 1. Les deux sommets resteroneaga suppression de I&te, car au moins une
autre aéte s'y termine, ainsi

V=W
E=FE -1
F=F -1
Cas 2. Un des deux sommets ekininé par la suppression de I&e, alors
V=Ww-1
E=E-1
F = Fp.

Dans les deux cas, la valeur §éP) = V — E + F n’est pas modiée. Il ne reste
plus quaéliminer les sommets sur letés du polygone. En les enlevant un paran,
chaquettape on a

V=1-1
E=Fy-1

F = Iy,
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de sorte que ny(P) =V — E+ F, nix(0P) =V — E ne s’en trouvent cha@g. On
conclut que les valeurs des cakxigtiques d’Euler d'un polygone né&pendent pas de
la triangulation de celui-ci, mais seulement de la natursateierimetre. [

Théoreme 5.2. Soit P un polygone pogiantT trous dans sonégrimetre. Alors,

(5.5) X(P)=1-T.

Démonstration.Un polygone peugtre definicommestant plusieurs polygones simples
et quasi simples rdis par leur primetre. Or, un polygone quasi simple est un polygone
simple duquel on a reirun ou des polygones simples. Notons qu’on peut recorsstruir
un polygone de facorésjuentielle en ajoutant ou retranchant un polygone siitde
fois. Pro@dons donc paécurrence sur le nombre de polygones simples.

Pour un polygond” simple, comme les sommets et |légé&s sont du i@me nombre
et qu’une seule face estgsente, nous avons

X(P)=V-—E+F=1=1-0=1-T.

De facon @rérale, supposons que est un polygone pour lequel la relatignP) =
Vp— Ep+Fp = 1—Tp est\erifiee. Ajoutons un polygone simpigau polygone” en
connectant sommets de 'u@n sommets de l'autre. Ainsi, deux cas sont possibles.
Cas 1. Le polygone simpl@ est un(T" + 1)-ieme trou dans legimeétre deP. Le

nombre de&gions inérieurest’ se verra augmenter de — 1). Ainsi

VPUQ =Vp+ VQ —n,

Epug = Ep + Eq,

FPUQ :Fp+(n—1) :FP+FQ+’I’L—2,

TPUQ =Tp+1
Donc, on a

X(PUQ) =Vpug — Epuq *+ Frug
= (Vp+Vg—n)— (Ep+EQ)+(Fp+Fg+n—2)
=x(P)+x(Q) —n+n—2

:(1—Tp)+1—2
:1—(Tp+1)

Cas 2. Le polygone simpl@ est une nouvelleagion inérieure du polygon®. Cela
ajoute(n — 1) trous entre les sommets connegs. Ainsi
Vrug = Vp + Vg —n,
Epug = Ep + Eq,
Fpuq = Fp + Fg,
Tpug =Tp+(n—1).
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Donc, on a
X(PUQ) = Vpug — Epug + Frug
= (Vp+Vq —n) — (Ep+Eq)+(Fp+Fp)
= X(P)+x(Q) —n

:(1—Tp)+1—n
:1—(Tp+n—1)

La formule est donc érifiee dans tous les cas. Dans le premier, un trou estégjetit
dans le deuxime(n — 1) trous sont ajods. [J

6. Aire d’un polygone non simple. Il existe une fagon de modifier la formule de Pick
pour trouver I'aire de polygones non simples en utilisagstdaradtristiques d’Euler.

Théeoreme 6.1.[25] Soit P un polygone de&seau possdant/ points inerieurs etB
points fronteres. Alors I'aire deP est obtenue par la formule

L Xx(9P)

(6.1) Aire(P) = T+ 2 _ \(p) 4

2

Démonstration.On construit une triangulatioR’ de P. Ensuite, on &e le doubleD
de P’ en collant la frontere deP’ a une copie d’elle-i@me et en gonflant l'igrieur.
L'objet D est donc urétrange ballon avec des faces triangulaires. Boif; et F; le
nombre de sommets, d&tes et de faces de I'objét= P ou D. Posons

(62) X(D) =Vp—Ep+Fp.

Alors

(6.3) x(D) = (2Vp = Vlgp') — (2Ep — Elopr) + 2Fps
(6.4) =2(Vpr — Ep + Fpr) — (V]op — Elopr)
(6.5) = 2x(P") — x(0P")

(6.6) = 2x(P) — x(0P).

De plus, on a les relations

(6.7) Vp=2I+B,
(6.9) Fp = 2Fpr,
et

. Fpi
(6.10) Aire(P) = é’ .

De (6.2), on tire
Fp = X(D) — VD+ED,
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et de (6.6)
Fp :ZX(P)—X(aP)—VD+ED.

Puis, de (6.7) et (6.8)
Fp = 2((P) ~ (OP) ~ (21 + B) + > Fp,

et alors P
71’ = 2I'+ B — 2y(P) + x(8P).

On obtient alors legsultata I'aide de (6.10) et (6.9). O
-y -

FiG. 3 POLYGONE NON SIMPLE

La Figure 3 illustre un polygone non simple. En effet, il essgible de parcourir
son gerimetre en passant une et une seule fois sur chadj@@eet en revenant au point
de cepart. Notons que ce polygone contient trois trous. On t&les points ingrieurs
et frontieres aiément :/ = 11 et B = 39. Calculons maintenant les caistiques
d’Euler sans faire de triangulation. On trouVe= 27, F = 39, F = 10 etT = 3.
Ainsi x(P) = —2,x(0P) = —12, et en utilisant (6.1) on trouve

: 39 —-12 53
Aire(P) =11 +7 —(-2)+ - =5
7. Polygone @réralise. Souventdans les articles sur l@tdeme de Pick, il est sugee
de \erifier laformule pour des polygones pligraux, entre autres pour des polygones
contenant d’autres polygones. La preuve de cette simpheuier appar dans [27].
Avant d’'aborder celle-ci, voici quelquegfinitions pour les polygonesgeraliss qui
utilisent le vocabulaire de lagpgraphie.
On dit que plusieurs polygones dans le plan formenpaiggone @néralisé si

1) iln'y aaucuneintersection (I'intersection de sommetsi@e intersection) entre
polygones distincts ;

2) il existe un polygone, uaontinent, qui contient tous les autres polygones dans
son ingerieur (on nommera ces autres polygonesides) ;

3) aucun des polygones le composant nelintérieur de plus d’'un polygone.

Lorsque tous les polygones sont simples, on dira qu’onglygone @néralisé simple

On cefinit alors lepérimetre d'un polygone @rérali€ commeétant l'union des
perimetres de tous les polygones le composant ou comme la riverdinent et celle
de tous ses lacs.
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L’ intérieur d’'un polygone @réralis est la egion qui peuétre acédeea partir de
I'extérieur du continent par un nombre impair de croisement&dmptre du polygone.

En fait, c’est la partie commuregel'intérieur du continent et I'extérieur des lacs. De
méme, lexterieur d’un polygone @rérali€ est compasde I'exérieur du continent et
de l'intérieur des lacs.

Plusieurs polygoneségeérali€s dans le plan forment ungénion de polygones
géenréralises si chacun est sitidans I'exérieur des autres. Sa&gion intrieure et
sonpérimetresont I'union respectivement desgions inérieures et desgsimetres de
chacun des polygone®rerali€s la composant. On peut ainsi dire qu’une union de
polygones grerali€s permet la @sence d’autresontinentset d'flesdans les lacs.

On cefinit I'aire d’'un polygone @rérali€ P commeétant la somme des aires de ses
regions inérieures de”, autrement dit c’est la surface de la terre ferme. Bemal'aire
d’une union de polygonesgerali€s est la somme des aires de chacun des polygones
gérérali$s qui la composent.

On admet qu'il est possible d’obtenir uneabmposition d’'un polygoneégéralig
en triangles en adaptant l&monstration du Lemme 3.1 et ensuite d’obtenir une
triangulation comme au Lemme 3.3.

8. Aire d'un polygone genéralisé simple. Le premier ésultat concernant laggerali-
sation de la formule de Pick pour des polygones pir&gaux compass de polygones
simples peut €crire sans utiliser explicitement les caitttiques d’Euler.

Théeoreme 8.1.[27] L'aire d’un polygone @réralise simple de&seauP contenantl,
lacs est

(8.1) Aire(P)=1+B/2—-1+L,

ou I est le nombre de points itieurs etB celui des points fronéires du polygone
géreralisé simple.
Démonstration.Soit Ag I'aire du continent (ce qui comprend les lacs)4gtl'aire du

l-ieme lac. Soitl; le nombre de points igtieurs etB; le nombre de points frordres
dul-ieme lac. Alors

L
Aire(P) = Ag— > Ay
=1

L
= o+ 22— 1) =+ 2 1)

2 — 2
L L B L
= (I"'Z(IHBl))+—0—1—Z(Il+—l)+21
-1 -1 -1
L
:I+&+Z%—1+L

B
:I+E—1+L D
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FIG. 4 POLYGONE GENERALISE SIMPLE.

A la Figure 4, trois lacs sont dans un continent et I'aire detfion grise peuétre
calcuke en utilisant (8.1). On A= 41,B = 40 etL = 3, ainsi

. 40
Aire(P) =41+ —1+3=63

9. Caractéristiques d’Euler revisitées.Pour un polygone grérali€ les formules
(5.1) et (5.3) ne cmcident pasA partir d’'une triangulation et en prédant selon

la démonstration du Téoeme 5.1, il est aise de voir, qu'un moment doriy on
déconnectera lesgpimetres de deux polygones (un continent et un lac ou bien deux
lacs d'une néme face). Dans ce cas, en enlevant uatedF devientEy— 1), le nombre

de sommets reste inchan@’ = 1p) ainsi que le nombre de facd$& Fp). Alors la
valeur dey(P) augmente de 1. Elle augmentera dedhaque fois qu’on&tonnectera
une partie du primetre en enlevant une&te. Pour reradiera cet effet et garder une
valeur constante pour la caragstique, on consigte plubt la caracdtristique

F/
(9.1) X(P)=V'—E+> (2-Cy),
f=1

ou Cy estle nombre de composantes connexesalumgtre de la facef. On conserve
inchange toutefois la caragtistique du primetre en posang(0P) = x(90P). Notons
que pour une triangulation om@P) = x(P), car pour chaque triangle; = 1 et ainsi

F’ F’
(9.2) dY2-cHp=> (1)=r".
f=1 f=1

Théoréme 9.1. SoitP un polygone gréralisé. Alors on peut calculey(P) etx(9P) a
partir des nombres de sommétscotesF, régions inérieuresk’ et lacsL du polygone
géreralisé P de la fagon suivante :

(9.3) P)=V-E+F—1,
(9.4) R(0P)=V - E.

Démonstration.Comme au Thoeme 5.1, partons d’une triangulation feet élimi-
nons les a&tes et sommets séga l'intérieur du polygoneg@rérali€ en ne éconnectant
jamais le @rimetre (de la triangulation). Ainsi (9.1) reste valideaetaleur constante,
car elle est essentiellement identicai€5.1) puisque dans ce cas-2Cy = 1 pour
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chaque face. Ensuit@, chaque fois qu’'on eaVera une dte, le nombre de sommets
V et le nombre de facé’ restent inchangs et un lac est ée. Ainsi la valeur de la
caracéristique reste constante selon la formule (9.3])

Notons que pour un polygoneeerali€ simple ayant lacs, on aurd” = F et
F = 1. Ainsi,
X(P)=V-—FE+F—-L=1-1,
X(0P)=V —-E=0
et (8.1) peut seéécrire sous une forme semblabl€6.1)
X(0P)

(9.5) Aire(P) = I+ g —sp)+ N

C’est cette formule que nougreraliserons par la suite.
Sion observe que les trous d’un polygoiegrali€ sont en fait les trous du continent
et les faces des lacs, on obtier@duivalent du TBoeme 5.2 pouf(P).

Theoreme 9.2. Soit P un polygone gréralisé constit@ d’un continent ayarif trous
et deL lacs ayant chacurk; faces etl; trous ( = 1,..., L). Alors les nombres de
facesF'p et de trousl'p de P sont

L
(9.6) Fp=Fqo+ ZTl,

=1

L
(97) Tp=1T¢c + Z ﬂ

=1
etona
(9.8) R(P)=1—Tp.

Démonstration.On utilise (5.3) et (5.5) pour le continent et chacun des laicsi on a
Vo —Ec+Fo=1-1Tg,
etpourl=1,...,L
Vi-E+F=1-1,.
Mais
L
Ve =Vo+> Vi,

=1
L

Ep=Ec+ ZEh
=1

L
Fp=Fg+)Y T,

=1

L
Tp=Tc+) F,

=1
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d’ou
X\(P):VP—EP+FP—L

L L L
:(VC“‘ZVJ)—(EC"‘ZEZ)“‘(FC"‘ZTZ)—
=1 =1

L
=(Vo—Ec+Fo)+Y (Vi-E+T)—L
=1

™=

=1-Tc)+) (1-F)-L

N
I
N

™=

=1-(Tc+) F)

=

=

=1-Tp.
De I3, le esultat. O

10. Aire d’'un polygone ¢enéralisé. La formule (9.5) esegalement valide pour les
polygones gréeralises.

Théoreme 10.1.Soit P un polygone gréralise de eseau. L'aire deP peut étre
calcuke par la formule

. B
(10.1) Aire(P) =1+ >~ X(P)+
ou I est le nombre de points irieurs dansP, et B celui des points fronéires sur
le périmeétre deP. Y (P) et x(0P) sont calcuéesa partirdeV, E, F et L. V est le
nombre de sommets des polygones compodanis celui des 6étés des polygones
composant$’, F' celui des egions inérieures deP, L celui des lacs dans le continent
deP.

Démonstration.PourL = 0, (10.1) estidentiqué (6.1). Supposons que c’est vrai pour
un polygone @rérali€ P a L lacs et montrons que c’est encore vrai si on ajoute un
(L +1)-ieme lac) pour former le polygoneg&erali€ R. On a

Aire(R) = Aire(P) — Aire(Q)
= (1o + B2 )+ M) (1 + B2 5+ MO

2 2 2 2
— (In %) (VP;VQ—EP;EQ+FP>+X(Q)+L
= (IR'*'%) - (%—E—;"‘FP) +X(Q) + L.
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Si Q posedeTy trous dans songimetre, alors cedy régions seront consiees
intérieures pour le polygoneegeralis R. Or, on sait quéd(Q) = 1 — Tp. On pourra
donc ajouter cedy régionsa Fp pour former ainsi leFr = (Fp + 1) régions
intérieures qui contribuero@t!’aire deR. Alors

Aire(R) = (IR + @> - (VR En

2 2 2
Br (VR Eg
=I5 (G T - (Le)
Br . X(OR)
g + — —
Ir+— X(R) >

La formule est doncérifiee pour(L + 1) lacs. Ce qui @montre le ésultat dans tous
les cas.

AN

Snid

FIG. 5 POLYGONE GENERALISE.

A la Figure 5 nous avons un polygonéngrali€ pour lequell = 3, B = 61,
V=25FE=28,F=3,L=3etT =4.Alors

(P)=25-28+3-3=-3 et x(OP)=25-28= -3,

ainsi

Aire(P) =3+ 5~ (=3)+
11. Aire d’'une union de polygones gnéralisés. Notons que (10.1) peétre utilie
pour calculer I'aire des unions de polygonéswgrali€s. |l suffira de faire la somme
des lacs dans chacun des continents et dans chacuniéssdesur le paragtre L. La
signification des autres paratres esévidente.

Théoreme 11.1.Soit P une union de polygonesgeralisés de eseau. L'aire deP
peutétre calcuée par la formule

(11.1) Aire(P) = I + g _(P)+

ou I est le nombre de points itieurs dansP, et B celui des points fronéires sur le
périmetre deP. X (P) ety (0P) sontcalcuéesa partirdeV, E, F' etL.V estle nombre
de sommets des polygones composEnts celui des 6tés des polygones composants
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P, F celui des egions inérieures deP, L celui des lacs dans les continents etiles
deP.

Démonstration.Chacun des 4 paragtres est simplement sonérsur chaque polygone
gérerali. O

FIG. 6 UNION DE POLYGONES GENERALISES

A la Figure 6 nous avons une union de polygonesgalis avec un continent, une
ile et deux lacs (un dans le continent et I'autre daites)l’Sur le eseau le moins fin, on
al =14,B=80,V =26,E =30,F =4etL =2,dou

P)=26-30+4—2=-2 et R(OP)=26—30=—4,

et ainsi
Aire(P) = 14 +8—20 —(=2)+ (_24)

Il existe une formule apparaissant dans un article de VafBgpainsi que dans
Journal fur mathematikL1] qui ressemble la formule (11.1) et qui permet de calculer
I'aire des unions de polygone&rgrali®s. Toutefois, on doit construire une triangu-
lation pourévaluer la caraétistique d’Euler utilige dans cette formule. On pourrait
toutefois la modifier comme nous avons gde ici pour ne pas avoir recoussune
triangulation.

On peut se dbarasser des caradstiques d’Euler dans nos formules, il suffit d’uti-
liser les quantési, B, V, E, F et L d’'un polygone @rérali€. On obtient

(11.2) Aire(P) =1+ w —F+L.

Une autre facon deecrire (11.1) sans les caradstiques d’Euler est d'introduire
la frequence assa@@a un point frontere. On remarque qu’une c@tglence de notre
définition de polygone est qu'il y a toujours un nombre pair egrsents quémergent
d’un point frontere. On @finit alors lafréquenced’un point frontereb, no€e fredb),
commeeétant le nombre de segments gaiergent de ce point frogtie divi€ par deux.
Cela repesente le nombre de fois que lerppmetre passe par ce point. Par exemple, les

points fronteres des polygones simples sont dmjfrence 1.

=54

Théoreme 11.2.Soit P une union de polygonesgeralises de eéseau. L'aire deP
peutétre calcuée par la formule

B
. 1
(11.3) Aire(P) = I+ ; freq(b) — F + L,
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ou I est le nombre de points irtieurs deP, B le nombre de points frordres sur le
perimetre deP, F' le nombre de&gions inérieures deP, et L le nombre de lacs dans
les continents et |edes deP.

Démonstration.On demontre le eésultat pour un polygoneégéerali€ et ensuite on
passe I'union en sommant sur chacun des polygoaeegalise composant I'union. I
suffit de demontrer que

B
) freq(t) =B -V +E,
b=1

ou V et E sont respectivement le nombre de sommets etdatescde chacun des
polygones composaiit. D’abord, remargquons qu’un polygonérgrali€ est constité

d’un ou de plusieurs polygones non simples et qu’un polygmmesimple est constiéu

de polygones simplesés par leurs sommets. Nous savons gue V' = 0 pour les
polygones simples et que la valeur de— V' augmente d’autant de fois que deux
sommets sont joints, c&f ne compte qu’une seule fois chaque sommet. De sorte que

B
E—V =) freqb) — B,
=1

ce qui cemontre le gsultat. [

Pour le polygone gréralis de la Figure 5, nous avons

B
> freq(b) = %3 — 64
=1

et donc

Aire(P) :3+%4—3+3:35.

Pour I'union de polygonesageraliss de la Figure 6, nous avons

B
> freq(b) = 1—(238 =84
=1

et donc 84
Aire(P) =14 +— —4+2=54

Pour terminer, nous psentons une a@thode du calcul de I'aire introduite en [23] et
qui s’apparent@ la nethode d’extrapolation de Richardson. Elle eséleasssentielle-
ment sur le fait que les car&eistiquesy(P) et x(0P) sont incependantes dieseau.
Ainsi, en prenant deux mesures des paraas/ et B sur deux eseaux diferents, par
exemple en utilisant un secongseau plus fin que le premier, on a

X(9P)
2

. B
Aire(P) = Io + 70 —X(P) +
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et

Aire(P) = mi [Im + B—zm —{(P) +

Nous en @duisons alors
114 Aire(P) = ——
(11.4) re(P) = —

Par exemple, en utilisant Iéseau initial et legdseau deux fois plus fim{ = 2) pour
I'union de polygones grérali€s de la Figure 6, nous obtenons

Io = 14 etBy = 80,
I, = 134 etB,, = 164,

d’'ou
. 1 164—- 80
Aire(P) = =|(134—14) + (164-80)

3 2
12. Conclusion. Nous avons fait le tour deséeés pubkes sur le thoreme de Pick.
D’abord, nous avonséamontgé le treoeme de Pick paétapes successives. Ay
nous avons prop@sune @réralisation aux polygonesgeérali€s en modifiant la car-
acéristique d’Euler d’'un polygone. Legsultats ongte finalement unifsa la sec-
tion 11. Notons finalement que deérgralisations de ce #oeme aux dimensions

superieuresa 2 pourraienétre exploees.

=54
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English extended abstract. The area of a simple lattice polygadn is given by the
expression

B
Area(P):I+§—1

wherel is the number of lattice points interior éf, and B the number of lattice points
on the boundary of.

Let x(P) andx(0P) be the Euler’s characteristics for a polygBrand its boundary
0P defined from a triangulation of :

X(P):V_E+F>
x(0OP)=V — E,

whereV is the number of vertices d?, E the number of edge d?, andF' the number
of faces of P. We obtain the following formula for the area of a non simpéite
polygonP:

x(0P)

B
Area(P):I+E—X(P)+ >
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A generalized polygon is defined as polygon which contaihemstpolygons in some
of its faces. The larger polygon is called¢@ntinentand the polygons inside are called
thelakes

For the area of a simple generalized lattice polydgna polygon for which the
continent and the lakes are simple polygons, we obtain timatfta

Area(P)=I+B/2—1+L,

whereL in the number of lakes in the faces Bf
For more general polygons, we have to reconsider the Eulbdsacteristics and
obtain a new definition equivalent to the formulas

(P)=V -—E+F—1,
R(0P) =V — E.

Then, it follows that the area of a generalized polygon, dad a sum of generalized
polygons, is given by

B X(OP
AreaP) =1+ —X(P)+ X9 ).
2 2
Finally a formula is given which uses the degree of adjacesfcy lattice point
with respect to the polygon. A final remark concern a procesghvlooks like the
Richardson extrapolation process.
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