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SUR LES SOLUTIONS PRESQU'AUTOMORPHES 
D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ABSTRAITES 

Gaston Mandata N’Guérékata 

Introduction 

Soit 1 ‘équation différentielle 

x’ 0) = f(t,xW) 9 -00 < t < 03 . 

Il est bien connu que l’existence d’une solution asymptotiquement presque périodi- 

que sur 0 I t < 00 entraîne celle d’une solution presque périodique sur -00 < t < CO 

(voir par exemple C21, Théorème 9.2), l’équation étant considérée dans IRI’ . Nous 

démontrons ici un résultat analogue dans un espace de Banach X muni de la norme 

IleI] pour les solutions presqu’automorphes (p.a.) . 

Rappelons qu’une fonction continue , x(t) : IR -t X , est dite p.a. si, 

pour toute suite réelle (si);-1 , il existe une sous-suite (sn)i-l telle que: 

(i) lim x(t t sn) = y(t) pour chaque t E IR . 
n- 

(ii) lim y(t - 
n- ‘n) = x(t) pour chaque tdR. 

Cette notion fut introduite par S. Bochner Cl] pour les fonctions numériques et gé- 

néralisées pour les fonctions à valeurs dans un espace de Banach dans [SI. 

l’étendons ici (Définition 1) pour les fonctions définies sur IRXX et à valeurs 

dans X . 



Nous commençons d’abord par un exposé de résultats simples sur les fonc- 

tions que nous appelons ti ymp~a&LquemenX ptrh5qdatimutrphc4. En fait, cette notion 

généralise de façon très naturelle celle de fonctions dites asymptotiquement pres- 

que périodiques, présentée par M. Fréchet dans son important mémoire [31 (voir aussi 

C21 pour des développements plus récents) . 

1. Préliminaires 

DÉFINITION 1. Une fonction continue f(t,x) : IR x X -+ X est dite pres- 

qu’automorphe (p.a.) en t pour chaque x E X si, pour toute suite réelle (9):-l, 

CO 

il existe une sous-suite (s ) n n=l telle que: 

(i) lim f(t t sn,x) = g(t,x) existe pour chaque t4R etchaque XEX. 
n- 

(ii) lim g(t - s n’x) = f (t ,x) pour chaque t E IR et chaque x E X . 
n- 

REMARQUE 1. a) La convergence dans (i) n’est pas nécessairement uniforme 

par rapport à t , ce qui marque la différence avec la presque périodicité. 

b) Il est évident que si fl(t,x) , f2(t,x) sont p.a. en t pour chaque 

XE x, alors les fonctions fl(t,x) t f2(t,x) et Xfl(t,x) (A E C ou R) le 

sont aussi. 

Nous démontrons le 

LEMME 1. Si f(Lx> est p.a. en t pour chaque x E X , alors 

sup Ilf(Lx) II y 
-co<tccQ 

pour chaque x E X . 

DÉMONSTRATION. Supposons par contradiction que, pour un certain x0 E X , on a: 

sup IlfCLxo~II = Oo l  

-CO< t c m  
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Il existe alors une suite réelle (sn)xzl telle que fy&)l -+m quand n-t? 

est p.a. en t pour chaque x 9 on peut extraire une sous-suite 

(‘n); 1 = de (sn)nzl telle que: 

c-n f(s,,x*) = guLxo) 9 
nw 

ce qui est impossible. Le lemme est démontré. 

Nous avons aussi le lemme suivant dont nous omettons la démonstration car 

elle est évidente: 

LEMME 2. Si f(t,x) est p.a. en t pour chaque x , alors la fonction 

g(Lx> obtenue dans la Définition 1 vérifie aussi: 

pour chaque 

sup IIg(t,x)ll < Oo 
-m<t<m 

xcx. 

Nous avons ensuite le 

LEMME 3. Si f(t,x) est p.a. en t pour chaque x , et si de plus, elle 

satisfait une condition de Lipschitz en x uniformément en t , alors gLx> sa- 

tisfait aussi la même condition de Lipschitz en x uniformément en t . 

DÉMONSTRATION. Soit L > 0 telle que, pour chaque x,y E X , on a: 

Ilf(Lx) - f(t,y)ll 5 Lllx - Yll 

uniformément en t . Nous voulons que la même inégalité soit vérifiée par la fonc- 

tion g(t,x) ; soit t E R quelconque et E>O. Alors, d’une suite réelle arbi- 

traire (s$;-~ , 
CO 

nous pouvons extraire une sous-suite (s ) n n=l telle que: 

IWJ) - f(t t Sn,Xll < 2 

Ilg(t9Yl - f(t + sn>yJI < 5 

pour n suffisamment grand. Ecrivons 
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g(t,x> - ta,Yl = g(Lx) - f(t t Sn’X) 

t f(t t Sn’X) - f(t -t Sn,Y) 

+ f(t + Sn,Y) - g(t,y) l  

Alors, nous obtenons pour n assez grand 

II g(Lx) - g(Lr)ll < 5 $- Lllx - Yll t 5 

= E t Lll x - yIl . 

Comme E et t sont arbitraires, on a: 

II g(Lx> - g(t,r>ll < w  - YII 

uniformément en t ; ce qu’il fallait démontrer. 

Nous obtenons maintenant le théorème de composition suivant: 

THEORÈME l. Soit X un espace de Banach et f(t,x) une fonction p.a. en 

t pour chaque XEX, et supposons que f(t,x) satisfait une condition de 

Lipschitz en x uniformément en t ; soit cpw : R -+ X une fonction p.a. dans 

x . Alors la fonction 

WI = f(t,cp(t)) : IR + x 

est p.a. dans X . 

DÉMONSTRATION. Soit (P)i-1 une suite réelle arbitraire. Alors il existe une 

00 
sous-suite (s ) n n=l telle que 

(i) lim f(t t sn,x) = g(t,x) ‘existe pour chaque tcR et x6X. 
n- 

(ii) lim cp(t t sn) = @(t) 
n- 

existe pour chaque tcR. 

(iii) lim g(t - s n>xl = f(t,x) existe pour chaque t E R et chaque x E X. 
n- 

( iv> lim $(t - 
n- 

Considérons la fonction 

q = (P(t) existe pour chaque tcR. 

G(t) = g(t,401) l  
Alors on peut écrire: 
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F(t + sn) - G(t) = f(t -t s*,d + sJ> - f(t + s,Mt>) 

f f(t t- s,,dm) - g(L~(t)) 

d’où l* inégalité : 

I[F@ -i- sn> - G(t))1 = IIf(t + sn,‘Plt + s,)) - f(t + s,,@(t>)ll 

-t IIW + s,AW - g(L4m)ll 

5 up~t l- SJ - WNI 

+ Ilf(t + s,,dw) - gCW(t)>ll l  

Alors, par (i) et (ii), on déduit que pour chaque t E IR , on a: 

lim F(t t sn) = G(t) . 
n* 

Il suffit maintenant de montrer que 

lim G(t - sn) = F(t) 
nw 

pour chaque t E IR . Soit 

G(t - q - F(t) = go - s,,w - SJ) - go - s,,cpCt>l 
-t go - s,dW - f(tdPW 

d’où 

IIW - ‘n) - F(t) 11 -’ Ilg(t - s,,$(t - sn)) - g(t - s,,<p(t)) 11 

+ Ilgo - s,,qwI - fhP(t) II 

5 wm - Sn> - o> II 

On conclut en s’appuyant sur (iii) et (iv) . 

2. Fonctions asymptotiquement presqu’automorphes 

Soit X un expace de Banach. 
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DÉFINITION 2. Une fonction continue f(t) : [O,M) -+ X est dite asymptoti- 

quement presqu’automorphe (a.p.a.) si 

(1) f(t) = g(t) + h(t) 

où g(t) : IR + x est une fonction p .a. dans X et h(t) : co,q + x est une fonc- 

tion continue telle que lim h(t) E 0 . 
t- 

REMARQUE 2. 

- Toute fonction p.a. est a.p.a. (il suffit de prendre h 2 0) . 

- La somme de deux fonctions a.p.a. est aussi a.p.a. 

- Si f(t) est a.p.a., alors Af(t) aussi est a.p.a. (A E lR ou C) . 

Nous obtenons le théorème suivant qui établit l’unicité de la décomposi- 

tion (1) . 

TFIÉORÈME 2. Pour toute fonction a.p.a. f(t) 9 la décomposition (1) est 

unique. 

DÉMONSTRATION. Supposons le contraire et soit une seconde décomposition: 

f(t) = g,(t) + hi(t) 

où g,(t) est p.a. et hi(t) continue sur CO,m) et lim h(t) = 0 . Qn a: 
t- 

81 (t> - g(t) t hi(t) - h(t) = 0 

pour tout t 2 0 . Si t -+ 00 , g,(t) - g(t) -+ 0 car g,(t) - g(t) = h(t) - hi(t) 

pour t 2 0 . Mais puisque gl(t) - g(t) est p.a., on conclut que 

{n} 
CO 

q(t) - g(t) fi 0 sur IR ; en effet, considérons la suite n=l l  

Comme 

q(t) 
- g(t) est p.a., on peut en extraire une sous-suite (nk);=l telle que : 

lim gl(t t nk) - g(t t nk) = F(t) 
k* 

pour chaque t E IR , et 
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lim F(t - nk) = gl(t) - g(t) 
kW 

pour chaque t E IR . Alors, F(t) E 0 et donc gl(t) - g(t) E 0 ; par suite, 

h1(t> - h(t) f 0 pour 0 5 t < 00 ; ce qui achève la démonstration. 

LEMME 4. Toute fonction a.p.a. est bornée sur 

DÉMONSTRATION. (Evidente et nous l’omettons .) 

CO/Q) . 

A partir de maintenant, nous considérons un espace de Banach X dans le- 

quel la propriété suivante est vérifiée: 

Toute fonction f(t) : R + X telle que 

ci> f(t) ; t E R est borné dans X , 

(ii) f’ (t) est p.a. dans X , 

est nécessairement p .a. dans X . 

REMARQUE 3. Une telle propriété est vraie dans tout espace de Banach uni- 

formément convexe (voir [S 1, Théorème 1.3) . 

Nous démontrons le Théorème 3 ci-dessous dans un tel espace de Banach x ; 
mais avant tout, voyons le 

LEMME 5. Soit X un espace de Banach. Si h(t) : R -+ X est p.a., alors 

la fonction h(t) : R -+ X , h(t) E h(-t) est aussi p.a. 

DÉMONSTRATION. Soit P (s;)~=~ une suite réelle arbitraire. On peut en extraire 

une sous-suite (s ) 
00 

n n=l telle que 

lim h(t - sn) = g(t) , pour chaque t E R , 
n* 

lim g(t t sn) = h(t) , pour chaque t E R . 
n-= 

D’où 

lim hv(t t sn) = lim h(-t - sn) = g(t) 
n* n+= 
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pour chaque t E R , où g(t) = g(-t) , 

lim g(t - sn) = lim g(-t t sn) = h(t) 

pour chaque t ; nous avons montré que h(t) est p.a. 

THÉORÈME 3. Supposons que la fonction f(t) est a.p.a. et que, de plus, 

CU g’ (t) existe pour tout tdl. 

(ii) f’ (t) existe pour tout t E CO,m) et est a.p.a. 

Alors f’ (t) admet la décomposition 

(2) f’ 0) = g’(t) t h’(t) . 

NOUS voulons dire en d'autres termes que g’(t) est p.a. et h’ 0) est continue 

sur CO,m) et lim h’(t) = 8 . 
t* 

DÉMONSTRATION. f’ (t) étant a.p.a., on peut écrire 

f’ 0) = G(t) t H(t) 

où G(t) est p.a., H(t) est continue sur 0 2 t < 00 et lim H(t) q 8 . Il 
t-- 

s’agit de montrer que G(t) = g’ (t) , et H(t) = h* (t) . Considérons les fonctions 

suivantes: 

où n est un nombre réel fixé. fw est définie et continue sur [0,9 ; 

1 f inégalité 
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où 1 
r7 

= [t,t t ~1 où Ct t q,tl , on déduit que limB(t) = 8 car lim H(t) = 8 . 
t-J t+aJ 

Nt) est définie et continue sur -00 < t < 03 ; w> est aussi bornée sur R car 

G(o) est bornée sur R en tant que fonction p .a. Nous pouvons donc en déduire 

que a(t) est p.a. 

Considérons les égalités suivantes: 

f(t + Q) - f(t) = a(t) t B(t) 

f(t + rl) - f(t) = Cg(t + IJ) - g(t)1 t Ch(t -t q) - h(t)1 

pour tout 

composition de la fonction f(t + J-l) - f(t) 

choisi de façon que ttTp0. Par l’unicité de la dé- 

qui est a.p.a., nous obtenons: 

a(t) = go -t fl> - g(t) Y -oo < t < 03 

w> = h(t t n) - h(t) , 0 L.t<a, 

donc 

G(t) = lim a(t) = lim gCt+rll -gCt) 
n r\ = g’(t) 9 

= lim h(ttd -h(t) = h’(t) 
n 9 o<t<m. 

Ceci achève la démonstration. 

3. Solutions presqu’automorphes de l’équation x’ w  = f(t,x) 

Nous considérons dans un espace de Banach X , possédant la propriété ci- 

dessus mentionnée, 1 ‘équation différentielle 

(3) x’ 0) = f(t,x(t)) ) -CO < t < 00 , 

où f (t ,x) est p .a. en t pour chaque x E X . Nous supposons de plus que 

f(t,x) satisfait une condition de Lipschitz en x uniformément en t ; nous dé- 

montrons alors le 

P-IÉORÈME 4. Si l’équation (3) possède une solution a.p.a. e(t) q g(t) t h(t) 
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telle que existe sur tout R 7 alors est solution de (3) sur 

DÉMONSTRATION. 40) étant a.p.a., nous pouvons écrire 

ew = i?(t) + WI 

où g(t) est p.a. et h(t) une fonction continue sur 0 5 t < 00 et telle que 

lim h(t) = 8 . Nous avons aussi, par hypothèse, 
tjw 

donc, pour 0 5 t < 00 , on peut écrire 

4’ w = f(LgW) -l- f(LW>> - f(LglW l  

Remarquons que f(t,g(t)) est p.a. en vertu du Théorème 1; la fonction 

fcLdw1 - f(t,g(t)) est continue sur 0 5 t < 00 et, de plus, 

lim f(t,<P(t)) - f(t,g(t)) = 8 , car 
t-t00 

f(t 9 40) > - f(LgW) 5 wbw - g(t)II 

= Lll WI II 

et lim Ilh(t))I = 0 . (L est la constante lipschitzienne.) Donc la fonction 
t-+0 

0’ w  est a.p.a. Par le Théorème 3, nous avons 

0’ 0) = g’(t) t h’ (t) 

et par le Théorème 2, 

8' (t) = f(t,g(W 9 Ost<w. 

Il suffit maintenant de montrer que cette dernière équation est vérifiée pour 

-00 < t < 0 pour achever la démonstration du théorème; soit t < 0 . Nous pouvons 

extraire de la suite (n) 
00 

n=l une sous-suite “k (prenons t > -nk pour tout k) 

telle que: 
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Nous avons bien 

lim g*(t t nk) 
k* 

= lim f(t t nk,g(t t nk)) = F(t) 
k* 

g’(t) = lim F(t - nk) = f(t,g(t)) . 
k+ 

g’ 0) = f(Lg(W l  
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