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SUR L'ITÉRATION DES FONCTIONS GÉNÉRATRICES DE PROBABILITÉ' 
M. Adès, J.-P. Dion et G. Labelle 

Résumé 

S’appuyant sur les travaux récents de G. Labelle, cet article considère 

deux approches théoriques générales permettant de déterminer formellement le déve- 

loppement de la ne itérée d’une série génératrice de probabilité (dont tous les 

moments ‘k sont finis avec ~1 t 1) par l’analyse mathématique. On utilise la 

distribution de Poisson pour illustrer ces méthodes et on établit au passage 

l’existence d’un lien entre la fonction génératrice de Poisson et celle de la loi 

géométrique. 

Introduction 

L’itération de la fonction génératrice de probabilité présente générale- 

ment des difficultés considérables sur le plan de l’analyse mathématique et même 

numérique. En nous appuyant sur certaines méthodes contenues dans l’article de 

Labelle [SI2 , nous présentons dans un premier temps deux approches théoriques 

générales permettant de déterminer formellement le développement de la ne itérée 
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d'une série génératrice de probabilité dont les moments Vk sont finis et où 

PI+ 1 l  
Les divers termes contenus dans les séries que nous obtiendrons auront 

l'avantage de faire apparaître explicitement l'ordre n d'itération comme varia- 

ble formelle. Le cas de la distribution de Poisson sera utilisé pour illustrer 

nos méthodes. Dans un deuxième temps, nous montrons l'existence d'une relation 

entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction génératrice 

de Poisson, infirmant par le fait même un énoncé de Hwang et Hwang [SI. 

Le sujet que nous étudions a, en général, des applications dans les pro- 

cessus stochastiques, en particulier l'estimation de l'âge d'un processus de rami- 

fication: Stigler C71, Crump et Howe [3], Thompson [8], Hwang et Hwang [SI, Dion 

et Keiding C41. 

L'article, bien que théorique, peut être utilisé dans une étude numérique 

en employant des programmes d'ordinateur appropriés pour approximer avec la préci- 

sion voulue les itérées d'une fonction; en particulier, lorsque l'ordre d?.té- 

ration est une variable formelle. 

1. Première approche générale pour l'itération d'une fonction génératrice 

Soit 

f(s) = c Pksk > 
kz0 

où f(1) = 1 , f'(1) = m + 1 et 1-4( = 1 ikp. < co , k>O. Construisons la 
i-20 1 

série F(s) telle que 

F(s) = f(l t s) - 1 l  

F(0) = 0 , f(s) = F(s - 1) t 1 F'(O) = m . De plus, remarquons que 

f <n> 
( > s =F=(s-1)+1 , i.e., pour calculer fcn'(s) , il suffit de connaître 

F <n> q FoFo . ..oF (n fois) . 

2 3 Supposons que F(s) = mls t m2s t m3s t . . . , où F'(O) = m = ml , et faisons 
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l'hypothèse que l'on puisse trouver une série 

H(s) = 2 3 cp + c2s tes t .., 3 

avec c1 10 etun a tel que 

F(s) = H<+(aH(s)) , 

alors 

F <n> 
( 1 s = HC-l>lc?H(s)) . 

Remontant à f , nous obtenons 

f <n> 
( > s = H<+(c?H(s - 1)) t 1 . 

Nous allons maintenant énoncer un lemme concernant l'existence de H(s) 

à l'intérieur des séries formelles (i.e., sans considérer la convergence des 

séries). 

LEMME 1. Si F(s) 1 2 3 =mstms 2 tms t...,où 3 ml = m + 0,l , alors 

il existe une série de la forme 

H(s) 
2 3 = s t c s 2 tes t... 3 CC 1 = 1) 

telle que (prenant a = m) , on ait 

F(s) = H<+(mH(s)) . 

DÉMONSTRATION. L'équation (1) est équivalente à 

H(F(s)) = mH(s) . 

En développant l'équation (2), nous trouvons 

(mstms 2 3 
1 2 tms t...) 2 3 

3 t c2(mls t m2s t m3s t 

2 3 3 t c3(mls t m2s t m3s t . ..) t . . . 

2 3 = mis t mlc2s t mlc3s t . . . 

. . 

(1) 

(2) 

> 
2 . 

1 

(31 



Dans l'équation (3), écrivons à priori 

w  sk + mwsk+l + ,Wsk+2 + -(ms+ms 2 3 k 
ml 2 3 . . . - 1 2 tms i- . ..) , 3 

d'où 

(k+l)sktl 
ml 

+ ,Wl p 
2 

+ ,wp3 + 
3 . . . 

(klsk+ 1 
= mlml 

(kl t by-5 (k) ) $+ 2 
+ m2ml 

(k) -t (m1m3 (k) 
-l m2m2 

wp 
+ m3ml 

(kl t (m1m4 (k) 
+ m2m3 

(k) 
+ m3m2 

(k) ) p + 
t m4ml . . . 

Nous avons donc, pour k 2 1 , 

(k+ 1) 
ml 

w  
= mlml 

P+U 
m2 

(k) 
= mlm2 

(k) 
-l m2ml 

,Wl (k) (k) (kl 
i = ?lllmi t m2mi-1 t . . . t miml 

Nous avons, en particulier, (W k k 
ml =m 1 =m. 

L'équation (3) devient 

(ms t mi1)s2 t mh1)s3 t . ..) + c2(m2s2 t mi2)s3 t m!j2)s4 t . ..) 

33 t c3(m s t mc3)s4 t m(3)s5 t 2 3 . . . ) t . . . 

= m(s t c 2 3 4 
2 s t c s 3 tes t...). 4 

Nous pouvons donc déterminer récursivement les coefficients ck pour k 2 2 

comme suit: 
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1 (11 
c2 = m m2 (m2 ) 

1 (11 
c3 = m m3 (m3 

(2) 
+ 93 > 

1 (1) 
=4 = m m4 (m4 

(2) 
+ C2m3 

(31 
+ c3m2 > 

1 (11 
‘k = m mk (mk 

(2) 
+ c2mk-1 

(3) w-1)) + c3\-2 + l  . . t ckwlm2 . (4) 

Application de la première approche à l’itération de la fonction génératrice de 

Poisson 

Soit f(s) = e x (s-l) 
9 la fonction génératrice de Poisson où m = X t 0,l 

et F(s) = exs - 1 = As t $- A2s2 t 
. & A3s3 t . . . . 

Utilisant les équations (3) et (4), nous trouvons les ck sous la forme 

1 
‘k = Xk x (combinaison linéaire de 

Ck-1’ck-2’ l  ” +&1) l  

En explicitant cette récurrence, nous obtenons 

x c2 = - A2 (lt2A) X3(1t6A+5A2t6A3) 

2(1-x) ’ c3 = 6(1-X)(1-X2) ’ c4 = 24(1-X)(l-h2)(1-X3) 

c5 q 

A4(1t14Xt24A2t45h3t46A4t26A5t24X6) 

120(1-X) (1-X2) (l-h3) (1-X4) 
9 . . . 

La ne itérée de la fonction f(s) est 

f 
<n> 

( > s = HC-l’(?H(s - 1)) + 1 9 n = 1,2,... 

Développant fCn’(s) en série de Taylor autour de A = 1 , et posant ztl=s, 

nous avons 
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<n> f s ( 1 = stn 

t n(n-1) (n-2) $#-/-%$t /n4(H(z]j4[ 

3n2(n-1) (H(Z))~ q 
W’ GI > 

. 
1OH”’ (z)H”(z) _ HIV(z) 

W’ d u-wm5 

ls(H”(~))~ 1 t hn3(n4) (H(z))3 3(H”(z)) 
2 

- H”;(z)H’ (‘1 

W’ w  > 1 

- n2(n-1) (7n-11) (H(Z))~ m 
[(H’ (z))~] 

t n(n-1) (n-2) (n-3)H(z) & (x-l)4 7 t . . . . 

NOUS pouvons constater à ce stade-ci qu’il est très difficile de dégager une récur- 

rence dans le développement général de fcn’ (s) que nous venons de donner, puis- 

que le ke terme de cette ne itérée possède une structure extrêmement complexe. 

Le deuxième procédé général pour l’itération que nous allons décrire dans la pro- 

chaine section sera totalement récursif et aura en outre l’avantage d’éviter ce 

problème. 

Deuxième approche générale pour l’itération d’une fonction génératrice 

Comme nous venons de voir, le calcul de H <-l’(X”H(s - 1)) est compli- 

qué . Nous allons, dans cette section, obtenir une autre approche pour le calcul 

de l’expression H ‘+(A”H(s - 1)) connaissant H(s) mais sans connaître la sé- 

rie inverse H 
-c-l> 

( > s . Enonçons d’abord le lemme fondamental suivant: 

LEMME 2. 

H Zk 
-(H(s) -t z) = 1 k! {$y &jk s . 

k>O 

I 

(5) 
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DÉMONSTRATION. Par la formule de Taylor, nous pouvons développer une fonction 

f(x) autour du point a sous la forme 

(k) 
f(x) = 1 fko (x - a)k , 

kz0 ' 

d'où, en prenant X= H(s) t z a= H(s) , nous obtenons 

H Zk '+(H(s) t z) = 1 Hc-l'(k)(H(s)) k' . 
kz0 . 

Nous allons montrer par induction sur k 

(6) 

H<-l'(k)(H(s)) = ,&$-}k s . (71 

Pour k = 0 , les deux membres de (7) valent chacun s . Supposons que (7) est 

vraie pour k . Nous avons 

%H '-l'(k)(H(s)) = H'-l'(ktl)(H(s))H'(s) , 

d'où 

H+l>(ktl) (H(s)) = L?!-- H'-l'(k)(H(s)) H'(s) ds 

t 1 
= 

d )ktl -m 
H'(s) ds 

s 

par hypothèse d'induction. En substituant (7) dans (6), nous avons bien (5). 

Ceci va nous permettre d'exprimer H '+(XnH(s)) sous une forme extrêmement com- 

pacte (Corollaire 2). A cet effet, énonçons d'abord un premier corollaire: 

COROLLAIRE 1. 

+l'(fH(s)) = 1 
k k 

H { l d }k s . 
kz0 

(X"-l)k(H(s)) 
. H'(s) ds (81 

DÉMONSTRATION. En prenant z = (An - l)H(s) dans (S), nous avons (8). 



Notons qu'à partir de (S), nous pouvons trouver Hcsl'(AnH(s)) sans cal- 

culer <-1> 
H . Nous allons écrire (8) sous une autre forme, mais auparavant, 

voici un autre lemme. 

LEMME 3. Pour tout k>O , nous avons 

(H(s))~~- -1 d k - H(s) d (Ho d -1) ( J-0) d -2) 
H'(s) ds - H'(s) dsH'(s) ds H'(s) ds (-+- -k+l) '** H'(s) ds . (9) 

DÉMONSTRATION. Si k=O, les deux membres de (9) représentent chacun l'opéra- 

teur identité. Adoptons la notation H f H(s) , Hr E H'(s) et posons 

k 

'k = Hk(&&) . 

Nous obtenons donc 

=Hk+ll d k-t1 
v ( -- k+l H' ds > 

= Hktl ($ i&) (ükvk) 

= Hktl &-kH-k-lHtDk + H-k $ Dk) 

= vk(k$ - k) . 

L'équation (9) est donc satisfaite. 

A partir du dernier lemme, nous pouvons écrire H <-"$H(s)) sous la 

forme extrêmement compacte énoncée plus haut comme suit: 

COROLLAIRE 2. 

H -(fH(s)) = X H'(s) ds s . WI 

DÉMONSTRATION. En substituant (9) dans (8), nous obtenons 
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k 
H <-l’(hnH(s)) = 1 +- (+&-)($&& l),..($&s -k+ 1)s . 

k20 l  

Sachant que 

(ltx) 
n 

= 1 
n(n-1) . . . (n-k+ 1) xk 

k! 9 
kz0 

nous avons bien (10). 

Posant X = e f3 , l’équation (10) s’écrit 

d 

H <-l’(e*H(s)) = nBw(s) e ds s . 

Nous remarquons que (11) ne dépend que de la connaissance de 1 *expression 

w(s) = H(s) 2 3 = 
H’ (SI +p -t @2s t Q3s t . . . , 

dont les coefficients sont donnés récursivement par 

i22. 

Revenons à la série F(s) dont la ne itérée s’écrit 

d 
<n> F s=e ( 1 

nws> yg 
S 

k 
= c y$- (QS) g--j” s 

kz0 ’ 

n2B2 
= wo(s) t n8wl(s) t 2’ 

n3B3 
u2(sl -t- 3’ 

nkBk 
. . 

w,(s) t . . . t k’ 
. w,(s) t . . . 

où wo(s) = s , WI(s) = a(s) , 3(s) = w(s) ’ w’ (s) , 0 0 0 ) wk(s) = 

Ns) . ~;-l(s) 
d k 

= (QS) -) s . ds 

Définissons des coefficients ( 1 $i 
k 

en posant 
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d’où 

(k) 
yp) = $1 s + @ikL2 t $;kL3 t . . . 

( 1 (4y + 02s 
2 3 d 

Wk+l ’ = 
Ikl 

t (b3s + l  . .3~1~1 
s  t @ikL2 + $kk)s3  t . ..) . 

Cela permet de déduire, pour tout k 2 1 (avec $ (1) 
i = hi) 3 que 

(j) (k+l) = q) <p(k) 
1 11 

Ik+l) 
$2 = 244k) (k) 

+ @2@1 

La ne itérée de F(s) = H ‘-l’(xH(s)) p rend donc la forme explicite 

F 
<n> 

( 1 
(1) 

2 2 
s = (1 + n6@, tnB 

3 3 
0 

(2) 
tnB (P (3) Jpj - (J) 

- 2! 1 3! 1 +...+ j! 0 1 +... 1s 

(1) 2 2 + (nB@, tnB 0 (2) - 2! 2 
tnB 3 3 

3! 
qb;3) t -t- 

J fjj 

. . . 
-?p;j’ + . ..)s2 

. 

+ (nf@, (11 
2 2 

tnB - (2) 
3 3 

(3) 
.j$ - 

(J) 2! 0 3 tnB 3: cp 3 +***+ j! cp 3 + 

(1) + @@bk (2) 
‘k 

(31 @k + 

1s 
3 

1s 
k 
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où p = Ln X . L’expression correspondante pour <n> 
f (s) s’obtient alors de 

celle de F ‘n’(s) par regroupement des puissances semblables de s dans la for- 

mule <n> f (s) = F <n> (s - 1) + 1 . 

2. Relation entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction 

génératrice de Poisson 

Nous allons établir dans cette section l’existence d’une relation entre 

la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction génératrice de 

Poisson, contrairement, toutefois, à 1 ‘affirmation énoncée par Hwang et Hwang [SI, 

et nous les citons à ce sujet: “Shzc~ nu trWutitip cari be &und b&ween Xhe 

pmbabilkty genmaa%g @mXuti 06 khe Puhwn CU~ and ;the Unecm @mkiunnal 

C~G!, tic SLL~LUP/J ~$Lmtiutt wAY nuk be ~uLtabRe @tr Xhe ?%Anon u&&h.ng cae 

and tic ME in fie PuAsun me W-LU be &mnd by Xkin papw” 

Soit Y(s) = e x (s-l) la fonction génératrice de Poisson avec x > 1 . 

Nous savons, d’après le théorème fondamental de Galton-Watson, qu’il existe un 

q E (0,l) tel que Y(q) = q . 

Soit $(s) = q + (1 - q)s d*où Q?'(S) = z . Définissons 

Nous avons ainsi 

g(s) = AqCe 
-wws _ 1 

c-~nq) ’ 

A2 
= hs + qu - q) 2’ s2 +qu-ql 

2x3 3 
. 3’s +... . 

(12) 

(13) 

puisque A(1 - q) = -Lnq . 

Soit f(s) = 1 m 
- (1-Xq)s 

qui est du type fractionnaire linéaire et qu’on 

peut exprimer sous la forme 

f(s) = Aqs t Xq(1 - Aq)s2 t Aq(1 - Aq)2s3 t . . . WI 
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1 Notons que ft (1) = - , 
xq 

et énonçons le lemme suivant. 

LEMME 4. Si 

A > 1 , alors xq < 1 . (15) 

DÉMONSTRATION. On a Xq = Y t (q) c 1 puisque Y’ (q) est la pente de la tangente 

au graphe de y(s) pour s=q<l et que ce graphe croise en (999) la droite 

de pente 1 qui passe par 1 *origine. 

Revenons au problème posé au départ et qui consiste à trouver une rela- 

tion entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction généra- 

trice de Poisson. Nous pouvons trouver une telle relation en posant d’abord le 

problème suivant: 

2 Nous voulons trouver une série h(s) = cls + c2s t . . . , cl t 0 

telle que 

g(s) = h’-l’(f(h(s))) . 

En résolvant ce problème, nous aurons alors 

Y(s) = H<-l’(f(H(s))) 

en prenant 

H(s) = h($-l’(s)) . 

En effet, nous pouvons vérifier l’équation (18) comme suit: 

A partir de (12) et de (16), nous avons 

Multiplions à gauche par 

0 

-c-l> 
o y o $ = h<-l’ ofoh. 

cp l’équation (19) : 

(16) 

(17) 

WI 

(191 
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y o 4 = C$I o h<-l’ o f o h . 

29 

(20) 

Multiplions à droite par $ <-l’ 1 *équation (20) : 

Y  =$oh <-1> 
o f o h 0 @- . (21) 

En prenant H <-” = + o h’-l’ et H = h o @<-l’ dans (21), nous avons bien (17). 

C’est précisément la fonction H(s) qui permet d’exprimer la relation 

entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire f(s) et la fonction géné- 

ratrice de Poisson 
Ws) l  

Voici maintenant un lemme fondamental relatif au problème posé à 

l’équation (16). 

LEMME 5. Soient A(s) = als + a2s2 t a s 3 3 t . . . , a1 f 0 et 

WI 
2 3 = bls t b2s a-t b3s t . . . , bl t 0 , où a1 = bl n’est pas racine de l’uni- 

té. Alors il existe une série 

telle que 

h(s) 1 =cstcs 2 3 
2 tes t... , 3 c1 + O ’ (221 

B(s) = h’+(A(h(s))) . (23) 

De plus, les coefficients de h(s) dans (22) dépendent du premier coefficient 

cl f 0 qui peut être choisi arbitrairement, et des coefficients de A(s) et 

B(s) l  

DÉMONSTRATION. L’équation (23) est équivalente à 

ww > = A(h(s)) . (24) 

En explicitant le coefficient de Sk dans les deux membres de (24), nous trouvons, 

pour k = 1,2,3,... 
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blcl = alcl 

2 2 
blc2 + b2c1 = alc2 + cl 

3 3 
blc3 + 2blb2c2 t b3c1 = alc3 t 2a2c1c2 t a3c1 

k blcktcomb. linéaire de (cl,c2,...,ck ,) = alck+polynôme en (cl,c2,...,ckBl) . 

En résolvant pour ck (tenant compte de a1 = bl) , nous obtenons 

1 

‘k = k pk(c1 ’c2 ’  l  l  l  +l) 9  

al - al 

(26) 

où Pk(cl&2>“‘>ck-l) est un polpôme en c19c29”.&k-l dont les coefficients 

sont des polynômes en al,a2,“*,ak,bl,b2,***,bk . 

k 
Comme a1 t 0 n’est pas racine de l’unité, a1 - a1 + 0 pour k > 1 . 

Nous pouvons donc (à cause de (25)) choisir cl + 0 arbitrairement et ensuite ré- 

soudre successivement pour ck à l’aide de (26) de façon unique pour k = 2,3,.. . 

Des équations (13) et (14), nous avons que le coefficient de s est Xq 

qui est + 1 d’après le Lemme 4. Nous pouvons donc prendre f(s) = A(s) et 

g(s) = B(s) qui satisfont précisément les conditions du Lemme 5. Par conséquent, 

1’ équation (24) prend la forme 

NgW = f(W)1 9 

ou 

wee 
(-1ns) s 

(-lnq)- 5 = 1 Xqh(s) 
- (l- Xq)h(s) l  

(27) 

En explicitant (27), nous avons 
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1 cn(Aq[ec-tl;;qi I])n = 
c hcgk k21 

n2l 1 + 1 (Aq-l)c,sj l  

j21 J 

A la page 824 du livre d’Abramowitz et Stegun L-11, nous trouvons 

03 . 

Ce 
t _ l)n = n! 1 $i tl 

i=n ni! ’ 

(281 

où les sont les nombres de Stirling de la seconde espèce. L’équation (28) 
11 

s * écrit donc 

1 C 

nrl n i 1 

y $i w$ si 

Jhnn! i=n 
n . 

I 
(-Qwn 

En rassemblant les puissances semblables du membre de gauche dans (29), nous 

obtenons 

c Aqcp 
k 

si k21 = . . 
1 t 1 (Xq-l)c,sJ 

I 1 
j21 J 

1 

NOUS avons donc à trouver les c~,cI~,c~,.* l , en considérant 

( c Risi) (1 t c (Aq - l)c.sj) = c Xqcksk 
J 

. 
i>l j21 k21 

Remarquons que l’équation (30) est difficile à résoudre, mais la solu- 

tion demeure cependant réalisable avec quelques efforts, Par conséquent, nous 

pouvons formellement affirmer qu’il existe une relation entre la fonction généra- 

trice fractionnaire linéaire et la fonction génératrice de Poisson. Une fois 

qu’on aura obtenu cette relation, nous aurons alors obtenu la série h de l’équa- 

tion (16)) et nous serons en mesure à ce moment de trouver la série H de l’équa- 

tion (18), car les deux séries, h et $9 sont connues. 



L’idée importante qui se dégage derrière ce travail théorique est de 

pouvoir trouver les fonctions itérées Yn(s) qui sont alors données par 

Y,(s) = H ‘-l>(fn(Ho)) ’ 

Ainsi donc, l’énoncé de Hwang et Hwang au sujet de la non existence 

d’une relation entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction 

génératrice de Poisson nous semble non fondée; car le présent article montre 

l’existence d’une telle relation. Il en est de même de leur refus d’utiliser 

l’estimateur de Stigler (initialement trouvé pour la distribution géométrique) 

ajusté pour le cas de Poisson (i.e., avec moyenne et probabilité d’extinction 

d’une distribution de Poisson). En effet, la simulation réalisée dans le mémoire 

d’Ad& [2] montre que l’estimateur de Stigler ajusté pour la distribution de 

Poisson fonctionne très bien puisqu’il est à une unité près de l’estimateur à 

vraisemblance maximale exact de la distribution de Poisson. 

Quant aux rapports qui existent entre l’article de Labelle C61 et notre 

travail, nous pouvons les résumer ainsi. En utilisant les opérateurs différen- 

tiels, les coefficients indéterminés et les suites de type binomial, Labelle con- 

sidère les itérées H <n’(s) des séries H(s) contenues dans l’ensemble 

s = {H(s) =cs+cs 1 2 2 tes 3 3 + . . . 1 cl = 1) 

des séries formelles dites %ormaliséeslf. La variable d’itération n y est même 

remplacée par une variable complexe quelconque (itération continue). Parmi les 

nombreux résultats’ qu’il obtient, mentionnons en particulier les deux résultats 

suivants : 

A. 2 Les H E S sont en bijection avec les w  E O(s ) où 

0 (s2) = h(s) = s(als t a2s 2 3 tas t . ..)l 3 

via 

d 

H(s) = e 
w(s) Jg 

s . 
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Cette bijection est décrite de plusieurs façon et des formules (et récur- 

rences) explicites permettant de la calculer sont données. 

B. Une méthode explicite permettant de décider si deux séries normalisées 

G et K E S sont conjuguées (i.e., 3H E S telle que G = HC-l’ 0 K 0 H) est 

donnée sous forme d’un déterminant qui ne fait appel qu’à un nombre @.rti de coef- 

ficients de G etde K . 

Le texte de Labelle se termine par une liste de six problèmes dont le troi- 

sième consiste à adapter ses méthodes au cas des processus de ramification. 

Le présent travail se situe dans le contexte de cette problématique. 

Nous avons remplacé l’ensemble S par l’ensemble 

s1 = {F(s) ’ =mstms 3 1 2 t mg t . . . 1 0 t ml f 1) 

qui est mieux adapté à l’étude des processus de ramification (de moyenne ml telle 

que 0 + ml f 1 et dont tous les moments existent). Notre Lemme 1 montre comment 

s’effectue la liaison entre les F E S1 et les H E S . Le Lemme 2 est essen- 

tiellement un cas spécial de la formule (38) de [6]. Les analogues des résultats 

A et B mentionnés plus haut prennent respectivement la forme du Corollaire 2 et 

du 5 dans le contexte où S est remplacé par s1 l  

Faisons, en terminant, la remarque suivante: 

Le Lemme 5 permettrait probablement de montrer que la fonction génératrice 

f de la plupart des distributions discrètes est liée à la fonction génératrice 

fractionnaire linéaire g par une relation du type f = h 
<-1> 

ogoh. 
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