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SUR L’ITERATION DES FONCTIONS GENERATRICES DE PROBABILITE'
M. Adés, J.-P. Dion et G. Labelle

Résumé

S'appuyant sur les travaux récents de G. Labelle, cet article considére
deux approches théoriques générales permettant de déterminer formellement le déve-
loppement de la n® itérée d'une série génératrice de probabilité (dont tous les
moments L sont finis avec ¥y + 1) par l'analyse mathématique. On utilise la
distribution de Poisson pour illustrer ces méthodes et on é€tablit au passage
1'existence d'un lien entre la fonction génératrice de Poisson et celle de la loi

géométrique.

Introduction

L'itération de la fonction génératrice de probabilité présente générale-
ment des difficult€s considérables sur le plan de l'analyse mathématique et méme
numérique. En nous appuyant sur certaines méthodes contenues dans l'article de
Labelle [6]° , nous présentons dans un premier temps deux approches th&oriques

générales permettant de déterminer formellement le développement de la n® itérée

! Recherche subventionnée respectivement par: bouwrse du Centre de recherche en
mathématiques appliquées de L'Université de Montréal (F.C.A.C.), C.R.S.N.G.
# A-8852 et F.C.A.C. # EQ-1608.

2 Les happonts qui existent entre cet article et notne travail sont hésumes & La
§in du présent texte.
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d'une série génératrice de probabilité dont les moments My sont finis et ol

Wy £ 1 . Les divers termes contenus dans les séries que nous obtiendrons auront
1'avantage de faire apparaitre explicitement l'ordre n d'itération comme varia-
ble formelle. Le cas de la distribution de Poisson sera utilisé pour illustrer
nos méthodes. Dans un deuxiéme temps, nous montrons 1l'existence d'une relation
entre la fonction génératrice fractionnaire liné€aire et la fonction génératrice

de Poisson, infirmant par le fait méme un énoncé de Hwang et Hwang [5].

Le sujet que nous €tudions a, en général, des applications dans les pro-
cessus stochastiques, en particulier 1l'estimation de 1'dge d'un processus de rami-
fication: Stigler [7], Crump et Howe [ 3], Thompson [8], Hwang et Hwang [5], Dion

et Keiding [4].

L'article, bien que théorique, peut &tre utilis&é dans une &tude numérique
en employant des programmes d'ordinateur appropriés pour approximer avec la préci-
sion voulue les itérées d'une fonction; en particulier, lorsque l'ordre n d'ité-

ration est une variable formelle.

1. Premiére approche générale pour 1l'itération d'une fonction génératrice

Soit

k
£(s) = 1 ps
k>0

o0 £(1) =1, £(1)=mil et y o= ] i¥p. <@, k>0 . Construisons la
i20 1
série F(s) telle que

F(s) = £f(1 +s) - 1 .

Alors F(0) = 0, f£f(s) F(s - 1) +1 et F'(0) =m . De plus, remarquons que

f<n>(s) = F<n>(s -1) +1, i.e., pour calculer f<n>(s) , i1 suffit de connaftre
F™ =FoFo...oF (n fois)
Supposons que F(s) = ms + m252 + mss3 + ... ,00 F'(0) =m= m o, et faisons
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1'hypoth&se que 1l'on puisse trouver une série

H(s) = ¢,s + ¢ 52 + C

1 2 3

avec ¢, £ 0 etun o tel que
F(s) = KV @H(s))
alors
F<n>(s) - H<_1>(unH(s))
Remontant & f , nous obtenons
£ (s) = B P @MHes - 1)) + 1

Nous allons maintenant €noncer un lemme concernant l'existence de H(s)

d 1'intérieur des séries formelles (i.e., sans considérer la convergence des

séries).
: _ 2 3 ~ _
LEMME 1. Si F(s) = ms + ms” + mgs” + ..., ol m =m £ 0,1, alors
il existe une série de la forme
- 2 3 -
H(s) = s + CyST + CgS8T L. (c1 = 1)
telle que (prenant o = m) , on ait
<-1>
F(s) = H (mH(s)) . (D
DEMONSTRATION. L'é&quation (1) est &quivalente 3
H(F(s)) = mH(s) . (2)
En développant 1l'équation (2), nous trouvons
2 3 2 3 2
(mls +MyST + mgsT o+ cel) t cz(mls +mysT o+ mgsT 4 o)
2 3 3
+ cs(mls +mysT o+ mesT o+ PR I (3)
= m,s + mc s2 + 53 +
! 192 M3
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Dans 1'équation (3), écrivons & priori

m{k)sk + mgk)sk+1 + mgk)sk+2 + ... = (mls + m252 + mzs3 + ...)k 5
d'ol
m£k+1)sk+1 N m§k+1)sk+2 + m§k+l)sk+3 +
= mlmlck)sk+1 + (mlmgk) + mzmgk))sk+2 + (mlmgk) + mzmgk) + msmgk))sk+3

+ (mlmgk) + mzmgk) + msmgk) + m4m£k))sk*4 +

Nous avons donc, pour k =1 ,

m§k+1) - (0

171
(k+1) _ (k) (k)
m, = mmy T+ mymy
(k+1) _ (k) (x) ()
m; = mmeT ot mome gt L. memy
Nous avons, en particulier, mfk) = ms = mk .

L'équation (3) devient

-+

(ms + mgl)s2 + mgl)s3 +o...)

22 . (23 . (2).4
cz(m T+ my ST+ mg s |

33 (3) 4 (3).5
+ cs(m s¥ + my"s + mys +oo0) + o
_ 2 3 4
= m(s + €yS” + Cgs tocys ot ced)

Nous pouvons donc déterminer récursivement les coefficients ¢, bour k 22

comme suit:
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1 (D
27— 7M7)
o1 (1) (2)
37 3 (mg™" + comy )
o1 1 (2) (3)
¢y = m_m4 (m4 + CoMg T 4 comy )
¢y = m-;k (mél) + czmé%% + c3m£§% oot ck_lmgkhl)) 4

Application de la premiére approche & 1'itération de la fonction génératrice de

Poisson

Soit f(s) = ex(s_l) , la fonction génératrice de Poisson o m = A § 0,1
et F(s) = e>\S - 1=2xs + %T Azsz + %T-Asss + o

Utilisant les équations (3) et (4), nous trouvons les ¢, sous la forme
= ;E%;- (combinaison linéaire de Ck-l’ck-z""’CZ’cl)

En explicitant cette récurrence, nous obtenons

o = A o 2lasn o o Aarensitien’)
2 2(1-M) 5 6a-n (129 24 (1-1) (1-22) (1-23)

A% r14r4243%1450 31460 260012400
120(1-1) (1-2%) (1-23) (1-2%

La n® itérée de la fonction f(s) est
£y = B OMHEGs - 1)) 41, n=1,2,...

Développant f<n>(s) en série de Taylor autour de A =1 , et posant z + 1 = s ,

nous avons
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2 2 2
<n> - H(z) (A-1) n(n-1)H(z) n“(H(z))"H"(z) [ A-1)
U = sy ot 3 T I } 20

+

1" 2 "t 1 "
3n3(ﬂ(2)13[3m ()’ - () (z)]_ 2 (o1 (1) 2L
(H'(2)) (H'(2))

3 " " iV
+ n(n-1) (n-2) —Llﬂf‘(z) } A, 3n4(H(z))4 [1°H (2)H(z)  H_(2)
) (H'(2)) (H'(2))

) 15(Hn(2)%3} v 6n3(no1) (H(z)) [s(H"(z))z - H";(z)H'(z)]
' (2)) @' (2))

1

n?(n-1) (7n-11) (H(2))? [—“J-ZLs—]
(H' (2))

+

4
n(n-1) (n-2) (n-3)H(z) H,%Z)} v

-~

Nous pouvons constater & ce stade-ci qu'il est tr&s difficile de dégager une récur-

rence dans le développement général de £

(s) que nous venons de donner, puis-
e € ... - ~

que le k terme de cette n itérée posséde une structure extrémement complexe.

Le deuxi&me procédé général pour 1l'itération que nous allons décrire dans la pro-

chaine section sera totalement récursif et aura en outre l'avantage d'é@viter ce

probléme.

Deuxidme approche générale pour 1l'itération d'une fonction génératrice

Comme nous venons de voir, le calcul de H<_1>(AnH(s - 1)) est compli-
qué. Nous allons, dans cette section, obtenir une autre approche pour le calcul

de 1'expression H<_1>(AnH(s - 1)) connaissant H(s) mais sans connaitre la sé-

rie inverse H<-1>(5) . Enoncons d'abord le lemme fondamental suivant:
LEMME 2.
<-1> X 1 d .k
H T (H(s) + 2) = kZO o T s (5)
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DEMONSTRATION. Par la formule de Taylor, nous pouvons développer une fonction

f(x) autour du point a sous la forme

)
£00 = ] B -k,

k=0

d'oli, en prenant x = H(s) + z et a = H(s) , nous obtenons

k
-1 -1>(k
P wes) + 2 = ] a TP Oy & (6)
k=0 :
Nous allons montrer par induction sur k que
<-1>(k) _ 1 d.k
H (H(S)) - {H'(S) ds (7)
Pour k = 0 , les deux membres de (7) valent chacun s . Supposons que (7) est
vraie pour k . Nous avons
SOy = 1D @)
d'oll
<-1>(k+1) _ 1 d .<-1>(k)
H ) = 7y @ B (H(s))
_ 1 d  k+l
{H'(s) 3

par hypothése d'induction. En substituant (7) dans (6), nous avons bien (5).
Ceci va nous permettre d'exprimer H<-1>(AnH(s)) sous une forme extrémement com-

pacte (Corollaire 2). A cet effet, &nongons d'abord un premier corollaire:

COROLLAIRE 1.

n .k k
1P (MH(s)) = kgo (A 'l)k!(H(le {H,ts) g—s}k s . (8)

DéMONSTRATION. En prenant z (An - 1)H(s) dans (5), nous avons (8).
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1>
Notons qu'a partir de (8), nous pouvons trouver H ™ (AnH(s)) sans cal-
<-1> P .
culer H 1 . Nous allons écrire (8) sous une autre forme, mais auparavant,

voici un autre lemme.

LEMME 3. Pour tout k > 0 , nous avons

1 d } H(s) d . H(s s) d

WGy B et SGey 55 D & DGy R - ©

DEMONSTRATION. Si k = 0 , les deux membres de (9) représentent chacun 1'opéra-

teur identité. Adoptons la notation H = H(s) , H' = H'(s) et posons

Dy = Hk(}lx_'g_s)k
Nous obtenons donc
bkl d )k”
k+1 HY ds
L g
gkl 1 —(-kH k'lH'Dk + uk %s"vk)
= G s - )

L'équation (9) est donc satisfaite.

A partir du dernier lemme, nous pouvons écrire H<-1>(AnH(s)) sous la

forme extr&mement compacte énoncée plus haut comme suit:

COROLLAIRE 2.

H(s) d
" H(s) ds .

> Pues)) = (10)

DEMONSTRATION. En substituant (9) dans (8), nous obtenons
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<-1> . n ) 0"nX Hs) a ., Hs) d H(s) d
HEOHE) = LT Gy & ey & DG Gk Ds

Sachant que

n(n-1)...(n-k+1) xk

(1+ x)n = z o

k=0

3

nous avons bien (10).

8

Posant A = e , 1'équation (10) s'écrit

nBw (s) %g

H P (™®hHis)) = e s . (11)

Nous remarquons que (11) ne dépend que de la connaissance de 1'expression
H(s

w(s) = HTTE%-: ¢1s + ¢252 + ¢353 e,

dont les coefficients sont donné&s récursivement par

1
p—

¢1_

v
(8]

05 = €5 - 20p05 1 - 3005 5t Aeydy g - - ieidy i
Revenons 3 la série F(s) dont la n° itérée s'écrit

nBw(s) %E
S

—~
w
—

1

=€

k
(nB) d .k
e sl SO

HZBZ HSBS nkBk
= wo(s) + anl(s) + —§T-w2(s) + _37_'w3(s) LERTRE S wk(s) + ...

od wy(s) = s, w(s) = w(s), w(s)=w(s) *w(s), .., W (s) =

w(s) - wﬁ_l(s) = (w(s) %gﬂk s .

Définissons des coefficients ¢§K) en posant
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wk(s) = ¢£k)s + ¢§k)52 + ¢§k)53 +

d'ol

p1 () = (g5 + 0,57+ 055% + 0G0 s 4 9§97 L 6 (s,

Cela permet de déduire, pour tout k = 1 (avec ¢£1) = ¢i) s que

(k+1) _ x)
¢l ¢1¢1

kt+1) (x) (x)
20,05 + 901

‘;

o8 = 56 00 b i - o) v w90l

La n® itérée de F(s) = H<'1>()\H(s)) prend donc la forme explicite

s 2,2 3,3 igd
D5y = (1 + nB¢(1) + “Zf ¢£2) N ng_.¢§3) . B ¢(J) . s
2,2 3,3 gl
+ (n8¢(1) N 1_1_2_?_(1)2(2) N n3[!3 ¢§3) . B ¢(J) f 82
2,2 3,3 J j
v meplt) ¢ ol L B 900 b B o) s
+
2,2 3,3 J j
+ (anJ(l) + n2!3 d)lgz) + ——HS!B d>]£3) + 6 ¢(J) + ...)sk
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<n>

ol B =4n X . L'expression correspondante pour f  (s) s'obtient alors de

<n>

celle de F (s) par regroupement des puissances semblables de s dans la for-

mule f§n>(s) = F<n>(s -1+ 1.

2. Relation entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction

génératrice de Poisson

Nous allons &tablir dans cette section 1l'existence d'une relation entre
la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction génératrice de
Poisson, contrairement, toutefois, a 1l'affirmation énoncée par Hwang et Hwang [5],
et nous les citons 3 ce sujet: "Since no relationship can be found between the
probability generating functions of the Poisson case and the Linear §ractionnal
case, the Stiglen's estimator will not be suitable for the Poisson offspring case
and the MLE in the Poisson case will be gound by this papen."

A(s-1)

Soit Y¥(s) = e la fonction génératrice de Poisson avec A > 1 .

Nous savons, d'aprés le théoréme fondamental de Galton-Watson, qu'il existe un

qe (0,1) tel que Y¥(q) = q .

Soit ¢(s) = q+ (1 - q)s dod ¢~ F7(s) = %5% . Définissons

g(s) = o)) . (12)
Nous avons ainsi

e (Ulq} S -1
g(s) = XQE—“——szﬁaj—*ﬂ

2 3

3
AT L2 22
= Ags + q(1 - q) TS+ q(l - q) FT St .. (13)

puisque A(1 - q) = -£nq .

QS

Soit f(s) = ﬁ]ﬁ

qui est du type fractionnaire linéaire et qu'on

peut exprimer sous la forme

£(s) = Aqs + Aq(l - AQ)s? + Aq(L - AQ)%sS 4 ... (14)
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Notons que f'(1l) = Xé—, et &nongons le lemme suivant.

LEMME 4. Si
A>1, alors Aq < 1. (15)

DEMONSTRATION. On a Aq = ¥'(q) < 1 puisque Y¥'(q) est la pente de la tangente
au graphe de V¥(s) pour s = q <1 et que ce graphe croise en (q,q) 1la droite

de pente 1 qui passe par l'origine.

~

Revenons au probl&me posé au départ et qui consiste & trouver une rela-
tion entre la fonction génératrice fractionnaire linéaire et la fonction généra-
trice de Poisson. Nous pouvons trouver une telle relation en posant d'abord le

probléme suivant:

P 2
Nous voulons trouver une série h(s) = €S + CpS ..., ¢ # 0

telle que
g(s) = K (Eh(s)) . (16)
En résolvant ce probléme, nous aurons alors
¥(s) = BV (£0H(5))) (a7
en prenant
H(s) = h(o“ 17 () . (18)
En effet, nous pouvons vérifier 1'équation (18) comme suit:
A partir de (12) et de (16), nous avons
g(s) = 060 = T ERE))
ou

o evog=n o fon. (19)

~

Multiplions & gauche par ¢ 1'équation (19):
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\}’oq):q)oh o foh. (20)

Multiplions & droite par ¢<_1> 1'équation (20):

<-1>

Y=¢oh o foho¢ L7, (21)

1> <-1>

En prenant HY = ¢o h et H=ho <l dans (21), nous avons bien (17
¢

C'est précisément la fonction H(s) qui permet d'exprimer la relation
entre la fonction gén&ratrice fractionnaire linéaire f£(s) et la fonction géné-

ratrice de Poisson V¥ (s) .

~

Voici maintenant un lemme fondamental relatif au probl&me posé 3

1'&quation (16).

. 2
LEMME 5. Soient A(s) = a;s + a,s” + ags” 4 ..., A $0 et
_ 2. 3 ~ _ ' . Vg
B(s) = bls + bzs + b3s + oee. b1 # 0, ot a; = b1 n'est pas racine de 1'uni
té. Alors il existe une série
h(s) = ¢,s + ¢ PR c, $0 (22)
-1 2 3 Tt 1 ’
telle que
<-1
B(s) = "7 (A(h(s))) . (23)

De plus, les coefficients de h(s) dans (22) dépendent du premier coefficient
¢ % 0 qui peut &tre choisi arbitrairement, et des coefficients de A(s) et
B(s)
DEMONSTRATION. L'&quation (23) est &quivalente 3
h(B(s)) = A(h(s)) . (24)
k

En explicitant le coefficient de s dans les deux membres de (24), nous trouvons,

pour k =1,2,3,...
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blc1 = a,¢
2 _ 2
blc2 + b2c1 = a;cy) +¢] (25)
bic, + 2b.b,c, + b,c, = a,c, + 2a,c,c, + a c3
173 17272 371 173 27172 371
bk comb. lin€aire de ( ) = 1lynd )
1%kt . C15Cysn+e5C 1) = 3,y tpolyndme en (cl,cz,...,ck_1
En résolvant pour x (tenant compte de a; = bl) , nous obtenons
¢, = —1—P (c;,c ¢, 1) (26)
k k k71272202 vk-17 2
-

ol Pk(cl,cz,...,ck_l)

sont des polynOmes en 315850 .-

est un polyndme en

’ak’bl’bZ”

cl,cz,...,ck_1 dont les coefficients

.,bk .

Comme a; + 0 n'est pas racine de 1'unité, a? - a $ 0 pour k > 1.

Nous pouvons donc (& cause de (25)) choisir y # 0 arbitrairement et ensuite ré-

soudre successivement pour

“k

d 1'aide de (26) de fagon unique pour k = 2,3,...

Des &quations (13) et (14), nous avons que le coefficient de s est Aq
qui est + 1 d'aprés le Lemme 4. Nous pouvons donc prendre f£(s) = A(s) et
g(s) = B(s) qui satisfont précisément les conditions du Lemme 5. Par conséquent,

1'équation (24) prend la forme

h(g(s)) = £(h(s)) ,
ou
(-€nq)s
e - 1. . __ Agh(s)
% Ly ey T - (1= AQh(s) (27)

En explicitant (27), nous avons
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1 Aqe,s
z c (Xq[e(-znq)s - 1])n = k21 ‘ - (28)
S, 1 (-£na) N
n=1 i+ ) Agq-1)cC.s
j=1 J

A la page 824 du livre d'Abramowitz et Stegun [1], nous trouvons

8
"

- 1)n = n!

I~
RS
S
Hlﬂ
-

ol les $; sont les nombres de Stirling de la seconde esp&ce. L'&quation (28)

s'écrit donc

z $1 —ﬂng)
] c A"y | iR ~ = (29)
nz1 (-€nq)
En rassemblant les puissances semblables du membre de gauche dans (29), nous
obtenons
) chksk
-En k21
z((—i.qun(mqm o ) - :
i>1 : 1+ J (Ag-1)c.s?
. ‘ . 321 ?
R.
i
Nous avons donc d trouver les €CsCz3Cysere, €N considérant
(] RshH+ I (q- Dejs)) = ] xqcksk ) (30)
izl j21 k21

~

Remarquons que 1'équation (30) est difficile 4 résoudre, mais la solu-
tion demeure cependant réalisable avec quelques efforts. Par conséquent, nous
pouvons formellement affirmer qu'il existe une relation entre la fonction généra-
trice fractionnaire lin€aire et la fonction génératrice de Poisson. Une fois
qu'on aura obtenu cette relation, nous aurons alors obtenu la série h de 1'équa-

tion (16), et nous serons en mesure 3 ce moment de trouver la série H de 1'équa-

tion (18), car les deux séries, h et ¢ , sont connues.
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L'idée importante qui se dégage derriére ce travail théorique est de
pouvoir trouver les fonctions itérées Wn(s) qui sont alors données par

(£, (H(s)))

Wn(s) - H<-1>

Ainsi donc, 1'énoncé de Hwang et Hwang au sujet de la non existence
d'une relation entre la fonction génératrice fractionnaire lin€aire et la fonction
génératrice de Poisson nous semble non fondée; car le présent article montre
l'existence d'une telle relation. Il en est de méme de leur refus d'utiliser
1'estimateur de Stigler (initialement trouvé pour la distribution géométrique)
ajusté pour le cas de Poisson (i.e., avec moyenne et probabilité d'extinction
d'une distribution de Poisson). En effet, la simulation réalisée dans le mé€moire
d'Ades [2] montre que l'estimateur de Stigler ajusté pour la distribution de

Poisson fonctionne trés bien puisqu'il est & une unité prés de l'estimateur a

vraisemblance maximale exact de la distribution de Poisson.

Quant aux rapports qui existent entre 1l'article de Labelle [6] et notre
travail, nous pouvons les résumer ainsi. En utilisant les opérateurs différen-
tiels, les coefficients indéterminés et les suites de type binomial, Labelle con-

. sz <n> 2
sidére les itérées H ~(s) des séries H(s) contenues dans 1'ensemble

2 3 )
S = {H(S) = ¢ s + ¢,8° + ¢,87 + ... | c, = 1}

des séries formelles dites '"normalisées'. La variable d'itération n y est méme
remplacée par une variable complexe quelconque (itération continue). Parmi les
nombreux résultats qu'il obtient, mentionnons en particulier les deux résultats

suivants:

A. Les H e S sont en bijection avec les w ¢ 0(52) ol

s2 +Q 3 + ...)})

0(52) = {w(s) = s(ays + o 3

2
via

d
w(s) 5—
H(s) = e ds s .
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Cette bijection est décrite de plusieurs facon et des formules (et récur-

rences) explicites permettant de la calculer sont données.

B. Une méthode explicite permettant de décider si deux séries normalisées
G et Ke S sont conjuguées (i.e., 3H ¢ S telle que G = H P o K o H) est
donnée sous forme d'un déterminant qui ne fait appel qu'd un nombre §ini de coef-

ficients de G et de K .

Le texte de Labelle se termine par une liste de six problémes dont le troi-

sidme consiste & adapter ses méthodes au cas des processus de ramification.

Le présent travail se situe dans le contexte de cette problématique.

Nous avons remplacé 1l'ensemble S par l'ensemble

§; = {F(s) = mys + mzs2 + m353 oo 0fm §1}

qui est mieux adapté & 1'étude des processus de ramification (de moyenne m, telle

1
que 0 m $ 1 et dont tous les moments existent). Notre Lemme 1 montre comment
s'effectue la liaison entre les F e S1 et les He S . Le Lemme 2 est essen-

tiellement un cas spécial de la formule (38) de [6]. Les analogues des résultats

A et B mentionnés plus haut prennent respectivement la forme du Corollaire 2 et

du Lemme 5 dans le contexte o S est remplacé par S1 .

Faisons, en terminant, la remarque suivante:

Le Lemme 5 permettrait probablement de montrer que la fonction génératrice

f de la plupart des distributions discr&tes est 1iée 3 la fonction génératrice

fractionnaire linéaire g par une relation du type f = h<-l> o goh.
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