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ELEMENTS FINIS ET FONCTIONS GLOBALES EN UNE DIMENSION'
Jacques Gélinas

En ajoutant 3 un espace d'éléments finis une fonction '"globale' (de support
étendu 4 tout le domaine), l'erreur de la méthode des €léments finis usuelle est ré-
duite de facon notable, sans que les calculs soient augmentés considérablement.
Cette modification, proposée par [Mote, 1971] est appliquée ici & un probléme mod€le
aux limites en une dimension.

1. Probléme modéle
Considérons le probléme aux limites sur [0,1]

-u'(x) + Azu(x) =2, 0<x<1,

u(0) = u(l)

"
[}
-

dont la solution est

u(x) =x(1 -x), si A=0

cosh()\) -1
sinh(A)

—%—[l - cosh(Ax) +
A

sinh(Ax) ] , si A$0.

I1 est bien connu [Ciarlet, 1978] qu'en définissant sur 1l'espace fonction-
nel HO (formé des fonctions de LZ(O,I) admettant une dérivée au sens des dis-

tributions dans LZ(O,IJ et s'annulant en 0 et 1) les formes

! Projet Aupponté par CRDev, fonds no 3610-639.



6 Eléments finis et gonctions globales en une dimensdion

1
a(u,v) = J fu'(x)v'(x) + Azu(x)v(x)]dx s
0

1
(f,v) = J 2v(x)dx ,
0

on obtient, comme problémes &quivalents:

a) J) = %a(u,u) - (f,u) = MIN! ;

UeH0

b) a(u,v) = (f,v) pour tout v e HO s, Ue€ HO .

Le probléme a) cherche la fonction u e HO qui minimise 1'énergie poten-

tielle J(u) . Le probléme b) cherche la fonction u ¢ H0 qui annule la différen-

tielle de J(u)
DJ(u) o v = a(u,v) - (f,v) =0 .

C'est 1'équation des travaux virtuels. Si u est la solution, on utilisera plus

loin

M= -2J() = (f,u) =1/3, si A =0

2on - 2tamm @y, si A ko
A

2. Espace d'éléments finis

Considérons 1'espace vy formé des fonctions linéaires par morceaux sur

~

une partition uniforme de norme h = 1/n , continues et nulles 4 la frontiére.
Pour base, on choisit 1l'ensemble des fonctions ''chapeau' ¢i , 1 <i<n-1,

définies par
¢;(ih) = 1
¢;(Gh) = 0, jfi, 0<j=<n

N linaire et continue.



Jacques Gelinas

s

I1 est 4 noter que ¢i est non nulle seulement sur [ (i - 1)h,(i + 1)h] c'est-a-

dire sur les deux sous-intervalles adjacents & ih .
Pour obtenir une approximation de la forme

n-1
B ) = § e,

i=1

on détermine les ¢; = uh(ih) par 1l'équation des travaux virtuels (méthode de

Ritz-Galerkin):
L oalg,0 00 = (£4,) , l<i<n-1.

Le systéme linéaire obtenu a la forme (pour n = 5)

c1 <, c3 c4 Constantes
P Q 0 0 2h
Q P Q 0 2h
0 Q P Q 2h
0 0 Q P 2h
oll
2
_ 2 2hA
P—B—“F 3 N
2
1 hA
R

La matrice du systéme est tridiagonale, symétrique et définie positive. Il est i

noter que la méthode des différences finies donnerait un systéme semblable, mais avec

+ Azh ,

=
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Le systéme est résolu par élimination de Gauss sans pivotage (parce que la matrice
est définie positive) adaptée aux systémes tridiagonaux [Conte, de Boor, 1972,

p. 121] pour minimiser 1'occupation de la mémoire.

3. Eléments finis et fonction globale

Considérons 1l'espace VK obtenu en ajoutant a Vh la fonction ''globale"

IA
=

IA
=

w(x) = x(1 -x), 0
Pour obtenir une approximation de la forme

n-1

W) = ] e, () + G,

i=1

on détermine les ¢y ainsi que G par 1'équation des travaux virtuels:

n-1
jzl a(dy.0;)cy + Galw,05) = (£,6;) , l<i<n-1,
n-1
Y a(d.,wc. + Ga(w,w) = (£,w) .
j=1 J J

Le systéme linéaire obtenu a la forme (pour n = 5)

¢ c, g 4 G Constantes
P Q 0 0 Al 2h
Q P Q 0 A2 2h
0 Q 13 Q A3 2h
0 0 Q P A4 2h
A1 A2 A3 A4 AO B0
ol
2
_1 A 21
Bo=3*30> B3>
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2 h?
A; = 20+ APRCERQL - iR) - B 1

IN
=
A
=]
1
-
-

et P, Q ont été définis plus haut. La matrice est toujours symétrique et défi-
nie positive mais se révéle mal conditionnée: déja pour h = 1/3 , le rapport

/X

A . des valeurs propres dépasse 400 . Il n'est donc pas recommandé d'utili-
max’ min

ser 1'élimination de Gauss. La méthode itérative de Gauss-Seidel se révéle aussi
inapplicable: pour n = 4 , il faut 100 itérations pour obtenir G & trois déci-
males en utilisant le facteur de w = 1,5 . Cette méthode peut &tre modifiée pour

accélérer la convergence [Wilson, 1977].

Notons que le systéme précédent a la forme:

=T
A A0 G BO
ol
_ T
X = (ApseenA D0

B = (2h,...,20)" ,

[N CHPPRTI I R

et K est la matrice (de rigidité) de la méthode des €léments finis usuelle. Si

1'on détermine les coefficients de la méthode des €léments finis usuelle par

KEO =3,

et un autre ensemble de coefficients par

KEl = -k,

on vérifie directement que la solution du systéme total est

B, - KTEO

A0 + KTEI

s
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t=0C +cC .
0 i

11 suffit donc essentiellement de résoudre simultanément deux systémes linéaires
tridiagonaux et de calculer deux produits scalaires: ceci nécessite environ 10 n
multiplications ou divisions au lieu de S n dans la méthode usuelle des &léments

finis sans fonction globale. Dans les cas plus complexes oll la matrice K n'est

pas tridiagonale, on pourra résoudre les deux syst@mes par itération puisque la ma-
trice K est mieux conditionnée. Cette méthode de solution permet de connaltre
sans coit supplémentaire la solution des &léments finis sans contribution de la

fonction globale.

4. Etude de 1l'erreur en énergie

a) Si U, € Vh est la solution de 1'équation des travaux virtuels, con-

sidérons 1l'erreur en norme de 1'énergie
Eh = a(u - U u - uh)
= a(u,u) - 2a(u,uy) + a(u,u)
= (f:u) - Z(f)u-h) + (f;uh)
=M - Mh

1

M, = (fyu) = [0 2y, (x)dx

De la méme facon, si ux € Vﬁ est la solution de 1'équation des travaux virtuels

_ W w
E, = a(u - up s U - uh)

1
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1
= | 2u¥(x)dx .
=]

Enfin, il est bien connu [Schultz, 1973] que, pour ce probléme modéle,

Eh = inf a(lu-v, u-v
vth

2 1
A . 2

< (1+%5) inf J [u'(x) - v'(x)| “dx
kit ve V. 0

h

2 .21 2

<1+ A—J h |u"(x)[2dx < —i-(l + é—DShz .
27 2 2 2
m il 0 T il

b) 1I1 est facile de déduire th€oriquement une majoration de 1'erreur

tout en obtenant une approximation du coefficient de la fonction globale.

wo_ W w w
Eh-M-M.h—a(u-uh,u—uh)
=inf a(u-v, u-yv
VGVK
= inf inf a(u - Gw - v , u - Gw - v)
G veV
h
2 2 (2
<infl + 2 1 juneo - ewr x| %ax .
27 2
G kit m ‘0

Minimisant par rapport & G 1'intégrale, on a

2
_ A
Cpin =1 -7 M>
et
2 4
w 4x7 .2
Eh5(1+—7)'—4h .
™ m

D'autre part, si on utilise seulement la fonction globale, on calcule

W

_1_10
M';«M—S 5

10 + A

D'ol

11
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C'est 14 une trés bonne approximation:

A G calculé (n = 32) 1 - A;-%-——lg——f
10 + A

0 1,0000 1,0000

1 0,9242 0,9242

2 0,7615 0,7619

4 0,4894 0,4872

c) I1 est possible de réduire les calculs en utilisant la valeur G*

prédite en b). Il suffit alors de résoudre un seul systéme tridiagonal:
Ke* = B - G*R ,

et de poser

n-1

*w— * *
ury = 121 cro, + G .

Les valeurs obtenues pour M*K = (f,u*;) indiquent que le minimum de la fonction-

nelle J(u) est peu sensible au choix du coefficient de la fonction globale.

A M (o= 32) M*: (n = 32)

1 0,30306 237 0,30306 238
2 0,23840 235 0,23840 244

4 0,12944 019 0,12944 362

d) Résultats numériques. Les résultats suivants, pour A =1 , ont €té
obtenus avec un ordinateur PDP 11 en double précision (16 décimales de précision).

Ils montrent que l'erreur E, estau moins 750 fois supérieure & 1'erreur E; .
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n=nht B, (%) G B (9 | /e
2 24 0,92040 | -0,06 3970
4 -6 0,92327 | -0,06 995
8 - 1,5 0,92399 -0,02 806
16 - 0,4 0,92417 -0,005 768
24 - 0,2 0,92421 -0,002 761
32 - 0,09 0,92422 | -0,001 759
40 - 0,06 0,92422 | -0,0008 758
48 - 0,04 0,92423 | -0,0005 757

I1 est 4 noter que l'utilisation de la fonction globale avec deux &léments linéai-
res fournit une erreur en &nergie plus petite que 40 &léments sans fonction globale.
Lorsque X crolt & partir de 1, le coefficient G de la fonction globale décroit
de 1 vers z&ro et le rapport E;:/Eh décroft aussi. Cependant, méme pour A = 4 ,
il faut encore 36 €léments usuels pour obtenir la méme précision que deux &léments

avec fonction globale.

5. Autres fonctions globales

a) La fonction globale w(x) = x(1 - x) satisfait 1'équation différen-
tielle pour A = 0 exactement, ce qui explique les bons résultats obtenus lorsque

A est petit. Si on essaie la fonction globale

s(x) = sin(mx) ,

1'erreur E; est nettement plus grande que EK : pour A =1, par exemple, le
rapport Eh/E; est inférieur 3 5 : le facteur de réduction de la majoration

d'erreur,

1
inf j lu"(x) - Gs"(x)|%dx ,
G 0

est minime comparé & celui de w(x) . Il para?t donc nécessaire de bien choisir

la fonction globale utilisée.
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b) Pour les problémes & plusieurs dimensions, il est souvent difficile
de trouver des fonctions globales qui satisfont les conditions aux limites: c'est
13 1'inconvénient majeur de la méthode de Ritz-Galerkin classique n'employant que

des fonctions globales. On peut alors songer d utiliser des fonctions globales de

support intérieur au domaine.

Considérons, pour notre probldme moddle, 0< t < i ,

W) = (x -1 -x-1t), t<xs<1-t

=0, autrement.

Cette fonction appartient a HO sans &tre dérivable deux fois: 1'analyse de 1'er-
reur faite en 4b) ne s'applique plus ici. Les résultats numériques indiquent que

le rapport

w
_ t
R(t) = Eh/Eh ,

décroft lorsque t croft a partir de 0, avec des pics aigus, d'amplitude décrois-
sante, 4 chaque fois que t coPncide avec un noeud des &léments finis. Pour certai-
nes valeurs de t , 4 1'intérieur d'un €lément, le coefficient G est méme nul, ce
qui implique R(t) = 1 . Donnons comme illustration les valeurs suivantes pour

A=0, h=1%.

t G R(t)
0,0 1,000 -

0,05 0,032 | 1,005
0,1 -0,108 | 1,04
0,2 -0,014 | 1,00
0,24 0,517 | 1,25
0,245 0,711 | 1,45
0,25 1,042 | 2,14
0,26 0,781 | 1,43
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I1 semble donc trés avantageux d'utiliser comme support de la fonction globale un

ensemble d'éléments finis, si nécessaire intérieurs au domaine.

c¢) Notons enfin qu'il est possible d'utiliser d la fois plusieurs fonc-
tions globales. Ceci se réve€le utile dans les problémes avec singularité [Strang,

Fix, 1973].
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