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APPROXIMATION FILTRANTE DE DIAGRAMMES FINIS PAR Pro-C 

Carol V. Meyer 

0. INTRODUCTION 

Il est connu que tout foncteur F d’une catégorie C dans les ensembles est 

une colimite de foncteurs représentables: F = colim C(C, -) où diagr(F) = (CIF) 
Diagr(F) 

est appelé le diagramme de F . Par conséquent, si on identifie C à une sous- 

catégorie pleine de (EnsC)OP par le foncteur d’YonGda, F est une limite d’oh- 

jets de C (‘a isomorphisme naturel près). 

Nous nous proposons ici de nous concentrer sur le cas où F est un pro-objet 

de C , c’est-à-dire une limite cofiltrante d’objets de C . Dans ce cas, nous 

montrons que si A est une catégorie finie sans boucles (i.e. dans laquelle le 

domaine et le codomaine de tout morphisme qui n’est pas une identité sont dis- 

tincts), nous avons une équivalence de catégories: 

Pro-CA % (Pro-C)’ . 

Ce théorème est une extension du “théorème d’approximation uniforme” cité 

dans [ 11, et dont une esquisse de démonstration est donnée. D’après ce théorème, 

tout diagramme de type A dans Pro-C peut être “approximé uniformément” par une 

famille de diagrammes de C . 

Il est intéressant de remarquer que les catégories équivalentes Pro-C A et 

(Pro-C) A sont des sous-catégories pleines de Ens (“) et (E sc)’ N EnsCxA n - res- 

pectivement, qui ne sont pas équivalentes en général. 



Du point de vue pratique, ce résultat peut être utilisé pour étendre à 

Pro-C des propriétés de C comme l’existence des limites et colimites finies, ce 

qui est fait dans Cl]. 

Dans le cas où C est une categorie cartésienne (à limites finies), nous 

étendons ce résultat au cas où est une categorie finie quelconque, en utili- 

sant une démonstration complètement différente: nous montrons que les endo-fonc- 

teurs (-) A et (-) AoP de Cart, la grande catégorie des catégories cartésiennes 

sont adjoints (à droite et à gauche) l’un de l’autre, et nous en déduisons le ré- 

sultat cherché en utilisant le fait qu’un pro-objet de C est un foncteur exact 

à gauche C -+ Ens donc un élément de Cart(C,Ens) . 

Finalement, nous donnons un contre-exemple dans le cas où C n’est pas car- 

tésienne et où A a une boucle (A = 2/22) . 

L’auteur tient à remercier André Joyal d’avoir supervisé la rédaction du pré- 

sent article, et sans lequel sa publication aurait été impossible. 

1. CONCEPTS FONDAMENTAUX 

VE&Lnfion. Une catégorie 1 est dite cofiltrante si et seulement si elle 

vérifie les deux conditions: 

(i) Pour tout couple d’objets i et j de 1, il existe un troisième ob- 

jet k et deux morphismes: 

(ii) (Unicité essentielle). Pour tout couple de morphismes parallèles a et 

B : i $ j , il existe un objet k et un morphisme 

Une catégorie 1 

k-t i qui égalise a et 
B l  

est cofiltrante si et seulement 

si tout diagramme fini est la base d’un cône. 
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Remarquons d’abord que (i) et (ii) sont des cas particuliers 

de la propriété caractéristique. 

Pour montrer la réciproque, considérons un diagramme fini A de 1 . Par 

récurrence sur le nombre d’objets de A et en utilisant la propriété (i), nous 

pouvons dominer tous les objets 61,$, . ..,8n par un même objet k de 1 . On 

obtient un nouveau diagramme : 

Maintenant , pour chaque morphisme a de A , a : 61 -+ 62 , on obtient un 

triangle: 

qu’on peut rendre commutatif en appliquant l’unicité essentielle (ii) à y2 et 

a 0 Y 1 l  

En répétant (récurrence) cette opération successivement pour tous les 

morphismes de A , on obtient un cône de base A . 

Remanque. 

au diagramme 

Cette construction permet d’ajouter un sommet “pseudo-initial” 

A 9 dans le sens qu’on peut construire 

vers certains objets de 

et des morphismes de 

k 

A 9 mais pas nécessairement tous, et rendre certains mais 

pas nécessairement tous les triangles 

k 

commutatifs. 
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On peut ainsi compl&er en un diagramme fini de type quelconque 

tel que: 

1) A est un sous-diagramme plein de Al , 

2) 

domaine 

k est un sommet pseudo-initial 

k) Y 

3) IA,1 = IA1 u(k). 

Un foncteur F 

Al 

(A 1 ne contient pas de morphisme de co- 
41 

d’une catégorie cofiltrante 1 dans une catégo- 

rie J est dit cofinal si et seulement s’il vérifie les deux conditions: 

(i) Pour tout objet j de J , il existe un objet i de 1 et un morphisme 

F(i)-+j . 

(ii) Pour tout couple de morphismes parallèles a,f3 : F(i) + j , il existe un 

objet k 1 et un morphisme y : k -+ i 

B : F(k) - F(Yi F(i) ---%> , j . 
B 

tel aue F(Y) égalise a et 

1) Dans ces conditions, J est aussi cofiltrante. 

2) Si 1 est une sous-catégorie pleine de J 9 alors, pour le foncteur 

d, inclusion, (ii) est une conséquence de (i) . 

P&U+&%~ cclttac&?hbtique. Un foncteur F : 1 -+ J est cofinal si et seule- 

ment si pour tout foncteur L de J dans une catégorie telle que lim LF exis- 

te, alors lim L existe aussi et le morphisme canonique lim L -+ lim LF est un 

isomorphisme. 

La démonstration de cette proposition, dont une variante est donnée dans 

12, Ch. IX, $31 et CII, est laissée au soin du lecteur. 

NU&L Les concepts de catégorie cofiltrante et de foncteur cofinal sont les 

concepts duals de ceux de catégorie filtrante et de foncteur final qui sont étu- 

diés dans un cadre plus général dans C 21, 



39 

2. LA CATEGORIE Pro-C 

Etant donnée une catégorie quelconque c 9 notre but est d’ajouter (de façon 

universelle) les limites cofiltrantes d’objets de C que nous appellerons pro- 

objets de C . 

a) Première caractérisation de la catégorie Pro-C . 

(i) Un objet de Pro-C (ou pro-objet de C ) est un diagramme cofiltrant 

c 9 c* est-à-dire un foncteur x : I-4 où 1 est une (petite) catégorie 

cofiltrante. 

NOUS écrivons : X = (Xi) ici . 

(ii) Si X = (X.) 1 ie1 et Y = (Y.) 
3 +J , posons: 

(Pro-C)(X,Y) = lim colim (Xi,Yj) . 

Jo* I”p 

Au lieu de vérifier que Pro-C est une catégorie, nous allons la caractériser 

comme sous-catégorie pleine de (EnsC)OP . 

b) Deuxième caractérisation de la catégorie Pro-C . 

p.kopoa/iZk0n. Pro-C est équivalente à la sous-catégorie pleine de (EnsC)OP 

dont les objets sont des colimites filtrantes de foncteurs représentables dans 

Ens C ou des limites cofiltrantes de foncteurs représentables dans (Ensc)OP . 

V~rnana~~n. (i) (Pro-CI 4 lEnsCI = ((EnsC)oPI et 

x = (‘i)i~I e X(-) = colim c(x,,-) l+ X(-) q lim C(X,,-) . 

1 OP 1 

(ii) Soit X = (X.) i 551 et Y = (Y.) 
J je1 l  

Alors 

(EnsC)OP IX(-) ,Y(-)> 2 Pro-C(X,Y) puisque 
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f: colim(Xi,-) f colim(Y.,-) 

IOP JOP 
3 

f : 
. (fl) 

jcJop 
où colim(Xi,-) CJ (Yj,-) 

IOP 
(Yonéda) 

vo> j 
où fo 

jcJop 3 
E colim(Xi,Yj) 

f" E lim colim(X Y.) 
OP IOP 

i' J 

J 

Canctuhiun. En identifiant les objets C de C aux foncteurs représenta- 

bles C(C,-) , nous obtenons la situation suivante: 
. 

c ‘Pleine> pro-C ‘Pleine > (Ensc)Op avec la propriété que tout pro-objet de C 

est une limite cofiltrante d'objets de C . 

c) Troisième caractérisation des pro-objets de C . 

P8.0 puktiun . Si X(-) est un foncteur C + Ens , X(-) est un pro-objet 

si et seulement si son diagramme Diagr(X) est filtrant où Diagr(X) = (CIX) 

défini par IDiagr(X)I = {(C,a) : C E ICI , a E X(C)} , et un morphisme de 

Diagr(X) , f : (C,a) -+ (C1,aV) est un morphisme de C , f : C' -+ C tel que 

X(f)(aO = a . 

V&uMnti&n. Puisqu'on a pour tout foncteur X , 

x = colim C(C,-) dans Ens C 

Diagr(X) 

on a aussi 

X = lim C(C,-) c OP dans (Ens ) . 

CDiwe) > OP 

Donc, si Diagr(X) est filtrant, (Diagr(X))OP est cofiltrant. Donc X est 

pro-objet. Si X est un pro-objet, X = lim Xi où Xi E C est identifié à 

(Ensc)OP 
1 

CU,, -) dans . On a encore X = lim C(C,-) = lim C où (Diagr(X 

est 

I 

un 

11 OP 
I 

(Diagr u> > op w-cl 
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est vu comme la catégorie des morphismes: X+C. On a donc 

lim Xi =limC. 
ic1 c+-a 

Or 

1 N CX + Xi}i~I + (Diagr(X))OP , 

donc le foncteur d’inclusion est cofinal et par conséquent la catégorie 

(D%ru)) OP est cofiltrante. 

d) Quatrième caractérisation dans le cas d’une catégorie cartésienne. 

PmpanLtion. Si C est cartésienne et X est un foncteur: C -+ Ens , alors 

X est un pro-objet <=> X(-) est exact à gauche. 

l%honb~~an. (i) Si X est un pro-objet, alors X(-) = colim C(X. -) 
IOP 

1’ 

dans C (Ens ) où 1 est cofiltrante. Donc Iop est filtrante, Mais chaque 

W i>-1 P réserve les limites finies et le foncteur “colimite filtrante”, 

Ens IOP -+ Ens y commute (voir [2], Ch. IX, $2) . Donc X(-) est exact à gauche. 

(ii) Si X(-) est exact à gauche, alors: Si (C,a) et (V,a’) sont des 

obj ets de (Diagr (X)) OP = (CIX)OP , alors les projections 

sont préservés par w> 9 donc on a 

X@)(a,a’) = a 

X(7V)(a,al) = a’ . 

7T et 7~’ sont donc des morphismes de (Diagr (Xl 1 OP . De même, si f et g 

(La> z w  ,a’) sont des morphismes de magr VI 1 OP , et si EE C est l’éga- 

lisateur de f et g dans C , alors a E X(E) c----) X(C) puisque 
X(m) 

X(E) est 
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l'égalisateur de x If> et Donc 

f 

est un diagramme de Diagr(X) Où fm = gm . La catégorie (Diw-U) > OP est 

donc cofiltrante, et par conséquent Diagr(X) est filtrante. 

LE THÉORÈME D'APPROXIMATION UNIFORME 3. 

Rmakqu~! pttEh,&za&e. Si X = (Xi)ieI et Y = (Yi)iEI sont des pro-objets 

de C indexés par la même catégorie 1 et si f = (fi)i~I est une famille com- 

patible de morphismes fi E C(Xi,Yi) , alors f définit un morphisme de pro- 

objets f : X -f Y . En d'autres termes, on a une inclusion 

CI(X,Y) c Pro-C(X,Y) . 

Dans ce cas bien particulier, on peut dire que f est une limite cofiltrante des 

morphismes fi Cd e c 1 ou bien que f peut être imée par des morphismes 

de C . 

Dans le théorème d'approximation uniforme, nous montrons qu'étant donné un 

morphisme (ou un diagramme fini) de Pro-C , f : X -f Y , on peut ré-indexer X 

et Y par une même catégorie K de sorte que f soit équivalent à une famille 

cofiltrante de morphismes (ou de diagrammes) de C , donc à un pro-objet de c2  l  . 

kd 

Plus précisément, K va être la catégorie des morphismes de C qui représentent 

f dans le sens suivant: 

V&@ùa%n. Si X = (xi)i~I $ Y = ('j)j,J est un morphisme de pro-objets, 

alors un morphisme de C , 
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cp : XpY. 
J 

représente f si et seulement si le diagramme suivant commute dans Pro- 

En fait, nous montrons un résultat plus fort: 

ThQo~he d’appoxima&hn uk@une. Si A est une catégorie finie ne compor- 

tant pas de boucles (i.e. chaque morphisme qui n’ est pas une identité a un domaine 

et un codomaine distincts), alors le foncteur suivant définit une équivalence de 

catégories 

FA 
: Pro-C a S (Pro-C)A 

FA 
: (Di)i~I = ((X~)~~A)i,I » ((X~)i~~)GEA = (x~)~~~ . 

Déhon&tn~tion. Nous allons montrer successivement que 

a) Supposons comme hypothèse de récurrence que pour toute catégorie finie 

sans boucles AV ayant n objets, le foncteur FA, est essentiellement surj ectif. 

Soit A une catégorie finie sans boucles ayant n t 1 objets. Puisque A 

n’a pas de boucles, il est possible d’y trouver un objet pseudo-initial 0 dans 

le sens que A ne contienne pas de morphisme de codomaine 0 . Soit alors A’ 

la sous-catégorie pleine de A obtenue en supprimant l’objet 0 . A est donc 

“décomposable” en 0 , A1 et quelques morphismes (un nombre fini) de 0 vers 

certains objets de A’ . Symboliquement , nous écrivons 

A = (0 ----> A’) , 



Soit D = 6 &A (X ) un diagramme de pro-objets que nous décomposons 

D = (X0 ----> (yyEA' > . 

Par hypothèse de récurrence appliquée au diagramme (X ) 6 “” = D’ de type 

A’ 

mes de c : 

n sommets) , nous savons que D' est une limite filtrante de diagram- 

en d’autres termes, il existe une catégorie cofiltrante J telle que 

D' % '"; )iE J dans (Pro-C)” et D! = 
J 

CD!jIjcJ 
c Pro-C 

A’ 
. 

Vj E J . On a donc 

D’autre part, X0 est une limite cofiltrante d’objets de C : X0 = (X0) 
i ic1 ’ 

1 cofiltrante. 

Soit K la catégorie dont les objets sont les triplets (i,j,Dij) Où i E 1 , 

j E J , D.. E C A 
et D. 

13 lj 
est formé du sommet Xp , du diagramme D! et de 

3 
0 morphismes X. ----> D. 0 6 
1 J 

à raison d’un morphisme cp : X. -+ X. 
1 J 

pour chaque morphis- 

me f: x0+x6 de D 9 tel que représente f . 

Notons que le diagramme D. . 
13 

représente D . Les morphismes de K sont dé- 

finis de façon naturelle: h : (i,j,D..) -+ (i',j',D 
13 i’j’ 

) est la donnée de trois 

morphismes : 

a : i -f i* 1 

p:j-+j* de J 

T  : D.. + D de C 
13 0’ 

tels que 

0 
T  =xa : X;+x;, dans C 

-rA’ = D : D! + D! dans C A’ 
fi J J 

. 



C~JLO~ V, Meyen 45 

Pmpoamon 1. K est cofiltrante; 

((i) Soient (i’,j* ,Di, j,) et (i”,jt,Di,,j,,) deux objets de K . Puisque 

J est cofiltrante, il existe un j et deux morphismes: 

dans J , 

donc 

D! 
3 

dans CA' . 

Dans la catégorie Pro-C , nous avons le diagramme suivant: 

------------ ---__ > 

----------------------------------- > D! 
1 

Dans la partie droite de ce diagramme, les sommets sont les objets de C A’ ou de 

Pro-C*’ 4 (Pro-C)*’ . 

On a donc pour chaque 6 E A* un diagramme: 

En composant les projections X 6 6 + X. 
J 

(par exemple) avec les morphismes (du 

diagramme donné D ) X0 -+ X Ci , on obtient : 
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0 1 

Maintenant , si on réunit en un seul diagramme (fini) tous les diagrammes du 

même type que 0 1 pour tous les morphismes de D : X0 + X 6 , 8 E A* , ainsi que 

*y et *y,, avec leur projection, on obtient un diagramme de la catégorie vOlc) 

qui est cofiltrante puisque X0 est un pro-objet et (*O/c) s (Diagr(X’)) . OP 

Par conséquent, ce grand diagramme est la base d’un cône dont on appelera 

le sommet *y . 

En fait, comme nous l’avons remarqué, nous n’avons pas besoin que XT soit 

le sommet d’un cône. Nous pouvons nous limiter à construire un morphisme 

*y + xj pour chaque X0 -+ X 6 de D , de sorte que le diagramme Xp ----> D! soit 
3 

de type A . 

Concluaiun. Nous obtenons finalement le diagramme 

X0 ------------------------------------------- > D’ 

X if 

‘X ---m-m- ilf --------- _--_-_____ > D! 
J 

qui définit un objet (i, j,D. .) de K et deux morphismes 
13 

(i,j,Dij) 

(ii) Etant donnés deux morphismes parallèles 
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(i’, j’ ,Di, jr) z (il’, j”,Ditljl,) l  
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De façon analogue, nous obtenons d’abord un diagramme D! 
J 

et un morphisme de 

CA' : D! +D! 
3 J 

qui égalise les deux morphismes D!, z D!,, , et ensuite un objet 
J J 

X; et des morphismes tels qu’on ait le diagramme suivant: 

----------- 3 D! 
3 

. - 
f ! ;  .’ 

_ 

On a donc un morphisme de K : (i,j ,Dij) + (Y, j’,D i,j,) qui égalise les deux 

morphismes donnés, ce qui prouve l’unicité essentielle et termine la démonstration 

de la proposition 1. 

P2 : 
K : j J 
(i, j,D. .)+---+ j 

iJ 

Les f oncteurs “pro j ect ion” 

sont cofinals. 

K------+1 
Pl : (i,j,Dij)+--$ 1 et 

V&mo~&~on. (i) Montrons qu’étant donnés i* E 1 et j * E J , il existe 

un k = (il,j19Di j  > et deux morphismes 
1 1 

il+i et jl-+j. 

En utilisant le fait que la catégorie (X0 l c> est cofiltrante, nous pouvons 

compléter le diagramme 

x0 ---- ----+ D’ 

‘i D! 
J 

en : 
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ce qui détermine l'objet k = (il,j,D. .) avec D. 
llj 

= Xe ----> D! 
il' ll J 

(ici, 

. 
'1 = j) . Les morphismes cherchés sont il -+ i , induits par Xi 

1 
+ Xi et l'iden- 

tité j-+j. 

(ii) Etant donnés i*EI, j!EJ, (i,j,D. .> E K 
1' 

et les morphismes 

Ct,d :i,ji' et e,p' : j z j* , nous pouvons égaliser séparément a et a' Par 

~1 :i 1 -+ i et 6 et Bt par 61 : jl -f j puis utiliser (i) pour obtenir le 

diagramme 

Xi --------------------------------------------- ) D! 
3 

x0 x0 
a 

!! 
a' D' 

13 
J! 

D$I 

‘V 

x;t D!, 
3 

On a donc un objet 
(i,,j,D. l  1  

l2J 1 
et un morphisme bp2J B,) 9 

Ci ,j ,D. 2 1 12>jl 
) + (i,j,Dij) de K tels que a1 0 a2 égalise a et a' et 61 

égalise 6 et B* . 

Conc.ibabz. Considérons la famille (cofiltrante) /DL)kEK où pour chaque 

k= (i,j,Dij) , Dk = Dij = (Dy ----> D;) . La proposition 2 nous permet de con- 

clure qu'on a des isomorphismes naturels de pro-C et pro-C A' 4 (pro-c)" : 
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et 

De plus, à cause de leur naturalité, ils forment des carrés commutatifs avec 

tous les morphismes que constituent les flèches pointillées. 

On a donc un isomorphisme naturel de (pro-C> 
A 

Pl (k)P2 (k) 
“D 

ce qui prouve que 
FA 

est essentiellement surjectif, 

b, FA est pleinement fidèle. 

Voyons comment FA agit sur les morphismes: 

Soit f : D + E , un morphisme de pro-C A . f est un objet de (Pro CA)* - 

où 2 est la catégorie ê = (1 -+ 2) , qui nf a pas de boucle. Par conséquent, 

en appliquant la partie a) du théorème à 
Fâ : Pro-((CA)‘) -+ (Pro-CA)’ 9 on 

A 2 peut construire un pro-objet C = (Ck)kEK E Pro- ((C ) ) tel qu’on ait un iso- 

morphisme de (Pro-CA)’ :a: Fz (Cl 
f % (D + E) . 

Bien entendu, on a pour chaque k E K : Ck = (Dk f! Ek) dans CA et on a le 

diagramme 

D m..-’ ‘. 
(Dk)kcK 

f (fk)kcK 

;- d 
(Ek)kek 

qui est commutatif puisque @ est un isomorphisme naturel. 

On a donc aussi 

- , 
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et 

et 

puisque fk E 
A2 

cc > 

Appaximtian &iL&ante de &aghammeA 

Dk = (X$6EA et Ek = E 
uy A 

$J 6 : FA(E) =' FA((Ek)kcK) = ((Yk)kq()G'A 

. Par conséquent, il est naturel de prendre 

@ÙA davzn Pho-C 

t 

FA(f) = $-l 0 

Avec cette définition, il est clair que si g est un morphisme 

g : FA(D) + FA(E) 9 après composition avec q -l et VJ on obtient une famille 
6 &A 

cg > k kcK définie de manière unique, donc un unique morphisme gl = 6 &A (gk)k K 
E 

g1 : (Dk)k& ' IEk)k& donc un 

~{ i 
unique g2 : D WE tel que FA(g2) = g . 

Candtiian. FA étant essentiellement surjectif et pleinement fidèle, c'est 

une équivalence de catégorie Pro-C A A G (Pro-C) . 

4. CAS DES CATEGORIES ; LIMITES FINIES 

Dans le cas où C est à limites finies, le résultat (Pro-C)' % Pro-CA est 

valide pour toute catégorie finie A . De plus, il peut être démontré comme co- 

rollaire d'un théorème plus général: 
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7BW&??e. Si Cart est la catégorie des catégories à limites (à gauche) fi- 

nies et si A est une catégorie finie, alors les endofoncteurs (-)’ et (-) AoP 

sont adjoints (à droite et à gauche) l’un de l’autre. 

VEmuMnSttion. Pour préserver la symétrie entre ces deux foncteurs, nous al- 

lons utiliser la caractérisation de l’adjonction (-) A 
- (-) AoP 

par unité et 

CO-unité. 

1) Unité: 

rl : 1 + (-) AxAop 

2) CO-unité 

E : (-) AopxA -f I 

&Es 
: jgop"a -f fj 

w, -1 I-tp 

où IF est défini par 

3) Nous devons vérifier que les composés suivants sont des identités: 

(‘lA) 
A 

(i) AA > AAxAopxA FE(AA) > A 

Ah'-2)i ( - - 
N-1) +-> W3) >I 

OP 
2 3 A(-,)n l' 2 

> 

9 = A(-l) . 

AoP A 
(ii) BAop "(8 )> BAopxAxAop @B) , BA"P 

A(-2'-3l ( - - 
B(-1) c-----) B(-l) - I, 2 B(-,)a 2' 3 

> 

9 = B(-3) . 



Nous voyons que (ii) est la transformée de (i) en changeant en AoP ? 

ce qui était prévisible puisqu'on obtient (ii) à partir de (i) en interchangeant 

les rôles des deux foncteurs. 

Vu que A est une catégorie finie arbitraire, il suffit donc de montrer (i), 

c'est-à-dire: 

.,A(r)'( 

kj6 E A : A(6) s lim :_ 
f:6+I _.'..< 

A(r)A c6 9’) 

Pour prouver cette égalité, nous allons prouver que pour un XEA arbitraire, 

on a Hom(X,A(&)) % Hom(X,/A(-)A(6'-)) , ce qui revient à dire que A = Ens puis- 

que Hom(X,lim F) G lim Hom(X,F) et Hom(X,A(-r) A(69r') ?i? Hom(X A(T))'@'~) 9 . 

Un élément x de /A(-)A(s,-) est donc une famille (x ) u u:cj-+r satisfaisant 

rfz 14 
xu E A(codom u) = A(T) et la relation de compatibilité: pour tout f : o + T , 

par conséquent, on a 

Vf E A@,&) Vv E A(6,o) A(f)xv = xfoV . 

En particulier, si on prend CT = 6 et v = l6 ; on a 

Vr E IA1 Vf E A(Qr) A(f)xl 
6 

= xf . 
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On a donc une correspondance bi-univoque: 

A(6) + /A(-)‘@‘-) 

a f+ (A(f)(a))f A(6 T) = E (’ ) 9 u ucA(8,~) ’ 

Conc&kon. On a bien 

jlil.>nla,l.ial] , 
ce qui termine la démonstration du théorème. 

CUkUUe. Si C est une catégorie à limites à gauche finies et A est 

une catégorie finie, on a Pro-C A 2 (Pro-C)A . 

PEmutitition. A cause de 1 *adjonction précédemment démontrée, on a 

(1) (Pro-CA)OP fL A”p = Cart (CA ,Ens) GY Cart(C,Ens ) . 

D 1 autre part, on a aussi une équivalence 

(2) Cart (C,Ens) A”p z Cart(C,Ens A”p ) 

qui est la restriction aux foncteurs exacts à gauche de l’équivalence 

c A”p 
@ns 1 r> EnsCxAoP s (EnsAoP)C 

Finalement, le lemme suivant nous fournit une troisième équivalence: 

femme. Si A et B sont deux catégories, on a un foncteur involutif donc 

une équivalence 

cp : A(“‘) F ( (A”Pjg) OP . 

En appliquant ce lemme à A = Cart(C,Ens) et ?3”*= A , on obtient 

(3) Cart (C,Ens) A”p ? ((Cart(C,Ens) ) ) = OP A OP N ((Pro-C)A)op . 



Condtiion. En combinant les équivalences (1), (2) et (3), on obtient 

A op (;) AoP (2) 
(Pro-C ) = Cart(C,Ens ) 2 Cart(C,Ens) 

A”p c3) 
- ((Pro-C)A)op r 9 

donc 

PEmovtntia%h du &emme. @ est défini de manière suivante: 

(i) Pour F E A (gopI > 

Q (F) F: 
r JB \ 
i f 

F(B) 

(F(fop))Op l  

Notons que si f E 73(B,B') , alors fop E Bop(B',B) . Donc 

F(foP) E A(F(B*),F(B)) et (F(fop))Op E AoP(~(~),~(~')) . 

On a donc bien fu= Q(F) E 1 (Aop)B( . 

OP 
(ii) Pour cp E A (' )(F,G) , O(C~) = G : Q(G) -+ Q(F) est définie par: pour 

chaque B E 8 , GB = qip E Aop(~(~),F(B)) . Vérifions que $ = Q(C~) est naturel- 

le. 

Si f E g(B,B*) , alors foP E BoP(Bf,B) , donc on a 

F(B') d>G(B') 

F(foP) /, dg A 1 G(foP) . 

F(B) > WI 

Donc 

F(foP)Op c 2 
dans AoP 

1 

G(fop)Op . 

'PB'P 
G(B) 
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Le deuxième diagramme pouvant être réécrit: 

Il montre que ;e= WP) est une transformation naturelle @(cp> : D(G) -+ @(F) . 

Contiunion. @ est bien un foncteur pop1 -+ ((Aop+$Op qui est visible- 

ment involutif; c'est donc une équivalence. 

5. CONTRE-EXEMPLE DANS LE CAS OU A A DES BOUCLES 

Nous donnons ici un contre-exemple de la propriété duale A Ind-(C ) 2 (Ind-C) A 

2 dans le cas où A est la catégorie Z2 : * 5’0 où o = 1, et a ;r 1, . 

Ici Ind-C est la catégorie des Ind-objets de C c’est-à-dire des colimi- 

C OP 
tes filtrantes de foncteurs représentables dans Ens qui contient C par le 

foncteur d'Yonéda. 

Nous considérons la catégorie B dont les objets sont les boules unité de 

toute dimension n E IN et dont les morphismes sont les inclusions in et leurs 

opposés s = -in . n 

n 2 
Bn = ((Xl,***,X,) 9 C Xi ’ 1) 

1 

S ,i n n : B + Bn+l n 

i : (x n 1 3***9 xn> l+ (x,, . . . , X n, 1-x=; l/- 

s : (x 1 >""XJ * (-x1 9***9 -X - i-q--q . J n n' 

Pour alléger les notations, nous écrirons i et s , au lieu de in et sn . 
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Notons que 

1) Im(i) c Sn. et Im(s) c Sn ; 

\ 
2) i 2 (xl,. . . ,xn) = (xl,. . . ,xn , J 

2 l-xl.. .xn , 0) = 2 
s (x,,...,q 

- (x 
2 2< 

1 ¶g**) X / n , 1 l-X1...-Xn , 0) ; 

3) i 0 s(xl, . . . ,xn) q s 0 i(xl,. . . ,xn) = (-xl, -22‘ 
. . . , -xn , -j,-xlo l  

. xJ  @ 

On a donc les relations 

i2 = S2 = -i 

et 

i=s 

S i 

. 

Il est évident que la catégorie B n’a pas de colimites finies puisqu’elle 

n’a ni coproduits finis, ni coégalisateurs. Par contre, on peut remarquer que les 

idempotents y sont trivialement scindés puisqu’il n’y en a pas d’autres que les 

identités. 

Considérons la sous-catégorie filtrante de 73 obtenus en supprimant les 

morphismes s 

. . 
BO $ Bl 5 B2 -f . . . -+ Bn -f . . . 

Soit Sm = colim B = 1 (Qn& 9 xn = 0 Vn 0 et Oo 2 >> n 1 
0 

xn = 1) . 

Comme le montre le diagramme ci-dessous, SO0 définit un ind-objet sur 8 

et la famille des morphismes s définit un endomorphisme involutif o : Sm -+ Sw , 

qui est en fait l’application antipode. 

. . 
BO & Bl 1 B2 -- B3 - . . . -----3-s CO 

2 -7B3 - . . . -----+S 03 
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1) Le diagramme est commutatif puisque i 0 s = s 0 i et 

s E B(Bn,Bn+l) = colim B(Bn,Bp) , donc CT E Ind-B(S&) = lim colim B(B,,Bp) . 
n P 

2) o2 = ls puisque s 0 s = i 0 i . 
00 

3) Of1 
x3 

Condtiian. 

puisque s zz -i et s(x) = -i(x) f i(x) a 

0 est donc un endomorphisme de ind-objets involutif mais qui 

n'est pas représentable par une famille d'involutifs puisqu'il n'y en a pas de 

non-triviaux. 
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