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SOMME DE FONCTIONS ADDITIVES RESTREINTE 
À UNE SUITE PARTICULIÈRE 

Armel Mercier 

1. INTRODUCTION 

(1) 

où g 

étant 

aussi 

Une expression asymptotique pour 

c gin) 
n& 

(n,h)=l 

4 appartient à une certaine classe de fonctions multiplicatives et h 

un entier positif, s’obtient assez facilement dû au fait que (n,h) = 1 

une fonction multiplicative de n J c31, c41. Cependant, dans le cas où 

est 

9 

est une fonction additive, le procédé à utiliser pour trouver l’ordre de grandeur 

de (1) n* est pas nécessairement le même. Nous nous proposons donc d’étudier l’or- 

dre de grandeur de (1) lorsque g appartient à une classe de fonctions additives. 

En effet, dans un premier temps, nous évaluerons 1 &d 9 où f( est 
5 

(nykT= 1 

une fonction additive telle 1 d(P) - l-2, 

tante positive et li $7 = &q, 

converge absolument, ct étant une cons- 

tt22. Pour cette classe de fonctions qui 

a été étudiée antérieurement (voir [4]), le résultat obtenu concernait seulement 

l’ordre de grandeur de 1 &d , L,k 6 IN l  En deuxième lieu, nous trouverons 

nZ$2) 

une expression asymptotique de 1 &d j où 6 (n) appartient à une classe de 
na 

(n,k)=l 

fonctions additives telle que 0 2 6(n) 5 c log n , c E lR+ . Ce dernier résultat, 
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que l’on rencontre aussi dans C41, a été obtenu en utilisant des méthodes analyti- 

ques 9 tandis que les deux résultats, que nous énoncerons dans le présent manuscrit, 

sont obtenus en utilisant exclusivement des procédés élémentaires (les méthodes 

analytiques que nous avons utilisées dans [4] nous ont permis cependant d’obtenir 

une plus grande précision pour le terme d’erreur) . 

2. ÉNONCE DES PRINCIPAUX RÉSULTATS 

ThEoMme 1. Soit 6 une fonction additive et soit a une constante positive 

telle que 1 6 (P) yI - ’ converge absolument et 6 P) = (7(2h/2) , tt2 2. Alors 

pour tout h E IN , nous avons 

(2) 1 d(n) = + x log log x-t Ax t u(x) , 
tix 

(n,h)=l 

où 

B1 = y + 1 (log(l$) -l- $) 9 
P 

Y étant la constante d’Euler et $ désigne la fonction d’Euler. 

Soit 6 une fonction additive telle que 

pour un certain a E iRt . Alors pour h E /N , nous avons 

(3) 1 
n.sx 

b(n) = x g+ 1 +J- t ù(x) . 
psx 

(n,hJ=l 

0 2 a(n) 5 a log n 

Rmmque: Il est intéressant de remarquer que ce résultat est consistant avec 

le théorème 1. En effet 

satisfait la relation 6 

Cependant, avec les méthodes élémentaires que nous utiliserons, nous perdrons 

quelque peu dans la préc i sion. Pour préciser davantage le terme d’erreur obtenu, 

la fonction 

n) I a log n . 

6 mentionnée dans l’énoncé du théorème 1 
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il faudrait utiliser une méthode un peu plus raffinée, par exemple celle employée 

dans C41. 

3. DÉMONSTRATION DES PRINCIPAUX RÉSULTATS 

Le lemme suivant, qui facilitera la démonstration du théorème 1, s'obtient en 

utilisant Finduction sur le nombre d'éléments dans la décomposition de k en 

facteurs premiers. 

a7 ah Lemme 7. Soit h = pi . ..ph , a. 2 0 , k = 1,2,...,g . Alors L 

Rematryue. Si h = 1 , ce produit est considéré comme nul. 

VDunna&&kwz du RhEattZme 7. Pour h = 1 , l'équation (2) devient un résul- 

"1 ah 
tat connu (voir 143). Supposons k > 1 . Alors h = p7 . . . ph d'où d'après le 

théorème 5.31 [1], nous avons 



(41 1 I;(M) = 1 d(n) - t c 61 J n + c c 61 ) n 
nsx nSx i.=l nsx l<&+n n2sx 

(n, 14 =1 n-u (pi1 n-u (y& 1 

i- (-lIA c 6( ) n 
nsx 

Utilisant le théorème 1 de [Lt1 et le lemme 1, nous obtenons le résultat désiré. 

fanme 2. Soit 6 une fonction additive telle que 0 < d(n) 5 a log n pour 

un certain acR t ’ Alors pour h E [N , nous avons 

(5) 1 
n<x 

I;(n) = t 1 y t U(X) . 

/5X 
n-u (h) 

Wmuti;DtaZLun. Pour tout k E IN , on a 

1 6(n) = 1 
nsx nsx 

n%(h) Eu(h 

Or, le nombre d’entiers n 5 x , n E u 

h 

IU tt 
9 tel que p In est égal à 

(voir C4 1), (I%&“l désigne le plus petit commun multiple de k et p 

que Cg1 désigne le plus grand entier plus petit ou égal à y ), d’où 
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= 1 a(p) $p - p~x [ 1 c db) x FX [ 1 Cb,p*1 

x 

-[ 1 Ch, p4+l 1 

Or, d(j3tL/< a 4 log p , d’où 

c db1 2 a 1 log p = U(x) . 
psx p<x 

Cet ordre de grandeur étant obtenue par l’inégalité de Tchebycheff [2], et 

x c -Ad- < ax 1 l”g p 
p<x Ch$*1 - 

- = O(x) 
psx p* 

Donc, 

n3(h) 
I 

ïnais 
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et alors on obtient le résultat demandé. 

Vémon&&tion du ;thEuttZme 2. Si k = 1 , le résultat est vérifié par l’équa- 

tion (5). 
al ah 

Supposons h > 1 , alors h = p1 . . .p* d’où en utilisant l’équation 

(4) et le lemme 2, nous obtenons le résultat escompté. 

4. QUELQUES APPLICATIONS 

Thdokdme 3. Soit d(n) la fonction arithmétique qui désigne le nombre de 

diviseurs de n . Alors pour h E IN nous avons 

c log d(n) = /q- log 21 x log log x t Ax t ~(XI , 
na \ 

IL 

(n,h)=l 
/ 

A= Bl log 2 + 

m-1 
P m 7 

VEmunh/fttaLi.un. Conséquence immédiate du théorème 1. 

Le prochain résultat est une conséquence immédiate du théorème 2, cependant 

cette application découle également du lemme d’Abel généralisé (voir [21). 

Soit hc N , alors nous avons 

c Ml log n = ,h x log x t O(x) . 
nsx 

(n,h)=l 

D’après le théorème 2, nous avons 

c log n = (d4 
nsx 

x ‘7 1 
pix 

.y, t O(x) = -h x log x t O(x) . $kl 

(n,h)=l 

L’application suivante est une conséquence du théorème 2. Il est à remarquer, ce- 

pendant, que ce résultat ne découle pas du lemme d’Abel puisque la fonction consi- 

dérée n’est pas différentiable. 
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motrdme 7, Pour tout h E !N , on a 

c log o(n) = @(hl 

tix 
'h x log x t U(x) , 

(n,h)=l 

où 

o(n) = d . 

PEmunaUon. D'après le théorème 2, on obtient 

c dnl 1% y1 N4 
ns 

=X7 c 1ogu+1m + U(x) = U(x) 
pst P 

(n,h)=l 

d'où 

c log ~bd = 1 log n t O(x) . 
nsx n.sx 

(n,h)=l (n,h)=l 
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