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SOMME DE FONCTIONS ADDITIVES RESTREINTE
A UNE SUITE PARTICULIERE

Armel Mercier

1. INTRODUCTION
Une expression asymptotique pour
e} L gln
n<k
(n,k)=1
oli g(n) appartient d une certaine classe de fonctions multiplicatives et £
€tant un entier positif, s'obtient assez facilement dfi au fait que (n,k) =1 est
aussi une fonction multiplicative de n , [3], [4]. Cependant, dans le cas oi g
est une fonction additive, le procédé a utiliser pour trouver 1l'ordre de grandeur
de (1) n'est pas nécessairement le méme. Nous nous proposons donc d'étudier 1l'or-

-~

dre de grandeur de (1) lorsque g appartient & une classe de fonctions additives.

En effet, dans un premier temps, nous &valuerons ) §(n) , o § est
nsx
(n,k)=1
une fonction additive telle Z ﬁiﬁl_;_ﬁ, converge absolument, a &tant une cons-

21/2)

P
tante positive et 5(p&) = 0(2 , 2422 . Pour cette classe de fonctions qui

a été étudiée antérieurement (voir [4]), le résultat obtenu concernait seulement

1'ordre de grandeur de ) §(n) , £,k € N . En deuxiéme lieu, nous trouverons
n<x
nzL (k)
une expression asymptotique de ) §(n) , od §(n) appartient & une classe de
n<x
(n,kR)=1
fonctions additives telle que 0 < {(n) < c logn , ce R . Ce dernier résultat,

+
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que l'on rencontre aussi dans [4], a été obtenu en utilisant des méthodes analyti-
ques, tandis que les deux résultats, que nous énoncerons dans le présent manuscrit,
sont obtenus en utilisant exclusivement des procédés €lémentaires (les méthodes
analytiques que nous avons utilisées dans [4] nous ont permis cependant d'obtenir

une plus grande précision pour le terme d'erreur).

2. ENONCE DES PRINCIPAUX RESULTATS

Theéonéme 1. Soit { wune fonction additive et soit a une constante positive

n/z)

telle que ) ﬁiE%_:_ﬂ_ converge absolument et ﬁ(p&) = 0(2 , A2 2. Alors

P
pour tout R e¢ N , nous avons

(2) T 4ln) = E;%lﬁl X log log x + Ax + o(x) ,

nsx
(n,kR)=1
ol
_olk) §0M - Y flo) -a % 400" - §0MH
A= QE—— aB, + ) +7 ) )
Top p* PP ! P
n=2 p|k

B =y + % (10g(1-%) + %) ,

Y &tant la constante d'Euler et ¢ désigne la fonction d'Euler.

Theondme 2. Soit { une fonction additive telle que 0 < §(n) < a log n

pour un certain a € R+ . Alors pour k ¢ N , nous avons

(3) (n) = x &RL 5 £lo) 4 oy
AL T B
(n,k)=1

Remarque: 11 est intéressant de remarquer que ce résultat est consistant avec
le théoréme 1. En effet, la fonction { mentionnée dans 1'énoncé du th&orsme 1

satisfait la relation {(n) < a log n .

Cependant, avec les méthodes €lémentaires que nous utiliserons, nous perdrons

quelque peu dans la précision. Pour préciser davantage le terme d'erreur obtenu,
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il faudrait utiliser une méthode un peu plus raffinée, par exemple celle employée

dans [47.

3., DEMONSTRATION DES PRINCIPAUX RESULTATS

Le lemme suivant, qui facilitera la démonstration du théoreéme 1, s'obtient en

S disaddAanm gitw 14
lnductivil Sur 41c

cade 2 T3 cmande 1
utlrliird>die 1

facteurs premiers.

a, a
Lemme 1. Soit k = p,'...p

o n-1
1 (-1 flg") - §lp")
{ k (1 p) &Zl pd
plk

o 1
IR, g ) - f1p") (1_%)l

=1 Pi r=0 p
Plpi
] 1 O (i I A RO
Ly P e (o
1<i< <8 AT 7=0 P
Plpp;
@ s}
+ : ) ﬁﬂﬁ:;l_;_ﬁlﬁfl (lmk)] + ..
1<i<j<tss PiPiPe | n=0 ot P
plegpipg
NSV e I (. SR Y
Ppe-Py n=0 p& P
plpg...p,

Remarque. Si k = 1, ce produit est considéré comme nul.

Démonstration du théondme 1., Pour k =1, 1'8quation (2) devient un résul-
a a
tat connu (voir [4]). Supposons k > 1 . Alors k = p”...p}sA d'ol d'apres le

théoréme 5.31 [1], nous avons
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5
4) ) gn) = J 4n) - } ) §ln) + ¥ ¥ §in)
n<x n<x 4=1 n=sx 1<i<j<s  nsx
(n,k)=1 nzolp,) nzo(pipj)
- X ) fln) + ...
l<i<j<lss  nsx
VL:O(JO/;PJ.P[_)
TS SR §in)
n<x
nEo(pl...pb)

Utilisant le théoréme 1 de [4] et le lemme 1, nous obtenons le résultat désiré.

Lemme 2. Soit { une fonction additive telle que 0 < $(n) <

o log n pour

un certain a € R+ . Alors pour k e N , nous avons

(5) gin) =% 7 AL gy
nzx k—pzx p
n=zo (k)
Démonstrhation. Pour tout k e N, on a
Yo = ] ( 74t - 6(p“'1)) :
n<x n<x )LIVI.
nzo (k) nzo(k) \ P

Or,

le nombre d'entiers n < x , n

olk) , tel que p&|n est égal &

X
[k,p"]

(voir [41), ([k,p&] désigne le plus petit commun multiple de k et p tandis
que [yl désigne le plus grand entier plus petit ou égal & ¢ ), d'ol
)L..
I g = 0 g0 - g | =
n<x pn<x Ck,p™ 1
nzo (k) x21

I og™ (== ] —i—}
e Th,p" ] Tk,

nzl
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+0(xz ?—ML)—)

psx n=2 [k,p"]

Or, 6(p&)s a 1 logp, d'od

1 6p) <a J logp =0(x) .
p<x ps<x

Cet ordre de grandeur étant obtenue par 1'inégalité de Tchebycheff [2], et

x ] Aleloay 7 legP gy

p<x  [k,p°] psx  p

[ee]

N )
xzz_ﬁ_(L)<aX2 Z"_l_";LLpzo(x),

p<X n=2 [k,pn] B p<x n=2 P
Donc,
Iogtmo=x § AL, o,
nex px [r,p]
n=o(k)
mais

Lodgy -k L R

px

4(P) 0(1)
L A
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et alors on obtient le résultat demandé.

a

Démonstration du théonéme 2. Si k = 1, le résultat est vérifié par 1'équa-
a
tion (5). Supposons k > 1, alors k = ;011...}0,5'5 d'oli en utilisant 1'équation

(4) et le lemme 2, nous obtenons le résultat escompté.

4. QUELQUES APPLICATIONS

Théondme 3. Soit d(n) 1la fonction arithmétique qui désigne le nombre de

diviseurs de n . Alors pour R € N nous avons

(k)

) log d{n) = log 2 X log log x + Ax + ofx) ,
n<x
(n,R)=1
log ﬂ 10g iL+_1
A= Qégl B, log 2 + ) - % ____Z_f__
p "t ple p
h22 n=21

Démonstration. Conséquence immédiate du th&oréme 1.

Le prochain résultat est une conséquence immédiate du théoréme 2, cependant

cette application découle également du lemme d'Abel généralisé& (voir [2]).

Théonéme 6. Soit ke N , alors nous avons

) log n = Q%EL x log x + 0(x)
n<x
(n,k)=1

Demonstration. D'aprés le th&or&me 2, nous avons

) log n = x Qéﬁl ) lg%_ﬁ + 0(x) = Qéﬂl x log x + O(x) .

nsx p<x
(n,k)=1

~

L'application suivante est une conséquence du théoréme 2. I1 est d remarquer, ce-
pendant, que ce résultat ne découle pas du lemme d'Abel puisque la fonction consi-

dérée n'est pas différentiable.



Théonéme 7. Pour tout ke N , on a

- o(R)

) log o(n) = = x log x + 0(x) ,
nsx
(n,k)=1
ol
o(n) = % d.
din
Démonstration. D'aprés le théoréme 2, on obtient
I tog 2l -yl p o LosQHB) L gpy - ofx)
ns<x psx
(n,k)=1
d'oli
) log ¢ (n) = ) log n + 0(x) .
nsx nsx
(n,k)=1 (n,k)=1
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