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STATIONARITE ET CONTINUITE ABSOLUES
DANS LES CHAINES DE MARKOV

Jean-Pierre Dion

1. INTRODUCTION

Nous considérons une chafne de Markov {Xn} indécomposable, apériodique et
récurrente positive, et démontrons que tout théoréme de convergence presque slire
(ou méme de convergence en probabilité) qui est valide lorsque la chaine est sta-

tionnaire 1l'est €galement méme si la chaine n'est pas stationnaire. La méthode

utilis€e, qui est trés simple et &l€gante, ne semble pas avoir €té mentionnée dans

la littérature.

Introduisons d'abord la notation & 1'aide d'un exemple, la loi forte des
grands nombres pour une chaine 4 un nombre fini d'états. Soit S = {1,2,...,s}
1'ensemble des &tats de la chafne {Xn ;n=1,2,...} indécomposable et apériodi-
que et ((pij)) sa matrice de transition. Notons par {pi ; 1 e S} 1la loi d'en-
trée dans la chafne, c'est-#-dire p; = P(X1=i) , 1e S, par {Hi ; 1 e S} 1a
distribution stationnaire et par ((pg?))) la matrice de transition en n &tapes.

La chaine est dite stationnaire si p; = Hi , VieS.

Comme la chafne est récurrente positive, chaque &tat sera &ventuellement vi-
sité une infinité de fois (presque sfirement). Posons, pour chaque état i , n,
€gal au nombre de visites 4 1'état i , parmi {Xl,...,Xn} . Si 1'on suppose que

la chafne est stationnaire, on peut montrer que
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ni/n - Hi p.s. lorsque n - o«

(par exemple en utilisant le théoréme ergodique de Karlin et Taylor (1975, p. 488,

partie e)). On se débarasse généralement de 1'hypothése de stationarité en invo-

(n)

quant le fait que pij > Hj , lorsque n + « , c'est-d-dire que 1l'effet initial

s'estompe avec le temps. Dans cette note, nous proposons une alternative.

2. CONTINUITE ABSOLUE

Rappelons d'abord le résultat €lémentaire suivant:

Lemme. Soit {Yn ;n=1,2,...} une suite de v.a. sur un espace de probabi-
1ité (Q,B,P) telle que P(Yn =2 Y) =1, ol Y est une v.a. quelconque. Alors,
pour toute mesure de probabilité Q absolument continue par rapport & P ,

QY +z N = 1.

Considérons deux mesures de probabilité P et Q sur l'espace probabilisa-

ble (Q,B) sur lequel est défini la chaine de Markov, telles que
(i) P{w : Xl(w) =k} = Hk s Qw : Xlou) = k} = p, pour chaque k e S , et

(1) Plo: X 5@ =5 | X @ =i} =0Qlw: X 1@ =3[ X W =i} =P,

Vi,j € S .
Le théme d'extension de Kolmogorov assure l'existence de telles mesures P

et Q.

Nous allons montrer que Q est absolument continue par rapport & P (Q << P)
1L suivra alors du Lemme que £'on peut remplacer (M) par (p) comme Loi d'en-
trhle dans La chaine, sans affecter tout théonéme de convergence presque stre, en

particuliern La convergence presque sire de ni/n .

Proposition. Soit {Xn} une chafne de Markov indécomposable, apériodique,
récurrente positive, avec ensemble d'états S , loi d'entrée (pk) , matrice de
transition ((Pij)) et distribution stationnaire (I, ) . Si P et Q sont tel-

les que définies ci-haut, alors Q << P .
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Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité® , que
B = o(Xl,Xz,...) , la tribu engendrée par la chafne. Alors, VYA e B , 3B ¢ P(S)oo

tel que w e A <=> (Xl(m),Xz(w),...) € B . Ainsi
P(A) = P((X[5Xy,...) € B) = ] T P((X},Xy,...) € B | X} = k)
keS
alors que

Q(A) = QU(X{5Xy,...) € B) = ) P, QU(X{,X,,..0) € B | X, = k)
k:pk>0
Comme P((Xl,Xz,...] e B | X1 = k) dépend uniquement de la matrice de transition

((pij)) , on a pour tout k tel que Py > 0,
P((X{,Xy,...) € B | X; = k) = QX Xy,...) € B l X, = K)

Si P(A) = 0, P((X[,Xy,...) € B l X, = k) =0, pour tout k e S, puisque
la chafne est récurrente positive. D'oll Q(A) = 0 .

C.Q.F.D.

Remarquons enfin que le lemme reste valide si 1'on remplace dans 1'hypothése
et dans la conclusion convergence presque sfire par convergence en probabilité,
mais il est faux en général si 1l'on y substitue convergence en loi. En vertu de
la proposition, on a donc €galement prouvé que tout théordme de convergence en
probabilité qui est valide lorsque la chaine est stationnaire l'est aussi lorsque

la chaine n'est pas stationnaire.

Je remercie l'arbitre qui a fait remarquer que la propriété cruciale utilisée
dans la proposition est la positivité stricte des probabilités définissant la dis-
tribution stationnaire. La stationarité n'y jouant aucun rdle, la proposition est

valide plus généralement pourvu que P(w : Xl(w) =k) >0, VYkeS.

! S B - o(X,Xy,...) Etait non-vide, 4L suffirait de définin au préakable

Q(A) = 0, pour tout A e B - °(X1’X2"") tel que P(A) =0 .
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Enfin, je remercie 8galement le professeur R. Duncan pour de stimulantes dis-

cussions sur ce sujet.

Ajout sous presse: G.L. O'Brien (1974) a obtenu des résultats connexes dans

son article "Limit theorem for sums of chain-dependent processes', J. Appl. Prob.

11, 582-587.
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