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DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE DE POINTS MARQUÉS 
DANS UN AGRÉGAT DETAILLE k SUR UNEGRILLE DE RANG DEUX 

Gilles Deslauriers 

1. INTRODUCTION 

Sur une grille de hauteur m et de longueur n , des points sont marqués 

d’une croix avec une probabilité p , 0 5 p 5 1 , et d’autres non-marqués avec 

une probabilité q = 1 - p . Des agrégats isolés sont constitués en reliant en- 

tre eux les points marqués adjacents, soit verticalement, soit horizontalement. 

Un agrégat sera dit de taille k si la longueur de l’agrégat isolé est k . Cha- 

que agrégat de taille k sera constitué d’un certain nombre de points marqués 

variant entre k et mk . 

Nous nous limiterons au cas d’une grille de rang m = 2 car lorsque m 2 3 , 

il peut y avoir chevauchement d’agrégats sur une longueur donnée, rendant ainsi 

très difficile, sinon impossible, la détermination d’une formule pour calculer les 

différents types d’agrégats. 

La seule référence que nous connaissons à ce sujet est le livre intitulé 

Vbzvmb~emeti du agttEga& &&tiotiti de S.A. Roach [Z], dans lequel on retrouve 

une formule permettant de calculer le nombre d’agrégats de taille k ayant t 

points marqués pour une grille de rang deux. Cette formule est beaucoup plus com- 

pliquée que celle que nous donnerons. Comme conséquence de cette formule, il sera 

établi deux autres formules, l’une donnant le nombre total d’agrégats de taille k 

et l’autre le nombre total d’agrégats de t points marqués. 



Dans ce même livre, il y est écrit, sans démonstration, que pour p = q = l , 

la loi du nombre de points marqués dans un agrégat de taille k tend probablement 

vers une loi normale. Nous démontrerons que ce résultat est vrai quel que soit p , 

O<p<l. Pour y arriver, on a caractérisé la fonction génératrice des moments 

du nombre de points marqués dans un agrégat de taille k . Cette fonction permet- 

tra de voir le comportement asymptotique de la moyenne et de la variante de ce 

nombre de points marqués. 

2. RELATION DE BASE 

Si nous décomposons suivant le nombre de points marqués à l'extrémité droite 

d'un agrégat de taille k ayant t points marqués, on obtiendra la relation évi- 

dente suivante: 

U&&&n 7. Si nous désignons par a(k,t) le nombre d'agrégats de taille k 

ayant t points marqués, alors 

a(k,tl = a(k-l,t-1) + a(k-l,t-2) t a(k-2,t-3) 

pour kzl, k I t I 2k et a(k,k) = 2 , a(k,2k) = 1 , a(k,t) = 0 si t < k 

ou t>2k. 

On peut retrouver les valeurs de a(k,t) dans le tableau suivant: 

t 

\ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -. 

0 2 4 1 0 0 0 0 0 0 -. 

0 0 2 8 6 1 0 0 0 0 . . 

0 0 0 2 12 18 8 1 0 0 . . . 

0 0 0 0 2 16 38 32 10 1 . . . 

0 0 0 0 0 2 20 66 88 50 . . . 

0 0 0 0 0 0 2 24 102 192 . . . 

0 0 0 0 0 0 0 2 28 146 . . . 



Si nous définissons maintenant a(k) = le nombre total d’agrégats de 
t=k 

taille k , il s’agit de sommer horizontalement dans le tableau. On a 

R-on 2. Les nombres a(k) satisfont l’équation aux différences finies 

a(k) = 2a(k-1) t a(k-2) pour k 2 3 et a(1) = 3 , a(2) = 7 . 

La solution de cette équation est 

a(k) = (ltak+’ t (l-j,zjktl pour k 
2 = 1,2,... 

Ces nombres a(k) peuvent aussi s’écrire à l’aide d’une suite de Pell, c’est-à- 

dire que 

a(k) = 3uk = ‘k-1 + ‘ktl + ‘k 

où la suite ‘k vérifie 1 *équation 

‘kt2 = 2uk+l t uk 

et satisfait les conditions initiales U 
0 

= 0 et Ul = 1 . On pourra se référer 

au livre de E. Lucas [l] sur la théorie des nombres, chap. XVIII, à ce sujet. 

Comme pour les a(k) , si nous posons b(t) = k p,, a(k,t) , le nombre 
2 

d’agrégats ayant t points marqués, il s’agit de sommer verticalement dans 

bleau, on peut vérifier: 

total 

le ta- 

R&&.un 3. Les nombres b(t) satisfont à l’équation aux différences finies 

d’ordre 3 

b(t) = b(t-1) t b(t-2) + b(t-3) 

et avec comme conditions initiales b(1) = 2 , b(2) = 3 et b(3) = 6 . 

-3. NOMBRE ALÉATOIRE DE POINTS MARQUÉS 

Le nombre aléatoire de points marqués dans un agrégat de taille k 

présenté par la variable aléatoire Tk et sa fonction de probabilité par 

sera re- 



Pk @) = PITk=tl = (a(k,t)ptq2k-t t 2k-t 
a(kAP cz 9 

2k 
Si nous posons B(k) = 1 t 2k-t UT 

a(k,t)p q et Ee L 1 k 
= ‘pk(u) la fonction généra- 

t=k 
trice des moments de la variable aléatoire Tk , nous pouvons vérifier que la re- 

lation suivante est vraie. 

fbk%ion 4, B(k)qk(U) = [pqeU + p2e2%(k-l)<pk l(U) 3u 3 
’ e P q B(k-2hk+) 

pour k 2 3 et 

Whl w = (2e”pq t p2e2u) 

B(oPp 2 2 3 3u 4u = 2e 2u p q t 4p qe tpe 4 . 

Pour simplifier l’écriture, posons fjk(u) = B(k)qk(u) , de sorte que la relation 

4 devient 

Hk CU) = [pqeU + p2e2ulHk l(u) t ce 3u 3 
p qlHk 2(u) . 

La solution de cette équation aux différences est: 

Hk CU) = cl(u)f!(u) -t c,(U)f$U) 

où 

c,(u) = 
5 (4 - fl bml O-0 
ff w - f2 w fl CU> 

c,(u> = 
3 (4 - f2 (UP-$ w 
f; (u> - 5 w fl O-0 

et 

e-e . -  

? 

fi(u) = 2 E eUC (qtpeU) t J(qtpeU)2 t 4pqe”1 

3 

f2W = 5 eUC (q+peU) - J (qtpeU)2 + 4pqe”1 . 

La fonction génératrice des moments de la variable aléatoire Tk est: 



9 

k 

(Pkb) = m = 
Cl w  f1 CU) + c2 ho fi CU> 

La fonction 1 f2 (u>/ fl (4 1 étant strictement inférieure à 1 , quel que soit 

p entre 0 et 1 et pour tout réel u ; en fait cette fonction atteint sa va- 

leur maximale (D-1) 2 lorsque u = ten P 
0 

, on a que 

lim 
k+ 

‘pk CU) flW k [ 1 f10 
= lim 

k-+oo 

Cl w c,(u) 5 w k 
-+C1(U) flo Cl UV c 1 

3 (0) 
lt- 

Cl (0) 
£r( ) 0 k 

[ 1 qm- 

_ c,(u> 

- Cl(O) 

quels que soient p et u . Ainsi, pour k grand, la fonction génératrice 

‘pk CU) se comporte comme la fonction 

c,(u) fi(u) k 
c1(0)f10 ’ [ 1 

2 Si nous définissons Ek = E[Tk] et vk = Var(Tk) , et en utilisant le fait 

/ II G = ‘.++$gêiJ/ I (I/z1)2 < 1 pour tout 0 5 p 5 1 , 

on peut montrer que 

Ek vi (0) ff (OI 
lim k = lim k = - 
k+= k-t0o fi(O) 

et 

V2 k lim k = lim 
cpp) - q (0) l2 fi’(O>f,(O) - (f’ (W2 

k 
= 

k* km 

En particulier, lorsque p = q = 4 , on a que 

Ek 3 V2 k lm lim 7 = z et lim 7 = 8 . 
k* k* 



Nous voulons montrer que la suite de variables aléatoires Tk est asympto- 

tiquement normale. A cet effet, posons Zk = (Tk-Ek)/Vk une nouvelle variable 

aléatoire centrée réduite et montrons que Zk converge en loi vers une variable 

aléatoire 
WJ) l  

Il s’agit simplement de vérifier que la fonction génératrice 

des moments de Zk , disons Y!,(u) = E 9 converge, lorsque k tend vers 
3 

l’infini, vers la fonction euL/2 9 quel que soit u 

La fonction ‘Y,(u) est égale à 

-uEk/Vk -uEk/Vk 
e ‘pkb-dvk) = e 

réel . 

1 
k 

+ $b/‘k) 
\ ! 

Où \ (dvk) tend vers zéro lorsque k -t 00 , quel que soit u réel. On a vu 

précédemment que ‘k se comporte comme une constante fois fl de sorte que 

c (u/Vk)/cl(O) tend vers 1 1 lorsque k + 00 , et ce, quel que soit u réel. On 

peut donc écrire que 

‘1 b&) 
k 

yk(“)= c(O) 
t 

-uEk/kVk fl (dvk> 
e 

1 fi(O) 

où &C(u) = e 
-uEk/Vk 

bk(u/vk) -+ ’ lorsque k -+ 00 . Regardons un peu plus en dé- 

tail le terme 

-uEk/kVk fl (@,) 
e 

fi(O) 

et écrivons un développement limité autour de 0 . 

-UEk/kVk fl (dv,> 
e 

On voit, lorsque 

-, 
k 

1 

2Ekfi (01 
kfl(O) -l 

f;’ (0) 

fp) i- 1 O(u31 . 
k3/2 

k+m, que le coefficient de U tend vers zéro et que le 

2 coefficient du u /2k tend vers 1 . Ainsi 

c1 bd’,) 
lim y,(u) = lim 
km k-+ca 

k 



et on a bien montré que la variable aléatoire Tk est asymptotiquement normale et 

ce, quel que soit p , O<p<l. 
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