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CONVERGENCE DES SCHÉMAS DE SUBDIVISION

D’HERMITE AU SENS DES DISTRIBUTIONS

SERGE DUBUC ET JEAN-LOUIS MERRIEN

RÉSUMÉ. Nous d́efinissons la notion de convergence dans l’espace des distributions
pour des sch́emas d’Hermite construits par subdivision.À tout sch́ema convergent
au sens des distributions est associée une distribution matricielle de base. Sauf ex-
ception, les lignes de cette distribution sont des multiples de la premìere ligne. Puis,
nous proposons des conditions nécessaires ou suffisantes pour obtenir la convergence
en distribution des schémas d’Hermite. L’outil de l’analyse est la transformationde
Fourier d’une distribution matricielle, dès qu’elle est d́efinie. L’étude d’un produit
infini de matrices est uńelément cĺe de l’analyse.

ABSTRACT. We define the notion of convergence in distribution for Hermite sub-
division schemes. A given Hermite subdivision scheme is convergent iff a basic
matrix distributionM exists. Generally, the rows ofM are multiples of its first
row. Moreover we find necessary or sufficient conditions for this type of conver-
gence for arbitrary Hermite subdivision schemes. This is done through the Fourier
transform of a matrix distribution if it exists. Infinite matrix products are critical for
completing the analysis.

1. Introduction. Nous d́efinissons un sch́ema de subdivision de type Hermite, noté
SSH, d’ordrer en construisant une fonctionf et sesr premìeres d́erivées par ŕecurrence.
L’ensemble initial de donńees discr̀etes est un ensemble de vecteurs de contrôle
{f0(α) ∈ Rr+1}α∈Z. Pour toutα ∈ Z, la premìere composante du vecteurf0(α) est la
valeur de contr̂ole def enx = α ; les autresr composantes sont les valeurs de contrôle
pour lesr dérivées successives def . La suite desraffinementsfn : Z ∈ Rr+1, n > 0,
pour approcherf et ses d́erivées est d́efinie par ŕecurrencèa l’aide d’un ensemble de
matrices carŕeesà coefficients ŕeels d’ordrer + 1,{Aα : α ∈ Z} par la formule

Dn+1fn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2βD
nfn(β), α ∈ Z, n ∈ N,

oùD est la matrice diagonale de dimensionr + 1 dont la diagonale est composée des
puissances successives de 1/2, soit 1,1/2,1/4, . . . ,1/2r. Nous supposons aussi que les
matrices{Aα} ne diffèrent de 0 que pour un ensemble fini d’indices. Le vecteurfn(α)
est relíe au point dyadiqueα/2n à la profondeurn de la subdivision. La justification
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de la formule ci-dessus n’est pas immédiate ; elle est líeeà la r̀egle de d́erivation des
fonctions compośees,

dj

dxj
[f(x/2n)] = [

djf

dxj
(x/2n)]/2jn, j = 1, . . . , r ,

qui introduit les facteurs 1/2jn que l’on retrouve ensuite dans la matrice diagonaleDn.
Un certain nombre d’exemples classiques ont conduità cette formulation. Des exemples
de SSH d’ordre 1 ou 2 sont aussi proposés par Merrien [8,20,21], Dyn et Levin [9].
Chronologiquement, la première étude des sch́emas de subdivision de type Hermite
d’ordrer quelconque áet́e faite par Dyn et Levin [10]. Ils ont proposé la th́eorie et les
outils pourétudier la convergence et la régularit́e d’un sch́ema d’Hermite interpolant.
Zhou [28] et Han [13,14] ont aussi contribué au th̀eme des subdivisions d’Hermite.

Nous introduisons maintenant la convergence au sens des distributions.

Définition 1. Soit f0 une fonction deZ dansRr+1. Si fn est la suite des vecteurs
de contr̂ole d’un SSH, ce sch́emaconverge au sens des distributions pour la donnée
f0 si, pour toute fonctionC∞ à support compact,ϕ(x), x ∈ R, la suite de vecteurs
∑

α∈Z
ϕ(α/2n)fn(α)/2n converge. Le sch́ema estD′-convergents’il converge au sens

des distributions pour toute valeur initialef0 : Z → Rr+1.

L’objectif de l’étude propośee est la convergence au sens des distributions des SSH.
Dans la partie 2, nous listons les principales propriét́es alǵebriques de ces schémas.
Dans la partie 3, nous proposons un exemple de SSH d’ordrer en reprenant le problème
classique de l’interpolation d’Hermitèa partir de donńees en 2 points. Dans la partie 4,
nousétudions la convergence au sens des distributions et nous montrons en particulier
qu’un SSH estD′-convergent si et seulement si une distribution matricielle de baseM
existe. La partie 5 permet de développer les propriét́es importantes de cette distribution
matricielle. La transformation de Fourier deM est l’outil adapt́e à cette analyse. Dans
la partie 6, nous relions les deux notions d’équations de raffinement et de SSH. La
partie 7 traite de produits infinis de matrices convergents qui sont les outils nous
permettant de proposer dans la partie 8 une condition suffisante de convergence au sens
des distributions ; dans le cas particulier de l’ordre 1, cette condition est tr̀es ǵeńerale.
La partie 9 permet d’illustrer les résultats pŕećedents̀a travers une śerie d’exemples.

La théorie des distributions a déjà beaucouṕet́e utilisée pour l’́etude deśequations
de raffinement, citons par exemple Daubechies et Lagarias [5], Heil et Colella [15],
Cohen, Daubechies et Plonka [3] ou encore Zhou [27], Jia, Riemenschneider et Zhou
[19]. Cette th́eorie est aussi très utile pour l’analyse multirésolution comme l’a montré
Hervé [17]. Ajoutons que Derfel, Dyn et Levin [6] ont considéŕe la convergence au sens
des distributions de procéd́es de subdivision pour des intégrales de Stieljies. Dans nos
propres contributions, nous avons déjà étudíe la convergence au sens des distributions
pour des sch́emas d’ordre 1 ou 2 dans deux articles préćedents [7,8]. Mais on peut
trouver encore beaucoup d’exemples d’études de convergence au sens des distributions.

Dans cet article, pour certains lecteurs qui ne sont pas forcément familiers de la
théorie des distributions, nous avons proposé une ou deux références chaque fois qu’un
théor̀eme concernait le sujet. Notons aussi que nous utilisons la notation de Kronecker
δjk définie parδjj = 1 et δjk = 0 si j 6= k ainsi que l’habituelle notation de la
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distribution de Diracδa au pointa. Le contexte permet d’éviter toute confusion entre
les deux.

2. Propriétés alǵebriques des sch́emas d’Hermite. Dans cette partie, nous définissons
les sch́emas de subdivision de type Hermite définis surR et nous en donnons les
principales propríet́es alǵebriques. En pŕealable, nous rappelons la définition de sch́ema
de subdivision vectoriel proposée par Cohen, Dyn et Levin [2] en pointant quelques
résultats alǵebriques.

Définition 2. Un masqueest un ensemble de matricesr× r, {Aα}α∈Z, un nombre fini
d’entre elleśetant non nulles. Lesupportdu masque est l’ensemble{α ∈ Z : Aα 6= 0}.

En d́efinissant l’espace vectorielVr = {g : Z → Cr}, nous avons

Définition 3. Soient{Aα} ∈ Rr×r un masque et les données initialesg0 ∈ Vr, le
sch́ema de subdivision vectoriel de dimensionr construit la suitegn d’éléments deVr

par ŕecurrence en utilisant la formule

gn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2β gn(β), α ∈ Z, n ∈ N. (1)

gn est appeĺe len-ième raffinementdeg0.

Définition 4. La suite des fonctions matricielles de based’un sch́ema de subdivision
vectoriel,Gn,Gn : Z → Cr×r, est d́efinie par ŕecurrence par

Gn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2β Gn(β), α ∈ Z, n ∈ N, (2)

avec comme valeur initialeG0(α) = δ0αI, où I est la matrice identité d’ordrer.

Remarque 1.G1(α) = Aα, α ∈ Z.
Les deux lemmes ci-dessous sont de simples exercices de récurrence.

Lemme 1. Si le support du masque est inclus dans[N ′,N ], alorsGn(α) = 0 pour
toutα /∈ [(2n − 1)N ′, (2n − 1)N ].

Démonstration.Le lemme est́evidemment vrai pourn = 0. Nous utilisons une récur-
rence et un raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existen ∈ N et α ∈ Z tels
que

1) (∀ β /∈ [(2n − 1)N ′, (2n − 1)N ]), Gn(β) = 0 ;
2) (∃ α /∈ [(2n+1 − 1)N ′, (2n+1 − 1)N ]), Gn+1(α) 6= 0.

En utilisant (2), il existe alorsβ ∈ Z tel queAα−2β 6= 0 etGn(β) 6= 0. Si bien que
N ′ ≤ α − 2β ≤ N et (2n − 1)N ′ ≤ β ≤ (2n − 1)N . Il vient alors(2n+1 − 1)N ′ ≤
α ≤ (2n+1 − 1)N . Ce dernier ŕesultat est en contradiction avec la propriét́e (2). �

Lemme 2. Sign : Z → Cr, n ≥ 0est une suite construite par un schéma de subdivision
vectoriel, alors

gn(α) =
∑

β∈Z

Gn(α− 2nβ)g0(β), α ∈ Z, n ∈ N. (3)
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Démonstration.Le résultat est obtenu par récurrence en utilisant (1) et (2).�

Remarque 2.En utilisant le lemme 1, on constate que la série obtenue dans (3) est en
fait une somme finie.

Théorème 3. Pour toutn etn′ dansN et pour toutα ∈ Z, nous avons

Gn+n′(α) =
∑

β∈Z

Gn(α− 2nβ)Gn′(β). (4)

Démonstration.Choisissant un entierj ∈ [1, r], nous partons des données initiales
g0(β), ce vecteuŕetant laj-ième colonne deGn′(β) construit par (2). Alors pour tout
α deZ, gn(α) est laj-ième colonne deGn+n′(α). D’après le lemme 2,gn(α) apparaît
comme laj-ième colonne de la partie droite de (4).�

Définissons maintenant la notion de SSH d’ordrer, r > 0, surR. Nous utiliserons
fréquemment la matrice diagonaleD dont leséléments diagonaux successifs sont
1/2j, j = 0,1, . . . , r. Nous aurons aussi besoin d’un important opérateur deVr+1, qui
transforme uńelémentf ∈ Vr+1 eng ∈ Vr+1 en utilisant la formuleg(α) = Df(α), α ∈
Z. Sans risque de confusion, nous noterons aussiD cet oṕerateur.

Définition 5. Un sch́ema de subdivision d’Hermite , SSH, d’ordrer est un sch́ema qui
engendre une suite de raffinementsfn ∈ Vr+1 tels quegn = Dnfn, où lesgn sont les
raffinements dans le schéma de subdivision vectoriel de dimensionr+1 avec le masque
Aα.

f0 //

I

��

f1 //

D

��

f2 //

D2

��

f3

D3

��
g0 // g1 // g2 // g3

Sch́ema vectoriel et sch́ema d’Hermite

À partir de cette d́efinition, les raffinements d’un SSH sont donnés par ŕecurrence
comme suit

Dn+1fn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2βD
nfn(β), α ∈ Z, n ∈ N. (5)

Définition 6. La suite de fonctions matricielles de based’un SSH d’ordrer est la suite
de fonctions matriciellesFn, Fn : Z → C(r+1)×(r+1), définie par ŕecurrence par

Dn+1Fn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2βD
nFn(β), α ∈ Z, n ∈ N, (6)

avec comme valeur initialeF0(α) = δ0αI, où I est la matrice identité d’ordrer + 1.

Remarque 3.Notons le lieńetroit entre la première fonction matricielle,F1 et le masque
d’un SSH puisqueAα = DF1(α).

Nous pouvons aussi facilement transformer les lemmes 1 et 2 ainsi que le th́eor̀eme 3
pour un sch́ema d’Hermite et obtenir obtenir ainsi les trois résultats suivants.
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Lemme 4. Si le support du masque est contenu dans[N ′,N ], alorsFn(α) = 0 pour
toutα /∈ [(2n − 1)N ′, (2n − 1)N ].

Lemme 5. Si lesfn forment la suite des raffinements d’un SSH, alors

fn(α) =
∑

β∈Z

Fn(α− 2nβ)f0(β), α ∈ Z, n ∈ N.

Théorème 6. Pour toutn etn′ dansN et pour toutα ∈ Z, nous avons

Dn+n′

Fn+n′(α) =
∑

β∈Z

DnFn(α− 2nβ)Dn′

Fn′(β).

En choisissantn′ = 1 dans le th́eor̀eme pŕećedent et en utilisant la remarque 3, il
vient

Dn+1Fn+1(α) =
∑

β∈Z

DnFn(α− 2nβ)Aβ, α ∈ Z, n ∈ N, (7)

3. Polynômes d’Hermite et sch́emas d’Hermite. Dans cette partie, nous proposons
un exemple de SSH d’ordre quelconque réalisant l’interpolation. Nous le construisons
à partir de l’interpolation d’Hermite polyn̂omiale par morceaux classique.

Définition 7. Un SSH estinterpolantsiA0 = D et (∀ α ∈ Z, α 6= 0),A2α = 0.

Pour tout entierr > 0 donńe, nous introduisons deux familles der + 1 polyn̂omes
u0(x), u1(x), . . . , ur(x) et v0(x), v1(x), . . . , vr(x). Pour tout entierk = 0, . . . , r,
uk(x) est l’unique polyn̂ome de degŕe 2r + 1 satisfaisant le problème d’Hermite

u
(j)
k (0) =

djuk

dxj
(0) = δjk, u

(j)
k (1) =

djuk

dxj
(1) = 0, j = 0,1, . . . , r.

En utilisant les formules d’Obreshkov (voir par exemple la contribution de Sendov et
Andrew [25]),

uk(x) =

r−k
∑

j=0

(

r + j
j

)

xj+k(1− x)r+1/k! .

Nous d́efinissons alorsvk(x) = (−1)kuk(1 − x). Notons que ce polyn̂ome est
l’unique polyn̂ome de degŕe 2r + 1 solution du probl̀eme d’Hermite

v
(j)
k (0) = 0, v(j)

k (1) = δjk, j = 0,1, . . . , r.

Si a etb sont deux ŕeels distincts, alors pour tout polynômep de degŕe≤ 2r + 1,

(b−a)jp(j)(x) =

r
∑

k=0

[(b−a)kp(k)(a)u
(j)
k (

x− a

b− a
) + (b−a)kp(k)(b)v

(j)
k (

x− a

b− a
)] (8)

pourj = 0,1, . . . , r.



172 Convergence des schémas de subdivision d’Hermite

Nous supposons que les valeurs initiales surZ d’une fonctionf = f (0) et de
sesr premìeres d́erivéesf (j), j = 1, . . . , r sont donńees par une suite de vecteurs
(y0(α), y1(α), . . . , yr(α)), α ∈ Z. La fonctionf définie par

f(x) =

r
∑

k=0

yk(α)uk(x− α) + yk(α + 1)vk(x− α), siα ≤ x ≤ α + 1, α ∈ Z

est alors polynomiale par morceaux et de classeCr surR ; elle remplit les conditions
d’interpolation d’Hermite

f (j)(α) = yj(α), α ∈ Z, j = 0,1, . . . , r.

Dans (8), nous choisissonsa = α/2n, b = (α + 1)/2n, x = (a + b)/2, p = f . Nous
obtenons alors la valeur

f (j)(
2α + 1
2n+1 )/2(n+1)j =

r
∑

k=0

u
(j)
k (1/2)[f (k)(

α

2n
)/2nk + (−1)j+kf (k)(

α + 1
2n

)/2nk]/2j,

pour tout entierα ∈ Z et pour toutj = 0,1, . . . , r.
Construisons maintenant les matrices d’ordrer + 1

A1 = D







u0(1/2) u1(1/2) · ur(1/2)
u′0(1/2) u′1(1/2) · u′r(1/2)

· · · ·
u

(r)
0 (1/2) u

(r)
1 (1/2) · u

(r)
r (1/2)






, A0 = D

A−1 = D







u0(1/2) −u1(1/2) · (−1)rur(1/2)
−u′0(1/2) u′1(1/2) · (−1)r+1u′r(1/2)

· · · ·
(−1)ru

(r)
0 (1/2) (−1)r+1u

(r)
1 (1/2) · (−1)2ru

(r)
r (1/2)







etA±2 = 0,A±3, A±4 = 0, . . .

Si fn(α) = (f(α/2n), f ′(α/2n), . . . , f (r)(α/2n))T , alorsà la profondeur suivante,

Dn+1fn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2βD
nfn(β), α ∈ Z, n ∈ N.

Nous avons ainsi un exemple de SSH. Par construction, il est interpolant.
Pourr = 1,2,3, pŕecisons les valeurs successives des matricesA−1 du masque :

Diag(0,1/2)

(

1/2 −1/8
3/2 −1/4

)

, Diag(0,1/2,1/4)





1/2 −5/32 1/64
15/8 −7/16 1/32

0 3/2 −1/4





et Diag(0,1/2,1/4,1/8)







1/2 −11/64 3/128 −1/768
35/16 −19/32 1/16 −1/384

0 15/8 −7/16 1/32
−105/2 105/4 −15/4 3/16






.

Rappelons que le cas particulier der = 1 etr = 2 a d́ejàét́eétudíe par Merrien [20,21].
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4. Sch́ema de subdivision d’Hermite convergent.Dans cette partie, nous précisons
la notion de convergence au sens des distributions pour un SSH, puis nous montrons
qu’en ce sens, la convergence est obtenue si et seulement si la suite des distributions
matricielles de base converge. Notons que plusieurs définitions de convergence d’un
sch́ema vectoriel ont́et́e propośees. La première a sans doutéet́e propośee par Cavaretta,
Dahmen et Micchelli [1], tandis qu’une autre définition est donńee dans Cohen, Dyn
et Levin [2]. Pour des SSH, Dyn et Levin [10] définissent la notion de convergence
seulement pour les schémas interpolants. Pour avoir une définition concernant aussi les
sch́emas non interpolants, nous modifions leur définition comme suit :

Définition 8. Soit fn une suite de raffinements pour un SSH d’ordrer initialisée par
les donńeesf0 ∈ Vr+1. Le sch́ema estCs-convergent, s ≥ r pour f0 s’il existe une
fonctionf ∈ Cs(R) telle que la suite de fonctions vectoriellesLn(x), x ∈ R converge
vers la fonction vectorielle(f(x), f ′(x), . . . , f (r)(x))T ,Ln étant la fonction vectorielle
affine par morceaux d́efinie par

Ln(x) = (α + 1− 2nx)fn(α) + (2nx− α)fn(α + 1),

où α est le plus grand entier plus petit ouégal à 2nx. Nous imposons aussi que la
convergence soit uniforme sur tout intervalle fini. Le schéma estCs-convergents’il est
Cs-convergent pour toute valeur initialef0.

Le SSH d’ordrer du paragraphe 3 estCr-convergent. Pourr = 1 et r = 2,
la convergenceCr des sch́emas syḿetriquesà 2 points aét́e étudíee par Merrien
[20,21]. Dans certains cas, il a retrouvé des polyn̂omes interpolants ou des polynômes
par morceaux interpolants usuels (splines) comme limite des fn ; dans ces cas, la
convergenceCr estévidente. Des d́etails sur ces schémas seront donnés au paragraphe 9.

Avant d’introduire la notion de convergence au sens des distributions, nous rappelons
quelques notations de la théorie des distributions de Schwartz. Tout d’abord,D est
l’espace des fonctions de classeC∞définie surR età support borńe.D′ est alors l’espace
des distributions surR, c’est-̀a-dire l’espace des fonctionnelles linéaires continues
définies sur l’espace testD. La distribution de Dirac (mesure)δh au pointh ∈ R est
définie parδh(ϕ) = ϕ(h) pourϕ ∈ D. Nous utiliserons aussi la notation de Schwartz
pour l’opérateur de translationτh, où h est un ŕeel. Siϕ est une fonction deD et siT
est une distribution, alorsτhϕ(x) = ϕ(x− h) et τhT (ϕ) = T (τ−hϕ).

Définition 9. Sifn désigne une suite de raffinements pour un SSH, le schémaconverge
au sens des distributions pour des données initialesf0 ∈ Vr+1 si la suite des distribu-
tions vectoriellesTn =

∑

α∈Z
fn(α)/2nδα/2n converge dans l’espace[D′]r+1 vers une

distribution vectorielle.

Exemple 1. Consid́erons un sch́ema d’Hermite d’ordrer de masque{Aα}. L’ élément
de laj-ème ligne et de lak-ième colone deAα est not́eeajk(α) et nous supposons que

∑

α∈Z

a00(α) = 2 et
∑

α∈Z

aj0(α) = 0 pourj = 1, . . . , r.

Comme donńee initiale, nous prenons la fonction vectoriellef0 définie par(∀ α ∈
Z), f0(α) = (1,0,0, . . . ,0)T . À partir de ces hypoth̀eses, nous obtenons que la suite
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des raffinementsfn vérifiefn = 2nf0. Si

Tn =
∑

α∈Z

fn(α)/2nδα/2n ,

alors la suiteTn converge quandn → ∞. La premìere composante de la distribution
vectorielle limite est la mesure de Lebesgue sur l’axe réel, les autres composantes de la
limite sont nulles.

Définition 10. Le sch́ema estD′-convergents’il converge au sens des distributions
pour toute donńee initialef0 ∈ Vr+1.

On constatéevidemment que la convergence en distribution est beaucoupplus facile
à obtenir que la convergenceCs. Dans l’introduction, nous avons proposé une autre
définition de la convergence au sens des distributions, mais en fait, les deux d́efinitions
sont équivalentes en utilisant le théor̀eme suivant (voir Schwartz [24], t.1, p.74 ou
Horváth [18], p.315).

Théorème 7 (Schwartz).Si une suite de distributionsTn est telle que pour toute
fonctionϕ ∈ D, la suiteTn(ϕ) a une limiteT (ϕ), alorsT est une distribution et la
suiteTn converge fortement versT .

Définition 11. La suite de distributions matricielles de based’un SSH est la suite

Mn =
∑

α∈Z

Fn(α)/2nδα/2n ,

où Fn désigne la suite de fonctions matricielles de base de la définition 6. Si la suite
des distributions matricielles converge vers une distribution matricielleM , alorsM est
appeĺeedistribution matricielle de base.

Théorème 8. Si la distribution matricielle de baseM existe pour un SSH, alors
ce sch́ema estD′-convergent. Plus préciśement, sifn est la suite de raffinements du
sch́emaà partir des donńees initialesf0, alors la suite de distributions vectoriellesTn =
∑

α∈Z
fn(α)/2nδα/2n converge dans l’espace des distributionsD′ vers la distribution

vectorielle
∑

α∈Z

[ταM ]f0(α).

Réciproquement, si le SSH estD′-convergent, alors la distribution matricielle de base
existe.

Démonstration.Pour la premìere partie du th́eor̀eme, supposons que la distribution
matricielle de baseM existe. D’apr̀es le lemme 4, il existe un entierN tel que le
support de toutes les distributions matriciellesMn soit contenu dans[−N,N ] ; si bien
que la m̂eme propríet́e est vraie pourM . Soit ϕ ∈ D avec un support contenu dans
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[−N ′,N ′], alorsTn(ϕ) =
N ′2n

∑

α=−N ′2n

ϕ(α/2n)fn(α)/2n. D’après le lemme 5,

Tn(ϕ) =
N ′2n

∑

α=−N ′2n

α/2n+N
∑

β=α/2n−N

ϕ(α/2n)Fn(α− 2nβ)f0(β)/2n

=

N+N ′

∑

β=−N−N ′

N2n

∑

α=−N2n

ϕ(α/2n + β)Fn(α)f0(β)/2n

=
N+N ′

∑

β=−N−N ′

[τβMn](ϕ)f0(β).

Nous en d́eduisons que

lim
n→∞

Tn(ϕ) =
N+N ′

∑

β=−N−N ′

[τβM ](ϕ)f0(β) ;

ce qui donne la première conclusion.
Pour la seconde partie, nous supposons seulement que le schéma d’Hermite estD′-

convergent. Pourj = 0,1, . . . , r, nous consid́erons la donńee initialef0avecf0(0) = ej

(la j-ième composante deej est 1, les autres 0) et pour toutα 6= 0, f0(α) = 0.
La suite de distributions vectoriellesTn =

∑

α∈Z
fn(α)/2nδα/2n , n ∈ N converge

dansD′r+1 versT (j). CommeTn est laj-ième colonne de la matriceMn, cette suite de
base converge vers la distribution matricielleM = (T (0), T (1), . . . , T (r)). �

5. Propriétés de la distribution matricielle de base.Dans cette partie, nousétudions
la distribution matricielle de baseM pour un SSHD′-convergent. Le principal outil de
cetteétude est la transforḿee de Fourier. Préciśement, le lemme clé donne une formule
pour la transforḿee de FourierM̂n(ξ) de la suite de distributions matricielles de base
Mn ; M̂n apparaît comme un produit explicite de matrices. Nous montrons aussi que
la transforḿee de Fourier deM est solution d’unéequation fonctionnelle simple. En
conśequence, la plupart des SSHD′-convergents ont une distribution matricielle de
base avec une structure très simple : laj-ième ligne deM est le produit d’un ŕeel par
la j-ième d́erivée de la première ligne deM .

Mais tout d’abord, nous rappelons la définition de la transforḿee de Fourier d’une
distribution telle qu’elle est proposée par Schwartz [24,23]. Latransforḿee de Fourier
d’une fonctionf ∈ L1(R) est la fonctionf̂ définie par

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξx dx.

L’espaceS des fonctions̀a décroissance rapideest forḿe des fonctionsϕ ∈ C∞(R)
telles que pourj = 0,1,2, . . . etk = 0,1,2, . . . , supx∈R

|xkϕ(j)(x)| <∞.
On introduit dansS une topologie : une suiteϕn ∈ S converge vers 0 si pour

j = 0,1,2, . . . etk = 0,1,2, . . . , chaque suite de fonctionsxkϕ
(j)
n (x),n ∈ N converge
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vers 0 uniforḿement dansR. Maintenant queS est munie d’une topologie, on définit
la notion dedistribution temṕeréecomme une fonctionnelle lińeaire continue d́efinie
surS. La transforḿee de Fourierd’une distribution temṕeŕeeT ∈ S ′ est la distribution
temṕeŕeeT̂ ∈ S ′ définie par

T̂ (ϕ) = T (ϕ̂). (9)

Si T est une distributioǹa support contenu dans[−N,N ], alors pour toute fonction
de classeC∞, nous pouvons d́efinir T (ϕ). Il suffit en effet d’introduire une fonction
auxiliaireα ∈ D telle queα(x) = 1 pourx ∈ [−N − 1,N + 1] et de calculer ensuite
T (ϕ) = T (αϕ). Notons qu’il n’y pas d’ambigüıté dans cette d́efinition, car deux choix
diff érentsα1, α2 pourα donne ensuite la m̂eme valeurT (α1ϕ) = T (α2ϕ) (voir [24]
p.87 t.1 ou [23] p.164, Th́eor̀eme 6.24 (a)). Nous voyons ainsi queT peutêtre prolonǵee
par continuit́e àS ; on peut alors la considérer comme une distribution tempéŕee et la
transforḿee de Fourier deT peutà nouveaûetre d́efinie par (9).

Mais quandT est une distributioǹa support borńe, une d́efinition encore plus simple
de la transforḿee de Fourier deT peutêtre propośee :

T̂ (ξ) = T (e−iξx) (10)

comme le pŕecise Rudin [23], p.199. L’avantage de cette formule est qu’elle n’utilise
pas l’espaceS. Dans (10), on peut m̂emeétendre la transforḿee de Fourier̀a C en
prenant simplementξ ∈ C dans la formule. Cette extension est appeléetransforḿee de
Fourier-LaplacedeT .

Définition 12. Le symboled’un SSH de masqueAα est

B(ξ) =
∑

α∈Z

Aαe
−iαξ/2.

L’ élément en position(j, k) deB(ξ) sera not́e bjk(ξ).

Lemme 9. SiMn désigne la suite des distributions matricielles de base d’unSSH dont
le symbole estB(ξ), alors pour toutn ∈ N et pour toutξ ∈ R, on a

M̂n(ξ) = D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2) (11)

M̂n(ξ) = D−nB(ξ/2n)Dn−1M̂n−1(ξ) (12)

M̂n(2ξ) = D−1M̂n−1(ξ)B(ξ). (13)

Démonstration.Désignons parGn la suite des fonctions matricielles de base du schéma
de subdivision vectoriel de masque{Aα} et d́efinissonsRn(ξ) =

∑

α∈Z
e−iαξGn(α)

etP (ξ) =
∑

α∈Z
e−iαξAα. À partir de (2), nous avons

Rn+1(ξ) =
∑

α∈Z

∑

β∈Z

e−iαξAα−2βGn(β).

En remplaçante−iαξ par e−i(α−2β)ξe−i2βξ et en permutant les ordres de sommation,
nous obtenonsRn+1(ξ) = P (ξ)Rn(2ξ). CommeR0 = I, pour toutn ∈ N et pour tout
ξ ∈ R, il vient

Rn(ξ) = P (ξ)P (2ξ) · · ·P (2n−2ξ)P (2n−1ξ).



S. Dubuc et J.-L. Merrien 177

PuisqueB(ξ) = P (ξ)/2 et M̂n(ξ) = D−nRn(ξ/2n)/2n car M̂n(ξ) = Mn(e−iξ·),
nous obtenons alors (11). Les deux formules (12) et (13) s’endéduisent facilement. �

Remarque 4.Heil et Colella ontétudíe le produitCn(ξ) = B(ξ/2n) · · ·B(ξ/2). Ils
ont propośe une condition ńecessaire et suffisante de convergence de cette suiteCn(ξ),
puis ont montŕe que la suiteB(0)n converge vers une matrice non triviale (Théor̀eme
3.3 de [15]). Attention iciM̂n = D−nCn, si bien que la convergence deCn n’est pas
équivalentèa la convergence dêMn.

Théorème 10.SoitTn une suite de distributions dont les supports sont tous contenus
dans le m̂eme intervalle borńe. Si la suiteTn converge vers une distributionT , alors
la suite des transforḿees de Fourier-LaplacêTn(ζ) converge (uniforḿement sur tout
disque deC) vers la transforḿee de Fourier-LaplacêT (ζ).

Démonstration.Nous supposons que la suite des distributionsTn converge vers la
distributionT et nous choisissons un entierN tel que les supports de toutes lesTn

soient contenus dans[−N,N ]. Le support de la limite desTn est alors contenu dans
l’adhérence de l’union des supports (voir [24], t.1, p.76), donc le support deT est aussi
contenu dans[−N,N ].

Choisissons une fonctionα ∈ D telle queα(x) = 1 pour toutx ∈ [−N − 1,N + 1]
et soit ∆ = {z ∈ C : |z| ≤ R} un disque de rayonR. La famille de fonctions
Φ = {ϕ : (∃ζ ∈ ∆)(∀ x ∈ R) ϕ(x) = α(x)e−iζx} est un ensemble borné inclus dans
D d’apr̀es la d́efinition de Schwartz [24] t.1 p.68-69 ou celle d’Horváth [18] p.166 (i.e.
il existe un intervalle borńeK qui contient les supports de chaque fonctionϕ ∈ Φ et il
existe une suite croissantebk de nombres telle que(∀ ϕ ∈ Φ), ||dkϕ/dxk|| ≤ bk).

Dans la d́efinition de la convergence deTn versT , pour toute fonctionϕ ∈ D, on
a lim

n→+∞
(Tn − T )(ϕ) = 0 et cette convergence est uniforme sur tout sous-ensemble

borńe deD ([24] t.1 p.71). Donc(Tn − T )(ϕ) converge vers 0 uniforḿement surΦ.
Cela implique queT̂n(ζ) converge verŝT (ζ) uniformément sur∆ quandn tend vers
+∞. �

En utilisant le lemme 4, le support de chacune des distributionsMn est contenu
dans[−N,N ], oùN désigne max{|α| : Aα 6= 0}. De plus, par le lemme 9,̂Mn(ξ) =
D−nB(ξ/2n) · · ·B(ξ/2). À partir de l̀a, nous obtenons une condition nécessaire et
suffisante pour la convergence en distribution.

Corollaire 11. Si un SSH de symboleB estD′-convergent, alors pour toutξ, la suite
de fonctions matriciellesD−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2) converge (uni-
formément sur tout intervalle borné) vers la transforḿee de Fourier de la distribution
matricielle de base,M̂(ξ). En particulier la suite de matricesD−nB(0)n converge
versM̂(0).

Lemme 12. Si B est une matrice carŕee d’ordrer + 1 telle que la suiteD−nBn

converge, siBx = λx, où x = (x0, x1, . . . , xr)
T 6= 0 et si j est un indice v́erifiant

xj 6= 0, alors |λ| ≤ 1/2j. De plus si|λ| = 1/2j, λ = 1/2j.

Démonstration.C’est une conśequence du fait que laj-ième composante deD−nBnx
est pŕeciśement(2jλ)nxj . �
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Corollaire 13. SiB = (bjk) est une matrice carŕee d’ordrer + 1 telle que la suite
D−nBn converge, si1 est une valeur propre deB, alors b00 = 1 et pour toutj > 0,
bj0 = 0.

Pour le prochain corollaire et dans la suite, nous désignerons parmjkn l’ élément en
position(j, k) deMn. Il s’agit d’une distribution scalaire et sa transformée de Fourier
est not́eem̂jkn(ξ).

Corollaire 14. Si dans un SSHD′-convergent,1 est une valeur propre deB(0), alors
pour toutn ∈ N, on a m̂j0n(0) = δj0 pourj = 0,1, . . . , r.

Démonstration.D’après (13),

m̂j0n(ξ) =

r
∑

`=0

2jm̂j`,n−1(ξ)b`0(ξ).

Par le corollaire 13, nous obtenons ˆmj0n(0) = 2jm̂j0,n−1(0), j = 0, . . . , r. Mais
puisquem̂j00(0) = δj0, on obtient pour toutn, m̂j0n(0) = δj0. �

Lemme 15. Si un SSH estD′-convergent, alors la distribution matricielle de base et
sa transforḿee de Fourier v́erifient leséquations fonctionnelles

M = D−1
∑

α∈Z

M(2 · −α)Aα, (14)

M̂(2ξ) = D−1M̂(ξ)B(ξ), ξ ∈ R. (15)

Démonstration.En utilisant le lemme 9,M̂n(2ξ) = D−1M̂n−1(ξ)B(ξ). Nous prenons
la limite quandn tend vers∞ et par le corollaire 11, nous obtenons (15).

Un calcul élémentaire permet d’établir que la transforḿee de Fourier de la distri-
butionD−1 ∑

α∈Z
M(2 · −α)Aα estD−1M̂(ξ/2)B(ξ/2) = M̂(ξ). Par unicit́e de la

transforḿee de Fourier, (14) estétablie. �

Théorème 16.Soit M la distribution matricielle de base d’un SSH d’ordrer D′-
convergent dontB est le symbole. Nous supposons que toutes les valeurs propres de
B(0) sont dans l’ensemble{|λ| < 1} \ {1/2n : n = 1, . . . , r} except́e 1 qui est aussi
valeur propre simple.

Alors il existe un vecteur colonne(u0 = 1, u1, . . . , ur)
T tel que laj-ième ligne deM

estujT
(j), où T est la premìere ligne deM etT (j) la j-ième d́erivée de la distribution

vectorielleT .
De plus, si nous supposons quefn est la suite des raffinements d’un SSH avec

f0 : Z → Cr comme donńee intitiale, alors la suite des distributions vectorielles
∑

α∈Z
fn(α)/2nδα/2n converge vers la distribution vectorielleU dont, pour1 ≤ j ≤ r,

la j-ième composante estuj multipliée par laj-ième d́erivée de sa première composante.

Démonstration.Comme la transforḿee de Fourier d’une distributioǹa support borńe
est analytique (voir Th́eor̀eme 7.23 de [23]), alorŝM(ξ) est analytique. La première
ligne deMn, Tn = (1,0, . . . ,0)Mn converge vers la distribution vectorielleT =
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(m00,m01, . . . ,m0r) qui est alors la première ligne deM . À partir de (15), la fonction
vectorielleφ(ξ) = T̂ (ξ) = (1,0, . . . ,0)M̂(ξ) est une solution analytique de l’équation

φ(2ξ) = φ(ξ)B(ξ). (16)

En utilisant le corollaire 14, ˆm00(0) = 1. Ce qui signifie queφ0(0) = 1, où lesr + 1
composantes deφ sontφ0(ξ), φ1(ξ), . . . , φr(ξ).

Nous d́eveloppons les fonctionsφ0(ξ), . . . , φr(ξ) et lesélémentsbjk(ξ) de la matrice
B(ξ) en śeries entìeres :

φk(ξ) =
∞

∑

n=0

φknξ
n, k = 0,1, . . . , r et bjk(ξ) =

∞
∑

n=0

bjknξ
n, j, k = 0, . . . , r.

Ensuite, nous introduisons ces développements dans (16). En développant les produits
et en ŕeordonnant suivant les puissances deξ, nous obtenons

2nφkn =
n

∑

ν=0

r
∑

`=0

φ`νb`k,n−ν , k = 0,1 . . . , r, n ∈ N. (17)

La śerie de Maclaurin des fonctionsφk peutêtre calcuĺee par ŕecurrence.
Premìerement,φ(0) est le vecteur propre ligne pourB(0) assocíeà la valeur propre 1.

Sachant que 1 est une valeur propre età la condition queφ0(0) = 1, lesr + 1 nombres
φk0 , k = 0,1, . . . , r sont alors complètement d́etermińes.

Deuxìemement, pour tout entiern > 0, le syst̀eme homog̀ene

2nφkn =
r

∑

`=0

φ`nb`k0 , k = 0,1, . . . , r.

a seulement une solution non triviale, puisque pour toutn > 0, 2nI − B(0) est une
matrice inversible. Donc, pourn = 1,2,3, . . . , (17) a une unique solution. On en
déduit que tous les coefficients inconnusφkn, k = 0, . . . ,m, n > 0 sont d́etermińes de
manìere unique.

Soit j un entier compris entre 1 etr. Par (15), la fonction vectorielleψ(ξ) qui est
égaleà laj-ième ligne deM̂(ξ) est une solution analytique de l’équation vectorielle

ψ(2ξ) = 2jψ(ξ)B(ξ) (18)

Lesr + 1 composantes deψ(ξ) sont not́eesψk(ξ), k = 0,1, . . . , r.
Nous d́eveloppons les fonctionsψ0(ξ), . . . , ψr(ξ) en śeries entìeres :ψk(ξ) =

∑∞
n=0ψknξ

n pourk = 0,1, . . . , r. Nous introduisons ces développements dans (18),
en d́eveloppant les produits et en réorganisant les résultats suivant les puissances crois-
santes deξ. Il vient

2nψkn = 2j
n

∑

ν=0

r
∑

`=0

ψ`νb`k,n−ν, k = 0,1, . . . , r, n = 0,1,2, . . . (19)

La śerie de Maclaurin des fonctionsψk peutêtre calcuĺee par ŕecurrence. Premièrement,
si nous utilisons (19) avecn = 0, alors(ψ00, ψ10, . . . , ψr0) est un vecteur propre ligne
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deB(0) assocíe à la valeur propre potentielle 1/2j. Mais puisque 1/2j n’est pas une
valeur propre alorsψk0 = 0, k = 0, . . . , r. De la m̂eme façon, sìa partir de (19) avec
n = 1, . . . , j − 1, nous obtenons que(ψ0n, ψ1n, . . . , ψrn) est un vecteur propre ligne
deB(0) assocíe à la valeur propre potentielle 2n/2j. Puisquèa nouveau 2n/2j n’est
pas une valeur propre,ψkn = 0, k = 0, . . . , r pour toutn < j.

Si bien que l’́equation (19) se ram̀eneà

2nψkn = 2j
n

∑

ν=j

r
∑

`=0

ψ`νb`k,n−ν, k = 0,1, . . . , r, n = j, j + 1, j + 2, . . . (20)

Deuxìemement̀a partir de (20) avecn = j, nous obtenons que(ψ0j , ψ1j , . . . , ψrj) est
un vecteur propre ligne deB(0) assocíe à la valeur propre 1. Ce vecteur propre est
uniquement d́etermińe par sa première composanteψ0j .

Troisièmement, pour toute valeurn > j, le syst̀eme homog̀ene

2nψkn = 2j
r

∑

`=0

ψ`nb`k0 , k = 0,1 . . . , r.

a une unique solution non triviale, puisque pour toutn > 0, 2nI−2jB(0) est inversible.
Alors pourn = j + 1, j + 2, j + 3, . . . , il existe une unique solutioǹa (19). Ainsi tous
les coefficientsψkn, k = 0, . . . , r, n ≥ 0 sont d́etermińes de manìere unique.

Ajoutons qu’une comparaison entre (17) et (20) montre que les deuxéquations sont
similaires et queψ(ξ) = ψ0jξ

jφ(ξ) ; ce qui signifie que ˆmjk(ξ) = ψ0jξ
jm̂0k(ξ).

Rappelons que la dérivée d’une distributionT est toujours d́efinie parT ′(ϕ) =
−T (ϕ′) pour toute fonctionϕ ∈ D, (voir [24], t.1 p.35 ou [23], p.158).

En notantT (j) la j-ième d́erivée d’une distributionT pourj = 1,2, . . . , r, comme
T (j)(e−iξ·) = (iξ)jT (e−iξ·), par unicit́e de la transforḿee de Fourier, il s’ensuit que

mjk = (−i)jψ0jm
(j)
0k pourk = 0, . . . , r. En fixantuj = (−i)jψ0j , nous obtenons la

premìere conclusion du th́eor̀eme.
Si nous supposons quefn est la suite des raffinements d’un SSH avecf0 : Z → Cr

comme donńee initiale, alors la suite de distributions vectorielles
∑

α∈Z
fn(α)/2nδα/2n

converge vers la distribution vectorielleU =
∑

α∈Z
[ταM ]f0(α) d’apr̀es le th́eor̀eme 8.

Nous remarquons enfin que pour toutα ∈ Z, τα(m
(j)
0k ) = (ταm0k)

(j) pour j, k =

0, . . . , r, si bien queταmjk = uj(ταm0k)
(j). SiU = (U0, U1, . . . , Ur)

T , par linéarit́e,

il vient Uj = ujU
(j)
0 , j = 0, . . . , r. �

Théorème 17.SoitM la distribution matricielle de base d’un schéma de subdivision
d’Hermite d’ordrer D′-convergent dontB est le symbole. Nous supposons que1 est
une valeur propre simple deB(0) et que les autres valeurs propres deB(0) sont dans
{|λ| < 1} \ {1/2n : n = 1, . . . , r}. SoitC = (cjk) la matrice triangulaire dont la
partie inf́erieure estcjk =

∑

α∈Z
ajk(α)(−α)j−k2k−1/(j − k)!, j ≥ k, où ajk(α) est

l’ élément en position(j, k) du masqueAα du sch́ema.
Alors1 est une valeur propre deC et nous pouvons choisir le vecteur propre associé

(u0, u1, . . . , ur)
T de façonà ce queu0 = 1. La j-ième ligne deM est obtenue en

multipliant la premìere ligne deM par uj .
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Démonstration.Supposons que|ξ| ≤ 1. SiB = (bjk), alorsD−nB(ξ/2n)Dn−1 =

(2jn−k(n−1)bjk(ξ/2n)). De (12), nous d́eduisons que

m̂j0n(ξ) =

j
∑

k=0

2(j−k)n+kbjk(ξ/2
n)m̂k0,n−1(ξ) +O(1/2n),

puisqueξ est borńe.
À partir du d́eveloppement de Taylor debjk(ξ), il vient

m̂j0n(ξ) =

j
∑

k=0

j−k
∑

`=0

2(j−k−`)n+kb
(`)
jk (0)/`!ξ`m̂k0,n−1(ξ) +O(1/2n).

Si bien qu’en posantk + ` = `′,

m̂j0n(ξ) =

j
∑

`′=0

`′

∑

k=0

2(j−`′)n+kb
(`′−k)
jk (0)/(`′ − k)!ξ`′−km̂k0,n−1(ξ) +O(1/2n).

Or, nous savons que pour toutn ∈ N, m̂00n(0) = 1 (corollaire 14) et

lim
n→∞

m̂j0n(ξ) = uj(iξ)
j , j = 1, . . . , r

(théor̀eme 16). Lorsquen tend vers +∞, nous obtenons :

∑̀

k=0

b
(`−k)
jk (0)/(`− k)!ik2kuk = 0, ` = 0,1, . . . , j − 1

et
j

∑

k=0

b
(j−k)
jk (0)/(j − k)!ik2kuk = ijuj .

PuisqueB(ξ) =
∑

αAαe
−iαξ/2, alors

dsbjk
dξs

(0) =
∑

α∈Z

aαjk(−iα)s/2

et nous obtenons que le vecteur(u0, u1, . . . , ur)
T est un vecteur propre deC pour la

valeur propre 1. �

6. Équations de raffinement et sch́emas d’Hermite. Dans le cas scalaire, leséqua-
tions de raffinement ont d’abord́et́e étudíees par Cavaretta, Dahmen et Michelli [1]
ainsi que par Daubechies et Lagarias [5]. Une extension de ceséquations áet́e propośee
par Strang et Strela [26] (voir aussi [16]). Dans cette partie, nous rappelons la définition
d’uneéquation vectorielle de raffinement et montrons qu’elle peut être compl̀etement
reliéeà un SSH. Nous illustrons ce lien avec un exemple tiré de l’article [4] de Dahmen,
Han, Jia et Kunoth.
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Définition 13. Uneéquation vectorielle de raffinementest d́efinie par :

φ(x) =
∑

α∈Z

Cαφ(2x− α), x ∈ R, (21)

où φ = (φ0, . . . , φr)
T est une distribution vectoriellèa r + 1 composantes et{Cα}α∈Z

est un ensemble fini de matrices carrées d’ordrer + 1 appeĺemasque du raffinement.

Lorsque nous d́erivonsj fois (21), nous obtenons :

φ(j)(x) =
∑

α∈Z

2jCαφ
(j)(2x− α), x ∈ R. (22)

Pourj = 0, . . . , r, ceséquations peuvent aussi s’écrire :



















(φ0(x), . . . , φr(x)) =
∑

α∈Z

20(φ0(2x− α), . . . , φr(2x− α))CT
α ,

...
...

(φ
(r)
0 (x), . . . , φ

(r)
r (x)) =

∑

α∈Z
2r(φ

(r)
0 (2x− α), . . . , φ

(r)
r (2x− α))CT

α .

En d́efinissant la distribution matricielle

M(x)=









φ0(x) φ1(x) . . . φr(x)
φ′0(x) φ′1(x) . . . φ′r(x)

...
...

...
...

φ
(r)
0 (x) φ

(r)
1 (x) . . . φ

(r)
r (x)









,

leséquations pŕećedentes peuventêtre synth́etiśees en

M(x) =
∑

α∈Z

D−1M(2x− α)CT
α , x ∈ R. (23)

Ce qui signifie que (14) est vérifiée avecAα = CT
α . Réciproquement, nous considérons

un SSH d’ordrer D′-convergent et nous notonsM la distribution matricielle de base.
En posantφ = (m00,m01, . . . ,m0r)

T , grâceà (14), il est facile de v́erifier queφ
est solution de (21). Un exemple d’une telleéquation de raffinement est proposé par
Dahmenet al. [4]. Les composantes de la solution vectorielle,φ = (φ0, φ1)

T sont de
classeC1(R)2 et polynomiales de degré 3 par morceaux. Le masque du raffinement est
défini par :

C−1 =

(

1/2 3/4
−1/8 −1/8

)

, C0 =

(

1 0
0 1/2

)

, C1 =

(

1/2 −3/4
1/8 −1/8

)

, Cα = 0 sinon.

En fait cet exemple est le m̂eme que celuíetudíe dans le paragraphe 3 avecr = 1. Dans
la figure 1, on peut voir le graphe deφ0, φ1 ainsi que celui de leur d́erivée.



S. Dubuc et J.-L. Merrien 183

 3  2  1 0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

φ
0

 3  2  1 0 1 2 3
 2

 1

0

1

2

φ’
0

 3  2  1 0 1 2 3
 0. 2

 0. 1

0

0.1

0.2

φ
1

 3  2  1 0 1 2 3
 0. 5

0

0.5

1

φ’
1

FIG. 1. Cubiques par morceaux et dérivées construites par subdivision

Ajoutons que dans ce m̂eme article, un second exemple est proposé avec comme
masque du raffinement :

C̃−2=

(

−7/64 −5/64
87/128 31/64

)

, C̃−1=

(

1/2 3/16
−99/32 −37/32

)

, C̃0=

(

39/32 0
0 15/8

)

,

C̃1 =

(

1/2 −3/16
99/32 −37/32

)

, C̃2 =

(

−7/64 5/64
−87/128 31/64

)

, Cα = 0 si |α| > 2.

Les auteurs montrent que la solutionφ̃ est dansHs(R)2 avecs < 0.824926 (Proposition
3.1 de [4]) et, en particulier quẽφ est continue. Dans la figure 2, nous avons construit
le graphe dẽφ0, φ̃1 ainsi que le graphe d’une approximation des dérivées au sens des
distributions obtenues̀a la profondeurn = 9. Fait remarquable, les deux exemples sont
duaux au sens qu’ils vérifient les deux́equations :

∑

α∈Z

CαC̃
T
α+2β = 2δ0βI et (φ, φ̃(· − α)R = δ0αI.
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FIG. 2. Approximation de la base dualeà la profondeurn = 9

7. Convergence de produits infinis de matrices.Dans cette partie, nous mettons
provisoirement de ĉoté les sch́emas de subdivision d’Hermite pour nous intéresser
aux produits infinis de matrices.Étant donńe un produit infini, nous proposons des
conditions pour que les normes des produits partiels soientborńees ou pour que le
produit infini soit convergent. Pour cetteétude, nous nous appuyons sur l’approche des
produits infinis dans une algèbre de Banach proposée par Fleischer et Joffe [11].

Lemme 18 (Fleischer et Joffe).Soientan, bn deux suites dans une algèbre de Banach
vérifiant

∞
∑

n=1

||an − bn|| = ε < 1/C avecC ≥ 1 et ||ajaj+1 · · · an|| ≤ C pour1 ≤ j ≤ n.

Alors pourn ∈ N,

||b1b2 · · · bn|| <
C

1− Cε
et ||a1a2 · · · an − b1b2 · · · bn|| ≤

C2

1− Cε

n
∑

k=1

||ak − bk||.

Comme indiqúe par Fleischer et Joffe, le lemme résulte de l’́egalit́e élémentaire

n
∏

k=1

ak −
n

∏

k=1

bk =
n

∑

j=1

j−1
∏

k=1

bk (aj − bj)
n

∏

k=j+1

ak.
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Théorème 19.Soientan, bn deux suites dans une algèbre de Banach. Nous supposons
que

C ≥ 1, ||amam+1 · · · an|| ≤ C, pour1 ≤ m ≤ n et que
∞

∑

n=N+1

||an − bn|| < 1/(2C).

Si nous d́efinissonsC ′ = max{1, ||b1b2 · · · bn|| : 0 < n ≤ N}, alors pour toutn ≥ 1,
on obtient||b1b2 · · · bn|| ≤ 2CC ′.

Démonstration.Nous appliquons le lemme 18 aux suitesaN+n, bN+n pourn = 1,2, . . .
avec ε = 1/(2C). Nous en d́eduisons que||bN+1bN+2 · · · bN+n|| < 2C. Puisque
||b1b2 · · · bN || ≤ C ′, la conclusion est́evidente. �

Théorème 20.Soientan, bn deux suites dans une algèbre de Banach v́erifiant

∞
∑

n=1

||an − bn|| <∞ et sup
n≥1

max{||
n

∏

k=m

ak|| : 1 ≤ m ≤ n} <∞.

Si nous supposons que pour chaque entierm > 0, la suiteamam+1 · · · an converge,
alors la suiteb1b2 · · · bn converge aussi.

Démonstration.Soit C = sup{1, ||amam+1 · · · an||, 1 ≤ m ≤ n}. Choisissons un
entierN0 > 0 vérifiant

∑∞
n=N0

||an − bn|| < 1/(2C) et d́efinissonsC ′ par C ′ =

max{1, ‖b1b2 · · · bn‖ : 0< n ≤ N0}. Nous allons montrer que la suitecn = b1b2 · · · bn
est de Cauchy.

Soit ε un ŕeel strictement positif. Nous choisissons un entierN > N0 tel que
∑∞

n=N ||an − bn|| < ε. Ensuite, nous choisissons un nouvel entierN ′ > N vérifiant
(∀ n ≥ N ′)(∀ n′ > n) ||aNaN+1 · · · an − aNaN+1 · · · an′ || < ε. Or cn − cn′ s’écrit

cn − cn′ =
N−1
∏

k=1

bk[(bN · · · bn − aN · · · an) + (aN · · · an − aN · · · an′)

+ (aN · · · an′ − bN · · · bn′)].

Alors, d’apr̀es le lemme 18 ainsi que le théor̀eme 19,||cn − cn′ || ≤ 2CC ′(2 C2ε
1−Cε + ε)

dès quen > N ′ etn′ > n. Maintenant les majorantsC,C ′ ne d́ependent pas deε, si
bien que la suitecn converge. �

Dans les trois derniers résultats, nous pouvons permuter simultanément les produits
desan et desbn. En particulier, on peut considérer les produits « h́ebreux »anan−1 · · · a1

et bnbn−1 · · · b1 pour obtenir les th́eor̀emes correspondants.

Si
∞
∑

n=1

||an − bn|| <∞, si de plus l’ensemble des normes

{||anan−1 · · · am|| : 0< m ≤ n}

est borńe, et si, enfin, pour tout entierm > 0, la suiteanan−1 · · · am, n ≥ m converge,
alors la suitebnbn−1 · · · b1 converge.
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8. Conditions suffisantes de convergence.Pour obtenir des conditions pour lesquelles
la suite des distributions matriciellesMn converge, nous rappelons un théor̀eme de
Gel’fand et Shilov [12]. Ensuite, nous introduisons la condition E sur le symbole d’un
SSH. Cette condition E assurera la convergence du schéma au sens des distributions.

Théorème 21 (Gel’fand et Shilov).SoitTn une suite de distributions tempérées sur
R. Nous supposons que leur transformée de Fouriergn(ξ) = T̂n(ξ) remplit les deux
conditions suivantes

i) gn(ξ) converge simplement versg(ξ) quandn→ ∞ ;
ii) (∃a > 0)(∃c > 0)(∀ n ∈ N) (∀ ξ ∈ R) |gn(ξ)| ≤ cmax(1, |ξ|a).

Alors il existe une distribution tempéréeT de transforḿee de Fourierg telle queTn

converge de manière faible versT .

Définition 14. La condition Epour le symboleB(ξ) = (bjk(ξ)) d’ordrer s’écrit :

i) b00(0) = 1 et|bjj(0)| < 1/2j, j = 1, . . . , r ;

ii) si j > k, alorsb(`)jk (0) = 0 pour` = 0, . . . , j − k − 1.

Notons qu’il n’y a pas de condition pour leséléments au dessus de la diagonale.

Lemme 22. Si la condition E est v́erifiée pour le symboleB(ξ) = (bjk(ξ)), alors la
suiteD−nB(ξ/2n)Dn−1 converge. La matrice limiteΓ(ξ) = (γjk(ξ)) est une matrice
triangulaire inf́erieure de diagonaleb00(0),2b11(0), . . . ,2rbrr(0) et de partie inf́erieure

γjk(ξ) = 2kb
(j−k)
jk (0)/(j − k)!ξj−k, j ≥ k.

De plus, dans tout intervalle borné, il existe un ŕeelβ > 0 tel que pour toutn > 0
et pour toutξ ∈ I, on a||D−nB(ξ/2n)Dn−1 − Γ(ξ)|| ≤ β/2n.

Démonstration.Soit I un intervalle contenant 0. Nous remarquons que

D−nB(ξ/2n)Dn−1 = (bjk(ξ/2n)2(j−k)n+k)

et nouśetudions deux cas :

Premier cas :0 ≤ j < k ≤ r.
Siβjk est un majorant de|bjk(ξ)|, ξ ∈ I, alors 2k−nβjk est un majorant de l’élément

en position(j, k) deD−nB(ξ/2n)Dn−1 pour toutn.

Second cas :0 ≤ k ≤ j ≤ r.
Nous d́efinissonsβjk = sup{|b(j−k+1)

jk (ξ)|/(j−k+1)! : ξ ∈ I}. Commeb(`)jk (0) = 0
pour` = 0, . . . , j − k − 1 par la condition E partie i), en utilisant le reste de Lagrange
dans le d́eveloppement de Taylor, il vient

∣

∣

∣bjk(ξ) − b
(j−k)
jk (0)/(j − k)!ξj−k

∣

∣

∣ ≤ βjk|ξ|
j−k+1 pour toutξ ∈ I.

Si ξ/2n ∈ I, alors
∣

∣

∣bjk(ξ/2n) − 2−(j−k)nb
(j−k)
jk (0)/(j − k)!ξj−k

∣

∣

∣ ≤ βjk|ξ|
j−k+12−(j−k+1)n.

En multipliant cette ińegalit́e par 2(j−k)n+k, on obtient que 2k−nβjk|ξ|
j−k+1 est un

majorant pour l’́elément en position(j, k) deD−nB(ξ/2n)Dn−1 − Γ(ξ) pour toutn
et toutξ ∈ I. À partir de ces deux cas, on peut conclure.�



S. Dubuc et J.-L. Merrien 187

Lemme 23. Si la condition E est v́erifiée pour le symboleB(ξ), alors la suite de
fonctions matriciellesD−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/2) est uniforḿement borńee
sur tout intervalle borńe et converge simplement.

Démonstration.SoitI un intervalle borńe. Apr̀es avoir fix́ean(ξ) = Γ(ξ), où Γ(ξ) est
la matrice du lemme 22 etbn(ξ) = D−nB(ξ/2n)Dn−1 pourn > 0, nous utilisons les
théor̀emes 19 et 20. Grâce au lemme 22, nous savons qu’il existec > 0 tel que pour
tout ξ ∈ I,

∑∞
n=1 ||an(ξ)− bn(ξ)|| ≤ c. Les valeurs propres deΓ(ξ) sont leśeléments

de sa diagonale, soit 2jbjj(0), j = 0, .., r. De la condition E partie (i), nous déduisons
que la suiteΓn(ξ) converge. (Les puissances d’une matrice convergent si 1 estune
valeur propre simple et si les autres valeurs propres sont contenues dans le disque
unité ouvert deC, voir Oldenberger [22].) Les hypothèses des th́eor̀emes 19 et 20 sont
satisfaites, donc la suitebn(ξ)bn−1(ξ) · · · b1(ξ) = D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/2)
est uniforḿement borńee pourξ ∈ I et elle converge simplement.�

Lemme 24. Si la condition E est v́erifiée pour le symboleB, alors il existe deux ŕeels
strictement positifsa etc tels que

(∀n > 0), (∀ξ ∈ R), ||D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2)||≤cmax(1, |ξ|a).

Démonstration.Du lemme 23, nous d́eduisons que

c = sup
n

sup
|ξ|≤1

||D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/2)||

est fini. En d́efinissantL = ||D−1|| sup
ξ∈R

||B(ξ)|| et en utilisant l’ińegalit́e

||D−nB(ξ/2n) · · ·B(ξ/2|| ≤ ||D−1|| · ||D−n+1B(ξ/2n) · · ·B(ξ/4)|| · ||B(ξ/2)||,

on peut montrer par récurrence surk > 0 que

(∀n > 0) (∀ ξ ∈ R), |ξ| ≤ 2k

⇒ ||D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2)|| ≤ cLk−1.

À partir de l̀a, siξ ≤ 1, alors||D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2)|| ≤ c, et
si 2k−1 ≤ |ξ| ≤ 2k, k > 0, alors

||D−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2)|| ≤ cLk−1 ≤ c|ξ|logL/ log 2.

Si bien qu’il suffit de choisira = logL/ log 2 pour obtenir la conclusion.�

Théorème 25.Si la condition E est v́erifiée pour un SSH, alors le schéma estD′-
convergent.

Démonstration.À partir des lemmes 9, 23 et 24, en utilisant aussi les théor̀emes 21 et
7, la suite de distributions matriciellesMn converge versM , distribution matricielle de
base. D’apr̀es le th́eor̀eme 8, le sch́ema d’Hermite estD′-convergent. �
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Corollaire 26. SoitAα =

(

a00(α) a01(α)
a10(α) a11(α)

)

, α ∈ Z le masque d’un SSH d’ordre

r = 1. Nous supposons que
∑

α

a00(α) = 2,
∑

α

a10(α) = 0, |
∑

α

a11(α)| < 1.

Alors le sch́ema estD′-convergent.

À noter que dans le corollaire préćedent, il n’y pas de condition sur les nombres
a01(α). Dans [7], nous avions démontŕe un ŕesultat plus faible : si le masque d’un
sch́ema d’Hermite v́erifie

A−1 =

(

1/2 α
(1− β)/2 β/4

)

,A0 =

(

1 0
0 1/2

)

,A1 =

(

1/2 −α
−(1− β)/2 β/4

)

,

où |1− β| < 1, alors le sch́ema estD′-convergent (th́eor̀emes 4 et 5 dans [7]).
La condition E est suffisante pour assurer la convergence. Examinons maintenant

comment elle est loin d’être ńecessairèa l’aide d’un SSHD′-convergent d’ordrer = 1.
SoitB(ξ) le symbole d’un tel sch́ema.

La condition E donne

B(0) =

(

1 b01(0)
0 b11(0)

)

.

Donc 1 est valeur propre avec(1,0)T comme vecteur propre. L’autre valeur propre est
b11(0) ; elle vérifie |b11(0)| < 1/2.

Réciproquement, nous distinguons plusieurs cas possibles pour le spectre deB(0).

Cas 1)Les deux racines caractéristiques sont dans le disque unité ouvert. On peut
alors montrer que la suite de vecteursB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2)(1,0)T

converge uniforḿement vers 0 sur tout intervalle borné. Si fn désigne la suite des
raffinements̀a partir des donńees initialesf0, alors la suite des premières composantes
de la distribution vectorielleTn =

∑

α∈Z
fn(α)/2nδα/2n converge vers 0 dans l’espace

D′. Nous ne savons pas si nous obtenons toujours la convergenceen distribution, mais
nous sommes sûrs d’obtenir un sch́ema d’Hermite d́eǵeńeŕe.

Cas 2) Il existe une valeur propreλ vérifiant |λ| ≥ 1 et (1,0)T n’est pas un
vecteur propre associé. Notonsv = (x0,1)T un vecteur propre associé àλ. La seconde
composante deD−nB(0)nv est(2λ)n et la suite de matricesD−nB(0)n diverge. Du
corollaire 11, on d́eduit que le sch́ema n’est pasD′-convergent.

Cas 3)Il existe une valeur propreλ 6= 1 telle que|λ| ≥ 1 et(1,0)T est un vecteur
propre associé. On a alors

B(0) =

(

λ b01(0)
0 b11(0)

)

et la suite de matricesD−nB(0)n diverge. Du corollaire 11, on conclut que le schéma
n’est pasD′-convergent.
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Cas 4)1 est une valeur propre et(1,0)T est un vecteur propre associé. Alors

B(0) =

(

1 b01(0)
0 b11(0)

)

.

Sous-cas 4.1)Si |b11(0)| > 1/2 ou si|b11(0)| = 1/2 avecb11(0) 6= 1/2 alors la suite
de matricesD−nB(0)n diverge et,̀a nouveau gr̂ace au corollaire 11, le schéma n’est
pasD′-convergent.

Sous-cas 4.2)Si b11(0) = 1/2, nous conjecturons que le SSH estD′-convergent.

Sous-cas 4.3)Dans le cas òu |b11(0)| < 1/2, la condition E est v́erifiée et le sch́ema
est doncD′-convergent.

9. Exemples.Nous commençons par un SSH d’ordre 1 qui estD′-convergent mais pas
C1-convergent. Ensuite, nousétudions plusieurs familles d’exemples pour lesquelles la
convergence au sens des distributions est assurée.

9.1. Un sch́ema d’Hermite D′-convergent mais pasC1-convergent. Pour notre pre-
mier exemple, nous prenons le schéma d’ordre 1 de masque

A−1 =

(

3/10 0
1/4 5/32

)

, A0 =

(

7/10 0
1/8 1/8

)

, A1 =

(

7/10 0
−1/8 1/8

)

,

A2 =

(

3/10 0
−1/4 5/32

)

, Aα = 0 siα /∈ [−1,2].

Le corollaire 26 nous assure que ce schéma d’Hermite estD′-convergent. La distribution
matricielle de base,M = (mjk) existe. La matriceC définie dans le th́eor̀eme 17 est
donńee par

C =

(

1 0
7/16 9/16

)

;

1 est une valeur propre simple de vecteur propre colonne associé (1,1)T . Si φ0 =
m00, φ1 = m01, alors par le th́eor̀eme 17,m10 = φ′0 etm11 = φ′1. Dans la figure 3,
nous avons dessiné les approximations de chaqueélément deM à la profondeurn = 9.
Plus pŕeciśement, si

Fn(α) =

(

f
(n)
00 (α) f

(n)
01 (α)

f
(n)
10 (α) f

(n)
11 (α)

)

est la suite de fonctions matricielles de base du schéma , nous proposons 4 graphes en
dessinant seulement les points de coordonnées

(α/29, f
(9)
jk (α)), α ∈ Z ∩ [−2.29,3.29] pourj = 0, k = 0 (en haut et̀a gauche),

j = 0, k = 1 (en haut et̀a droite),j = 1, k = 0 (en bas et̀a gauche),

j = 1, k = 1 (en bas et̀a droite).

Ce qui saute aux yeux, dans le graphe en haut età droite, c’est queφ1 = 0. C’est une
conśequencedu fait que l’élément en position(0,1) du symbole est toujours nulle. Dans
le dessin en haut età gauche, la fonctionφ0 a l’air d’être ŕegulìere, mais nous voyons
bien en dessous que nous n’obtenons pas le graphe deφ′0. Cela s’explique : nous n’avons
pas une convergence uniforme mais seulement une convergence en distribution. Nous
avons ainsi une illustration que nous n’avons pas de convergenceC1 dans ce cas.
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FIG. 3. Approximation de la distribution matricielle de baseà la pro-
fondeurn = 9

9.2. Sch́emas interpolants à 2 points. Nous étudions le cas ǵeńeral des sch́emas
d’Hermite interpolants̀a 2 points. Nous supposons que la fonctionf (0) et sesr premìeres
dérivéesf (j), j = 1, . . . , r sont connues surZ. Nous construisons alorsf (0), . . . , f (r)

surZ/2n par raffinement comme suit.
À l’ étapen, définissonsh = 1/2n et ∆n = {x = αh,α ∈ Z}. Si a = αh et

b = (α + 1)h sont deux points successifs de∆n, nousévaluonsf (0), . . . , f (r) au point
milieu x = (a + b)/2 par les formules :

f (j)(x) =
r

∑

k=0

(αjkf
(k)(b) + βjkf

(k)(a))hk−j, j = 0, . . . , r. (24)

Ainsi f (0), . . . , f (r) sont d́efinies sur∆n+1. La construction d́epend de deux matrices
carŕeesW−1 = (αjk) etW1 = (βjk). En itérant le proćed́e, on d́efinit f (0), . . . , f (r)

sur l’ensemble des nombres dyadiques∆∞ =
⋃

∆n qui est dense dansR.
Ce sch́ema ǵeńeralise les constructions de Merrien [20,21] pour obtenir des inter-

polants d’Hermite pourr = 1 our = 2.
Le sch́ema pŕećedent est donc un SSH de masqueAα = DWα, α = ±1,A0 = D et

Aα = 0 pour les autres valeurs deα. Ce sch́ema estsyḿetriquedès que
βjk = (−1)j+kαjk pourj, k = 0, . . . ,m.

Désormais, nous supposerons que les schémas sont syḿetriques.
Le symboleB(ξ) est alorsD(I+e−iξW1+eiξW−1)/2 ; l’ élémentbjk(ξ) est(δjk/2+

αjk cosξ)/2j si j−k est pair eti(αjk sinξ)/2j sij−k est impair. La matriceC = (cjk)
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du th́eor̀eme 17 v́erifie cjk = 0 si j < k, cjj = 1/2 + αjj pour j = 0,1, . . . , r et
cjk = αij/[2j−k(j − k)!] si j > k.

Exemple 2. Sch́emas d’ordre 1
Dans ce cas,

B(ξ) = D

(

1/2 +α00 cosξ iα01 sinξ
iα10 sinξ 1/2 +α11 cosξ

)

.

Il s’ensuit que

B(0) =

(

1/2 +α00 0
0 1/4 +α11/2

)

.

Si α00 = 1/2 et α11 ∈ (−3/2,1/2), alors la condition E est v́erifiée et le sch́ema
d’Hermite correspondant estD′-convergent. Nous avons

C =

(

1/2 +α00 0
α10/2 1/2 +α11

)

.

Pour tout sch́ema, la distribution vectorielle limiteT à composantesT0, T1 vérifie
T1 = α10/(1− 2α11)T

′
0 comme nous l’avons montré dans le th́eor̀eme 16.

Un cas particulier de schémaD′-convergent est le schéma ŕesultant de l’interpolation
habituelle d’Hermite par des cubiques sur chaque intervalle [α,α + 1], α ∈ Z, à partir
des donńeesyα, y

′
α pourf, f ′. Dans ce cas,

(αjk) =

(

1/2 −1/8
3/2 −1/4

)

.

La condition E est v́erifiée.

Exemple 3. Sch́emas d’ordre 2
Nous avons alors

B(ξ) =
∑

α∈Z

e−iαξAα/2 = D





1/2 +α00 cosξ iα01 sinξ α02 cosξ
iα10 sinξ 1/2 +α11 cosξ iα12 sinξ
α20 cos(ξ) iα21 sinξ 1/2 +α22 cosξ



 .

Si bien que

B(0)=





1/2 +α00 0 α02

0 1/4 +α11/2 0
α20/4 0 1/8 +α22/4



, B′(0)= i





0 α01 0
α10/2 0 α12/2

0 α21/4 0



.

Dès que la condition E est vérifiée, i.e.

α00 = 1/2, −3/2< α11 < 1/2, −3/2< α22 < 1/2, α20 = 0,

alors par le th́eor̀eme 25 le sch́ema estD′-convergent.
Dans ce cas,

C =





1 0 0
α10/2 1/2 +α11 0

0 α21/2 1/2 +α22



.

Toute distribution vectorielle limiteT = (T0, T1, T2)
T vérifie T1 = T ′

0, T2 = T ′′
0 si

et seulement siα10 + 2α11 = α21 + 2α22 = 1 comme nous l’avons montré dans les
théor̀emes 16 et 17.
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Pour certaines valeurs des paramètres, nous pouvons interpoler les données surZ par
une fonctionf polynomiale ou par une fonction polynomiale par morceaux (splines)
sur chaque intervalle[α,α + 1], α ∈ Z. Par exemple :

1. Pour

(αij) =





1/2 −5/32 1/64
15/8 −7/16 1/32

0 3/2 −1/4



 ,

alorsf est la quintique interpolante d’Hermite sur chaque[α,α + 1], α ∈ Z ;

2. Pour

(αij) =





1/2 −23/144 5/288
9/4 −5/8 1/16
0 3/2 −1/4



 ,

alors f est la spline cubiquèa deux noeuds situés au 1/3 et 2/3 de chaque
intervalle[α,α + 1] ;

3. Pour

(αij) =





1/2 −5/32 1/64
2 −1/2 1/24
0 3/2 −1/4



 ,

f est la spline quartiquèa un noeud au milieu de chaque intervalle[α,α + 1].

Dans chacun des cas préćedents, la condition E est vérifiée. Par ailleurs, unéetude
de la convergenceC2 est donńee dans [21].

Exemple 4. Sch́emas d’ordre 3
Dans ce cas,

B(0) =







1/2 +α00 0 α02 0
0 1/4 +α11/2 0 α13/2

α20/4 0 1/8 +α22/4 0
0 α31/8 0 1/16 +α33/8






,

B′(0) = i







0 α01 0 α03

α10/2 0 α12/2 0
0 α21/4 0 α23/4

α30/8 0 α32/8 0






,

B′′(0) = −







α00 0 α02 0
0 α11/2 0 α13/2

α20/4 0 α22/4 0
0 α31/8 0 α33/8






.

La condition E est v́erifiée d̀es queα00 = 1/2, −3/2 < αii < 1/2, i = 1,2,3, et
α20 = α31 = α30 = 0. Dans ce cas le schéma estD′-convergent, la matriceC est







1 0 0 0
α10/2 1/2 +α11 0 0

0 α21/2 1/2 +α22 0
0 0 α32/2 1/2 +α33
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et comme pŕećedemment, toute distribution vectorielle limiteT = (T0, T1, T2, T3)
T

vérifie T1 = T ′
0, T2 = T ′′

0 , T3 = T ′′′
0 si et seulement siα10 + 2α11 = α21 + 2α22 =

α31 + 2α32 = 1.
Venons-en au dernier exemple. Pour

(αij)=







1/2 -11/64 3/128 -1/768
-21/16 -19/32 1/16 -1/384

0 15/8 -7/16 1/32
-105/2 105/4 -15/4 3/16






,

alors l’interpolant d’Hermitef est le polyn̂ome de degŕe 7 sur chaque intervalle[α,α+1],
α ∈ Z. Il est clair que le SSH estC3-convergent et doncD′-convergent. Pourtant la
condition E n’est pas v́erifiée (il n’est pas vrai queα31 = 0 etα30 = 0).

10. Conclusion. Pour des SSH, la théorie des distributions de L. Schwartz est un outil
exceptionnel d’́etude, en particulier lorsqu’on le combine avec les transformées de
Fourier. Nous avons pu proposer des conditions géńerales de convergence au sens des
distributions pour tous les schémas d’ordre 1. Quand l’ordre est strictement plus grand
que 1, nous avons proposé la condition E qui n’est pas la condition optimale pour la
convergence au sens des distributions. La recherche de cette condition optimale reste
une question ouverte

English extended abstract.A Hermite-type subdivision scheme (HSS) of orderr is
defined by a mask, a set of(r + 1) × (r + 1) matrix coefficients{Aα : α ∈ Z} with a
finite number of non-zeroAα’s. The initial set of discrete data is a set of control vectors
{f0(α) ∈ Rr+1}α∈Z. The sequence ofrefinements{fn : Z → Rr+1}, n ≥ 0 is defined
recursively by:

Dn+1fn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2βD
nfn(β), α ∈ Z, n ∈ N,

whereD is the diagonal matrix of orderr+1 whose diagonal elements are the successive
powers of 1/2: 1,1/2,1/4, . . . ,1/2r.

A HSS converges in distributionif for any C∞-function with compact support,
ϕ(x), x ∈ R and for any sequencefn of refinements of the scheme, the sequence of
vectors

∑

α∈Z
ϕ(α/2n)fn(α)/2n converges.

Thebasic sequence of matrix distributionsof a HSS is

Mn =
∑

α∈Z

Fn(α)/2nδα/2n ,

whereδa is the Dirac distribution ata and whereFn is recursively defined

Dn+1Fn+1(α) =
∑

β∈Z

Aα−2βD
nFn(β), α ∈ Z, n ∈ N

with F0(α) = δ0αI (I is the identity matrix of orderr + 1). If this sequence of matrix
distributions converges to a matrix distributionM , thenM is called thebasic matrix
distribution.
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The symbolof a HSS of mask{Aα} is B(ξ) =
∑

α∈Z
Aαe

−iαξ/2. We also use
Schwartz notation for the translation operatorτh, whereh is a real number. Ifϕ is a
C∞ function with compact support and ifT is a distribution, thenτhϕ(x) = ϕ(x− h)
andτhT (ϕ) = T (τ−hϕ).

Theorem 8. If the basic matrix distributionM exists for a HSS, then this scheme
converges in distribution. More precisely, iffn is the sequence of refinements of a HSS
from the initial dataf0, then the sequence of vector distributions

Tn =
∑

α∈Z

fn(α)/2nδα/2n

converges to the vector distribution

∑

α∈Z

[ταM ]f0(α)

in the space of distributionsD′. Conversely if the HSS converges in distribution, then
the basic matrix distribution exists.

Corollary 11. If a HSS with symbolB is D′-convergent, then for anyξ, the sequence
of matrix functionsD−nB(ξ/2n)B(ξ/2n−1) · · ·B(ξ/4)B(ξ/2) converges (uniformly
on any finite interval) to the Fourier transform of the basic matrix distribution,M̂(ξ).
In particular the sequence of matricesD−nB(0)n converges toM̂(0).

Theorem 17. LetM be the basic limit distribution of a HSS of orderr which converges
in distribution, letB be the symbol of the scheme, we assume that1 is a simple eigenvalue
ofB(0) and any other eigenvalue ofB(0) in {|λ| < 1} \ {1/2n : n = 1, . . . , r}. Let
C = (cjk) be the lower triangular matrix whose lower part is

cjk =
∑

α∈Z

2k−1ajk(α)/(j − k)!(−α)j−k, j ≥ k,

whereajk(α) is the jkth-component of the maskAα of the scheme. Then1 is an
eigenvalue ofC and we can choose the corresponding eigenvector(u0, u1, . . . , ur)

T

such thatu0 = 1. With this choice, thej-th row ofM is uj times the first row ofM .

Theorem 25. Let a HSS of orderr whose symbol isB(ξ) = (bjk(ξ)) such that

(i) b00(0) = 1 and|bjj(0)| < 1/2j, j = 1, . . . , r,

(ii) if j > k, thenb(`)jk (0) = 0 for ` = 0, . . . , j − k − 1,

then the scheme converges in distribution.
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