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CONVERGENCE DES SCHEMAS DE SUBDIVISION
D'HERMITE AU SENS DES DISTRIBUTIONS

SERGE DUBUC ET JEAN-LouIs MERRIEN

REsSUME. Nous cfinissons la notion de convergence dans I'espace deddistris

pour des schmas d’Hermite construits par subdivisigntout sclema convergent

au sens des distributions est aséeaine distribution matricielle de base. Sauf ex-
ception, les lignes de cette distribution sont des mukigkela prenére ligne. Puis,
nous proposons des conditioreoessaires ou suffisantes pour obtenir la convergence
en distribution des sé@mas d’Hermite. L'outil de I'analyse est la transformatiten
Fourier d’'une distribution matricielle & qu’elle est dfinie. L'étude d’un produit
infini de matrices est ualement ck de I'analyse.

ABSTRACT. We define the notion of convergence in distribution for Higensub-
division schemes. A given Hermite subdivision scheme isreggent iff a basic
matrix distributionM exists. Generally, the rows df/ are multiples of its first
row. Moreover we find necessary or sufficient conditions fas type of conver-
gence for arbitrary Hermite subdivision schemes. This isedbrough the Fourier
transform of a matrix distribution if it exists. Infinite nra¢ products are critical for
completing the analysis.

1. Introduction. Nous dfinissons un s@&ma de subdivision de type Hermite, aot
SSH, d’ordre- en construisant une fonctighet ses premeres @rivées parécurrence.
L'ensemble initial de donges disaétes est un ensemble de vecteurs de OGtmtr
{fo(a) € R™1} 7. Pour toutx € Z, la premére composante du vectefs(«) est la
valeur de confile def enxz = o ; les autres composantes sont les valeurs de coletr
pour lesr dérivees successives de La suite desaffinementsf,, : Z € R™1, n > 0,
pour approchey et ses @rivees est dfinie par écurrencex I'aide d’'un ensemble de
matrices cagesa coefficientséels d’ordre- + 1, {4, : a € Z} par la formule

D™ fra(a) =3 AaogD"fnlB), a € Z, n €N,
BEL

ou D est la matrice diagonale de dimensiof 1 dont la diagonale est compesdes
puissances successivesd@lsoit11/2,1/4,...,1/2". Nous supposons aussi que les
matrices{ A, } ne different de 0 que pour un ensemble fini d’indices. Le vecfgux)

est rele au point dyadique:/2™ a la profondeur de la subdivision. La justification

Recu le 15 &vrier 2005 et, sous formeetinitive, le 23 mai 2005.

(©Association matamatique du Qebec



168 Convergence des schémas de subdivision d’'Hermite

de la formule ci-dessus n’est pas iradiate ; elle est&ea la regle de érivation des
fonctions compases,

d’ L P

g @/20] =[5 @/2)/2", §=1,....r,
qui introduit les facteurs /2™ que I'on retrouve ensuite dans la matrice diagoiile
Un certain nombre d’exemples classiques ont coricette formulation. Des exemples
de SSH d’ordre 1 ou 2 sont aussi propsgar Merrien [8,20,21], Dyn et Levin [9].
Chronologiquement, la presgmie étude des s@mas de subdivision de type Hermite
d’ordrer quelconque &t faite par Dyn et Levin [10]. lls ont propeda treorie et les
outils pourétudier la convergence et lagularieé d’un sclg@ma d’Hermite interpolant.

Zhou [28] et Han [13,14] ont aussi contridvau tleme des subdivisions d’Hermite.
Nous introduisons maintenant la convergence au sens debutisns.

Définition 1. Soit fo une fonction deZ dansR"*!. Si f, est la suite des vecteurs
de contble d’'un SSH, ce s@maconverge au sens des distributions pour la desan
fo si, pour toute fonctiorC> a support compacty(x),z € R, la suite de vecteurs
Y oacz P(a/2%) fn(a) /27 converge. Le sdma esD’-convergens'il converge au sens
des distributions pour toute valeur initiafg : Z — R"*2.

L'objectif de I'etude propose est la convergence au sens des distributions des SSH.
Dans la partie 2, nous listons les principales pretps al@gbriques de ces semas.
Dans la partie 3, nous proposons un exemple de SSH d'oehieeprenant le probine
classique de l'interpolation d’'Hermitepartir de don@es en 2 points. Dans la partie 4,
nouseétudions la convergence au sens des distributions et nonsane en particulier
gu’un SSH esD’-convergent si et seulement si une distribution matrieidé basé/
existe. La partie 5 permet dédelopper les propgies importantes de cette distribution
matricielle. La transformation de Fourier d¢ est I'outil adapé a cette analyse. Dans
la partie 6, nous relions les deux notiongguiations de raffinement et de SSH. La
partie 7 traite de produits infinis de matrices convergenissgnt les outils nous
permettant de proposer dans la partie 8 une condition sutiéiske convergence au sens
des distributions ; dans le cas particulier de I'ordre 1tecebndition est &s gerérale.

La partie 9 permet d'illustrer le€sultats pecedentsa travers uneé&yie d’exemples.

La théorie des distributions a&fh beaucoute utilisee pour [etude de€quations
de raffinement, citons par exemple Daubechies et Lagarjasifsl et Colella [15],
Cohen, Daubechies et Plonka [3] ou encore Zhou [27], JianBieschneider et Zhou
[19]. Cette tleorie est aussiés utile pour I'analyse mulésolution comme I'a morér
Henk [17]. Ajoutons que Derfel, Dyn et Levin [6] ont conéié la convergence au sens
des distributions de préckés de subdivision pour des &grales de Stieljies. Dans nos
propres contributions, nous avonsj@étudi la convergence au sens des distributions
pour des schmas d'ordre 1 ou 2 dans deux articleggadents [7,8]. Mais on peut
trouver encore beaucoup d’exemplestddes de convergence au sens des distributions.

Dans cet article, pour certains lecteurs qui ne sont pagfieeat familiers de la
théorie des distributions, nous avons prapase ou deuxaferences chaque fois qu’un
théoeme concernait le sujet. Notons aussi que nous utilisonstéion de Kronecker
d;1, définie pard;; = 1 etd;, = 0 sij # k ainsi que I'habituelle notation de la
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distribution de Dira®, au pointa. Le contexte permet @viter toute confusion entre
les deux.

2. Propriétés algebriques des scemas d’Hermite. Dans cette partie, nougfinissons
les sclemas de subdivision de type Hermitéfidis surR et nous en donnons les
principales propgtes algbriques. En falable, nous rappelons lafthition de scema

de subdivision vectoriel propée par Cohen, Dyn et Levin [2] en pointant quelques
résultats algbriques.

Définition 2. Un masqueest un ensemble de matrices r, { A, }acz, Un nombre fini
d’entre ellegtant non nulles. Leupportdu masque est'ensemble. € Z : A, # 0}.

En c&finissant 'espace vectorig) = {g : Z — C"}, nous avons

Définition 3. Soient{A,} € R"*" un masque et les do@as initialesgy € V,, le
sckema de subdivision vectoriel de dimensioconstruit la suitey,, d’éléments dé/;.
par recurrence en utilisant la formule

gnr1(@) = Aa_239n(B), € €Z, n€N. (1)
BEZ

gn est appe# len-ieme raffinemertde go.

Définition 4. La suite des fonctions matricielles de bakan sckema de subdivision
vectoriel,G,,, G,, : Z — C"*", est cfinie par ecurrence par

Gnra(@) = Aa_23Gn(B), a € Z,n €N, (2)
BEZ

avec comme valeur initial€o(«) = o I, oU I est la matrice ident&t d’ordrer.

Remarque 1Gi(«a) = Ay, € Z.
Les deux lemmes ci-dessous sont de simples exercicésdaence.

Lemme 1. Si le support du masque est inclus ddns, N|, alors G,,(«r) = 0 pour
touta ¢ [(2" — 1)N’, (2" — 1) N].
Démonstration.Le lemme esévidemment vrai pour = 0. Nous utilisons unecur-
rence et un raisonnement par I'absurde. Supposons qusteexic N eta € Z tels
que

1) (VB¢ - 1N, (2" = 1)N]), Gn(B)=0;

2) Ba ¢ [ =N, (2"~ 1)N]), Gusla) #0.
En utilisant (2), il existe alorg € Z tel queA,_23 # 0 etG,(5) # 0. Si bien que
N <a-23< Net(2» —1)N' <3< (2" —1)N. llvient alors(2"*! — 1) N’ <
a < (271 — 1)N. Ce dernierésultat est en contradiction avec la préjii(2). O
Lemme 2. Sig,, : Z — C",n > 0estune suite construite par un &rha de subdivision
vectoriel, alors

gn(a) = Z Gn(la—2"B)go(B), a« € Z, n € N. (3)
BEZ
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Démonstration.Le résultat est obtenu pagcurrence en utilisant (1) et (2) [

Remarque 2 En utilisant le lemme 1, on constate que éais obtenue dans (3) est en
fait une somme finie.

Théoreme 3. Pour toutn etn’ dansN et pour touta € Z, nous avons

G (@) =Y Gr(a = 2"8)Gr (). (4)

BEZ

Démonstration.Choisissant un entief € [1,r], nous partons des do@es initiales
go(3), ce vecteuktant laj-iéme colonne dé&,,/(3) construit par (2). Alors pour tout
a deZ, g,(«) est laj-ieme colonne dé/,,+,/(«). D'apres le lemme 2g,, (o) apparait
comme laj-ieme colonne de la partie droite de (4)]

Définissons maintenant la notion de SSH d’ordre > 0, surR. Nous utiliserons
frequemment la matrice diagonal2 dont lesélements diagonaux successifs sont
1/2/,5 = 0,1,...,r. Nous aurons aussi besoin d’'un importanégeur dé/,..1, qui
transforme uglementf € V,.1eng € V.41 enutilisantlaformulg(a) = D f(a),« €
Z. Sans risque de confusion, nous noterons allgset ogerateur.

Définition 5. Un schema de subdivision d’'Hermite , SSH, d’ordrest un scBma qui
engendre une suite de raffinemefitse V.41 tels queg,, = D" f,,, ou lesg, sont les
raffinements dans le sema de subdivision vectoriel de dimensionl avec le masque
Aq.

fo fi f2 I3

L, [D [Dz [Ds

go g1 g2 g3

Schema vectoriel et s@&ma d’Hermite

A partir de cette dfinition, les raffinements d’'un SSH sont désrpar écurrence
comme suit

D™ fosa(a) = Aa—2sD"fu(B),a € Z, n € N. (5)
BEZ

Définition 6. La suite de fonctions matricielles de badan SSH d’ordre- est la suite
de fonctions matricielle$),, F,, : Z — C*Dx("+1) définie par écurrence par

D™ Fria(a) =Y Aa_2sD"Fy(B), 00 € Z,n €N, (6)
BEZL

avec comme valeur initial&p(«) = doo I, oU I est la matrice iden&t d’ordrer + 1.

Remarque 3Notons le lierétroit entre la prengire fonction matriciellef; et le masque
d’'un SSH puisquel, = DFi(a).

Nous pouvons aussi facilement transformer les lemmes liesPopue le tieoeme 3
pour un scBma d’Hermite et obtenir obtenir ainsi les trogsultats suivants.
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Lemme 4. Si le support du masque est contenu dg§ N|, alors F;,(a)) = 0 pour
touta ¢ [(2" — 1)N’, (2" — 1)N].

Lemme 5. Silesf,, forment la suite des raffinements d’'un SSH, alors

fala) =" Fy(a—2"8)fo(B).a € Z,n € N.

BEL

Théoréme 6. Pour toutn etn’ dansN et pour touta € Z, nous avons

D™ Fye (@) = Y D"Fy(a = 2"8)D" Fy (B).
BEZ

En choisissant’ = 1 dans le thoeme pécedent et en utilisant la remarque 3, il
vient
D™ Foa(a) =Y D"Fy(a—2"8)Ag,a € Z,n €N, (7)
BEZ

3. Polyndmes d’Hermite et sclemas d’Hermite. Dans cette partie, nous proposons
un exemple de SSH d’ordre quelcongeéalisant I'interpolation. Nous le construisons
a partir de l'interpolation d’Hermite polygmiale par morceaux classique.

Définition 7. Un SSH estnterpolantsi Ag = D et (V a € Z,« # 0), Az, = 0.

Pour tout entierr > 0 donré, nous introduisons deux familles ge- 1 polyrdmes
uo(x),u1(x),...,u.(x) et vo(z),v1(x),...,v.(z). Pour tout entierk = 0,...,r,
ug(z) est 'unique poly®me de dedr 2- + 1 satisfaisant le probme d’Hermite

g (0) = 77 (0) = 9, u (1) = 77 W=07=01...r

En utilisant les formules d’Obreshkov (voir par exemple datcibution de Sendov et
Andrew [25]),

wp(x) = i <T ij> 2R 2)

A

Nous cfinissons alorsy,(z) = (—1)*ux(1 — ). Notons que ce polygme est
'unique polyrbme de degr 2r + 1 solution du prol#me d’Hermite

090y =0, o)1) =654, j=0,1,...,m
Sia etb sont deux eels distincts, alors pour tout pogmep de dege < 2r + 1,

(b—ayp?(@) = Y _[(b-a)pP (@) (=) + (b - )PP ) (=) ©®)
k=0

pourj =0,1,... r.
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Nous supposons que les valeurs initiales Zud'une fonctionf = f© et de
sesr premeres @riveesfU) j = 1,...,r sont don@es par une suite de vecteurs
(yo(a),y1(a), ..., yr(a)), a € Z. La fonction f définie par

Zyk a)ug(rz —a) tyg(a+ Dug(x —a),sia<z<a+la€Z

est alors polynomlale par morceaux et de classeurR ; elle remplit les conditions
d’interpolation d’'Hermite

f(j)(a):yj(a)> a€Z, j=01...,r

Dans (8), nous choisissons= /2", b = («+1)/2",2 = (a+b)/2,p = f. Nous
obtenons alors la valeur

£ ) 2 Zu 1/ () 27 + (-2 (2 2 2,

pour tout entierx € Z et pour toutj = 0,1,...,r
Construisons maintenant les matrices d’ordsel

uo(1/2)  wi(1/2) - wu(1/2)
A =D up(1/2) Wi (1/2) - ul(1/2)  Ae=D
WD/2) W2 - W2
uo(1/2) —u(l/2) - (= 12 o (1/2)
A,=p| /2 u1(1/2) C(—D)™L(L)2)

oW ()W - (—F(1/2)
etAdir, =0,A43 Aps = o,...

Si fu(a) = (f(a/27), f'(a)2%), ..., f")(a/2™))T, alorsa la profondeur suivante,

Dn+1fn+1 ZAO‘ 28D" fr(8), @ € Z, n € N.
BEZ

Nous avons ainsi un exemple de SSH. Par construction, ihespiolant.
Pourr = 1,2, 3, precisons les valeurs successives des matricgsdu masque :

B 12 -5/32 1/64
Diag(O,l/Z)(ég i?j),Diag(O,l/Z,lM)(lSo/S —;//216 1/13:)

1/2 —-11/64 3/128 -1/768
35/16 —19/32 1/16 —-1/384
0 15/8 —-7/16 1/32
—-105/2 105/4 —15/4 3/16
Rappelons que le cas particulierde- 1 etr = 2 a cejaéteétudie par Merrien [20,21].

et Diag0,1/2,1/4,1/8)
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4. Sclema de subdivision d’Hermite convergent.Dans cette partie, nousgmisons
la notion de convergence au sens des distributions pour bh @8s nous montrons
gu’en ce sens, la convergence est obtenue si et seulemardisié des distributions
matricielles de base converge. Notons que plusieéfimitions de convergence d'un
schkema vectoriel oréte propoges. La prengire a sans doué propoge par Cavaretta,
Dahmen et Micchelli [1], tandis qu’une autréfihition est donae dans Cohen, Dyn
et Levin [2]. Pour des SSH, Dyn et Levin [10gfinissent la notion de convergence
seulement pour les semas interpolants. Pour avoir ungfithition concernant aussi les
schemas non interpolants, nous modifions leéfinition comme suit :

Définition 8. Soit f,, une suite de raffinements pour un SSH d'ordiieitialisee par

les doneesfy € V,+1. Le sclema estC*-convergents > r pour fo S'il existe une

fonction f € C*(R) telle que la suite de fonctions vectorielles(z), z € R converge

vers la fonction vectorielléf (z), f'(z), ..., f*)(z))7, L, étantla fonction vectorielle
affine par morceauxéfinie par

Ly(z) = (a+1-2")f(a) + (2" — a) fn(a+ 1),

ou « est le plus grand entier plus petit @gala 2*z. Nous imposons aussi que la
convergence soit uniforme sur tout intervalle fini. Le&cta esC*-convergeng’il est
C'®-convergent pour toute valeur initiafg.

Le SSH d’'ordrer du paragraphe 3 est”-convergent. Pour = 1 etr = 2,
la convergence&”” des sckmas syratriquesa 2 points aéte étudée par Merrien
[20,21]. Dans certains cas, il a retr@augles polydmes interpolants ou des pofymes
par morceaux interpolants usuels (splines) comme limit fiJe; dans ces cas, la
convergenc€'” estévidente. Desélails sur ces sé@mas seront doi@s au paragraphe 9.

Avant d’introduire la notion de convergence au sens deslalisions, nous rappelons
guelgues notations de laébrie des distributions de Schwartz. Tout d’abardest
I'espace des fonctions de clags® définie suiR eta supportbora.D’ estalors I'espace
des distributions suR, c’esta-dire I'espace des fonctionnelles @mires continues
définies sur I'espace te®. La distribution de Dirac (mesur@), au pointh € R est
définie paro,(¢) = ¢(h) pouryp € D. Nous utiliserons aussi la notation de Schwartz
pour I'opérateur de translation,, ou h est un eel. Sip est une fonction d® et siT
est une distribution, alors,p(x) = p(x — h) etm,T(p) = T(T_pp).

Définition 9. Si f,, désigne une suite de raffinements pour un SSH, lerseconverge
au sens des distributions pour des déas initialesfy € V;.+1 Si la suite des distribu-
tions vectorielled;,, = 3~ ., fn(®)/2"0,/2n converge dans I'espa¢®’]"** vers une
distribution vectorielle.

Exemple 1. Consicerons un scdma d’Hermite d’ordre: de masqué 4, }. L' élément
de laj-eme ligne et de l&-ieme colone del, est noéea;;(«) et nous supposons que

> ago(a) =2 et > ajola) =0pourj=1,...,r.
a€Z a€Z

Comme donae initiale, nous prenons la fonction vectoriefie définie par(V a €
7), fola) = (1,0,0,...,0)T. A partir de ces hypotses, nous obtenons que la suite
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des raffinementg,, verifie f,, = 2" fo. Si

T, = Z fn(a)/znéa/2”>

a€EZ

alors la suiteTl;,, converge quane — oo. La premére composante de la distribution
vectorielle limite est la mesure de Lebesgue sur I'@®ed, les autres composantes de la
limite sont nulles.

Définition 10. Le sclema estD’-convergensts’il converge au sens des distributions
pour toute done@e initiale fo € V,.41.

On constatévidemment que la convergence en distribution est beayslosfacile
a obtenir que la convergenc®’. Dans l'introduction, nous avons profoane autre
définition de la convergence au sens des distributions, mdaite les deux éfinitions
sontéquivalentes en utilisant le @beme suivant (voir Schwartz [24], t.1, p.74 ou
Horvath [18], p.315).

Théoreme 7 (Schwartz).Si une suite de distributions,, est telle que pour toute
fonctiony € D, la suiteT,,(¢) a une limiteT'(y), alors T est une distribution et la
suiteT;, converge fortement vefs.

Définition 11. La suite de distributions matricielles de bad®n SSH est la suite

My =" Fo(@)/2%60 20,

Q€L

ou F,, désigne la suite de fonctions matricielles de base defamition 6. Si la suite
des distributions matricielles converge vers une distidioumatricielleM, alorsM est
appeéedistribution matricielle de base

Théeoreme 8. Si la distribution matricielle de bas@/ existe pour un SSH, alors
ce sclema estD’-convergent. Plus gaciement, sif,, est la suite de raffinements du
schemaa partir des doniges initialesfy, alors la suite de distributions vectoriell@s =

> ez In(@) /275,20 converge dans I'espace des distributidXsvers la distribution
vectorielle

Z[TQM]fO(a)'

a€EZ

Réciproqguement, si le SSH &3t-convergent, alors la distribution matricielle de base
existe.

Démonstration.Pour la premére partie du thoeme, supposons que la distribution
matricielle de basé/ existe. D’apes le lemme 4, il existe un entidy tel que le
support de toutes les distributions matriciellds soit contenu dans- N, N] ; si bien
que la néme propite est vraie poud/. Soity € D avec un support contenu dans
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N'2n
[-N', N'], alorsT,(¢) = Z o(a/2") fn(a)/2". D'aprés le lemme 5,
a=—N'2n

N'2n a/2"+N
Tu(p)= Y. Y. ¢la/2")Fu(a—2"8)fo(B)/2"
a=—N'2" B=q /2" —N
N+N'’ N2»

= Z Z o(a/2" + B)Fy () fo(B) /2"

B=—N—-N'a=—N2n
N+N'

= Y [mM(e)fo(B)

B=—N-N'

Nous en @duisons que

N+N’
lim Tu(e) = > [mM(e)fo(B);
f=—N-N'

ce qui donne la prerare conclusion.

Pour la seconde partie, nous supposons seulement quetlmachHermite esp’-
convergent. Pouyr= 0, 1,...,r, nous considrons la donée initialefoavecfy(0) = e;
(la j-ieme composante dg est 1, les autres 0) et pour taut# 0, fo(a) = 0.

La suite de distributions vectoriellds, = >° ., fn(a)/2"0q/2n, n € N converge
dansD'"* versT). CommeT,, est laj-ieme colonne de la matridd,,, cette suite de
base converge vers la distribution matricielle= (7@, 7M. 7)., O

5. Propriétés de la distribution matricielle de base.Dans cette partie, no@udions
la distribution matricielle de base pour un SSHD'-convergent. Le principal outil de
cetteétude est la transfor@e de Fourier. Bciement, le lemme éldonne une formule
pour la transforrée de FouriedZ,, (¢) de la suite de distributions matricielles de base
M, ; M, apparait comme un produit explicite de matrices. Nous mostaussi que
la transfornée de Fourier dé/ est solution d’'uné&quation fonctionnelle simple. En
congquence, la plupart des SSB{-convergents ont une distribution matricielle de
base avec une structur@srsimple : laj-ieme ligne deV/ est le produit d’uné&el par
la j-ieme ckrivée de la prendre ligne del/.

Mais tout d’abord, nous rappelons lafahition de la transfori@e de Fourier d’'une
distribution telle qu’elle est propés par Schwartz [24,23]. Lteansfornée de Fourier
d’'une fonctionf € L(R) est la fonctionf définie par

fo-[ " fe)e e da.

L'espaceS des fonctionsx décroissance rapidest forme des fonctiongp € C*°(R)
telles que pouj = 0,1,2,... etk =0,1,2,..., sup,cg |z*¢\)(z)| < oc.

On introduit dansS une topologie : une suite,, € S converge vers 0 si pour
j=0,12,...etk=0,1,2,...,chaque suite defonctioaﬁgo,(f)(x),n € Nconverge
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vers 0 unifornément dan®. Maintenant queS est munie d’'une topologie, oréefinit
la notion dedistribution tem@réecomme une fonctionnelle lgaire continue éfinie
surS. Latransfornee de Fouried’une distribution tempréeT € S’ est la distribution
tempereeT € S’ définie par )
T(e) =T(9)- (9)

Si T est une distributiod support contenu dars N, N|, alors pour toute fonction
de classe”>°, nous pouvonsé&finir T'(¢). Il suffit en effet d'introduire une fonction
auxiliairea € D telle quea(z) = 1 pourz € [-N — 1, N + 1] et de calculer ensuite
T(p) = T'(ap). Notons qu'il n’y pas d’ambigité dans cette&finition, car deux choix
différentsas, az pour a donne ensuite la éme valeufl'(a1p) = T'(azyp) (Voir [24]
p.87t.10u[23] p.164, Téoeme 6.24 (a)). Nous voyons ainsi dlipeutétre prolonge
par continuié a S ; on peut alors la cons@er comme une distribution tei@@e et la
transforngée de Fourier d& peuta nouveagtre cefinie par (9).

Mais quandl” est une distributio@ support bora, une @finition encore plus simple
de la transforrae de Fourier d& peutétre propose :

T(&) =T(e) (10)

comme le pecise Rudin [23], p.199. L'avantage de cette formule estlggih’utilise
pas I'espaceS. Dans (10), on peut &meétendre la transforée de Fouriea C en
prenant simplemergt € C dans la formule. Cette extension est appélansfornee de
Fourier-LaplacedeT.

Définition 12. Le symboled’'un SSH de masqué,, est
B(¢) = Age )2
a€EZ
L' élement en positiolj, k) de B(£) seranad bz ().

Lemme 9. Si M,, designe la suite des distributions matricielles de base &8 dont
le symbole esB(¢), alors pour toutr € N et pour tout{ € R, on a

M,(&) =D "B(£/2")B(¢/2" ) -+ B(¢/4)B(¢/2) (11)
M, (&) = D™"B(¢/2") D" M, 1(€) (12)
M,(26) = D™ N,,_1(€) B(€). (13)

Démonstration.Désignons paf+,, la suite des fonctions matricielles de base diesth
de subdivision vectoriel de masqifid,, } et dfinissonsi,, (&) = Y- ez e "G (a)
etP(&) = ez e A,. A partir de (2), nous avons

Rn+1(€) - Z Z e_iagAa—ZﬁGn(B)-

a€Z BEZ

En remplacant ¢ pare~(@=20)§,~i20¢ et en permutant les ordres de sommation,
nous obtenon®,,+1(£) = P(§)R,(2£). CommeRy = I, pour toutn € N et pour tout
¢ € R, il vient

Ry (§) = P(§)P(2)--- P(2"72%) P(2"%).
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PuisqueB(¢) = P(€)/2 et M, (§) = D "R, (£/2")/2" car M, (¢) = My(e™™),
nous obtenons alors (11). Les deux formules (12) et (13)d@dnisent facilement. OJ

Remarque 4 Heil et Colella ontétudié le produitC,,(¢) = B(£/2")--- B(£/2). lls
ont propo& une condition @cessaire et suffisante de convergence de cette(34itg,
puis ont monte que la suite3(0)™ converge vers une matrice non triviale gdeme
3.3 de [15]). Attention iciM,, = D"C,,, si bien que la convergence dg n’est pas

equivalentex la convergence df,,.

Théeoreme 10. SoitT,, une suite de distributions dont les supports sont tous caste
dans le néme intervalle bora. Si la suitel,, converge vers une distributidfi, alors
la suite des transfor@es de Fourier-Laplacé),(¢) converge (uniforfament sur tout
disque deC) vers la transforrée de Fourier-Laplacé’(¢).

Démonstration.Nous supposons que la suite des distributi@iysconverge vers la
distribution T" et nous choisissons un entidr tel que les supports de toutes [Es
soient contenus darjs- N, N|. Le support de la limite de¥,, est alors contenu dans
I'adhérence de I'union des supports (voir [24], t.1, p.76), densupport dd” est aussi
contenu dang-N, N].

Choisissons une fonctiam € D telle quea(z) = 1 pour toutz € [-N — 1, N + 1]
et soitA = {z € C : |z| < R} un disque de rayom. La famille de fonctions
®={p: (3¢ A)(Vz€R)p(x)=alr)e "} estun ensemble bagrinclus dans
D d’apres la @finition de Schwartz [24] t.1 p.68-69 ou celle d’Hati [18] p.166 (i.e.
il existe un intervalle bor@ K qui contient les supports de chaque fonctipa @ et il
existe une suite croissaritgde nombres telle qu&’ ¢ € @), ||d*p/dz*|| < by).

Dans la @finition de la convergence dg, versT, pour toute fonctionp € D, on
anﬂrpoo(Tn — T)(¢) = 0 et cette convergence est uniforme sur tout sous-ensemble

borré deD ([24] t.1 p.71). DondT,, — T')(¢) converge vers 0 uniforement surd.
Cela implique qud,,({) converge verd'(¢) uniformément surA quandn tend vers
+oo. [

En utilisant le lemme 4, le support de chacune des distabati/,, est contenu
dans[— N, N], oul N désigne maf|a| : A, # 0}. De plus, par le lemme 9, (¢) =
D"B(£/2")--- B(£/2). A partir de B, nous obtenons une conditiogaessaire et
suffisante pour la convergence en distribution.

Corollaire 11. Si un SSH de symbol@ estD’-convergent, alors pour tou, la suite

de fonctions matricielleD " B(£/2")B(£/2" 1) --- B(£/4)B(£/2) converge (uni-
formément sur tout intervalle bo@) vers la transforrae de Fourier de la distribution
matricielle de base) (). En particulier la suite de matrice®~"B(0)" converge
versM (0).

Lemme 12. Si B est une matrice cage d'ordrer + 1 telle que la suiteD"B"
converge, siBx = Az, oll z = (zq,21,...,2,)" # 0 et sij est un indice @rifiant
z; # 0, alors|\| < 1/27. De plus sij\| = 1/27, A = 1/27.

Démonstration.C’est une consguence du fait que laieme composante de " B"x
est peciement(2/\)"z;. O
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Corollaire 13. Si B = (b;;) est une matrice caée d'ordrer + 1 telle que la suite
D~"B™ converge, sl est une valeur propre d8, alorsbpy = 1 et pour toutj > 0,
bjo = 0.

Pour le prochain corollaire et dans la suite, noésignerons pam ,, I' €lement en
position(j, k) de M,,. Il s’agit d’'une distribution scalaire et sa transf@ende Fourier
est noeen i, (§).

Corollaire 14. Si dans un SSHY’-convergentl est une valeur propre dB(0), alors
pour toutn € N, on a mjo, (0) = djopourj =0,1,...,7r.

Déemonstration.D’apres (13),

Mjon(§) = Z 27150,n—1(€) beo(€).

=0

Par le corollaire 13, nous obtenons;o,(0) = 2/7j0,-1(0),5 = 0,...,r. Mais
puisquent;oo(0) = J;0, 0N obtient pour toutk, 1m0, (0) = dj0. O

Lemme 15. Si un SSH esb’-convergent, alors la distribution matricielle de base et
sa transforng@e de Fourier @rifient lesequations fonctionnelles

M=D"1Y" M2 —a)Aa, (14)
a€Z
M(2¢) = DTMM(£)B(E),£ € R. (15)

Démonstration.En utilisant le lemme 97, (2¢) = D~M,,_1(¢) B(¢). Nous prenons
la limite quandn tend versx et par le corollaire 11, nous obtenons (15).

Un calculélementaire permet dtablir que la transforge de Fourier de la distri-
bution D13~ _, M(2- —a)A, estD*M(¢/2) B(¢/2) = M(€). Par unicié de la
transforngée de Fourier, (14) establie. O

Théoréme 16.Soit M la distribution matricielle de base d'un SSH d’ordreD’-
convergent donf3 est le symbole. Nous supposons que toutes les valeurs propre
B(0) sontdans I'ensemblgA\| < 1} \ {1/2" : n = 1,...,r} excepé 1 qui est aussi
valeur propre simple.

Alors il existe un vecteur colonrieg = 1, us, ..., u,)’ tel que laj-iéme ligne dé/
estu;TV), ou T est la premére ligne deM etTV) la j-ieme @rivée de la distribution
vectorielleT.

De plus, si nous supposons qiig est la suite des raffinements d'un SSH avec
fo : Z — C" comme donge intitiale, alors la suite des distributions vectorislle
Y acz fn(a)/2"5a/2n converge vers la distribution vectoriellédont, pourl < j < r,
la j-ieme composante estmultipliee par laj-ieme @rivée de sa prergre composante.

Démonstration.Comme la transfor@e de Fourier d’une distributicé support boré
est analytique (voir Teoeme 7.23 de [23]), alord/ (&) est analytique. La premie
ligne de M,,, T,, = (1,0,...,0)M,, converge vers la distribution vectorielle =
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(moo, Mo, - - - ,mo,,) qui est alors la prqrﬁ're ligne de\i. A partir de (15), la fonction
vectoriellep(¢) = T'(&) = (1,0,...,0)M (&) est une solution analytique détuation

$(26) = ¢(§)B(§)- (16)

En utilisant le corollaire 14m00(0) = 1. Ce qui signifie queég(0) = 1, ou lesr + 1
composantes dg sonteo(£), d1(€), .. ., 6, (€).

Nous ceveloppons les fonctions (&), . . ., ¢ (§) etleselements ;. (£) de la matrice
B(¢) en €ries engres :

¢k(§) - Zd)kné.na k= 07 17 e, T et bjk(f) - Zb]kngna jak = 07 e, T
n=0 n=0

Ensuite, nous introduisons cesv&loppements dans (16). Eeve&loppant les produits
et en eordonnant suivant les puissanceg deous obtenons

anbkn :Zngﬁubék,n—ua ]{,‘20,1...,7‘, n € N. (17)
v=0 ¢=0

La serie de Maclaurin des fonctions, peutétre calcuke par ecurrence.
Premerementg(0) estle vecteur propre ligne poi(0) assodda la valeur propre 1.
Sachant que 1 est une valeur propre & condition quey(0) = 1, lesr + 1 nombres
oro ,k =0,1,...,r sont alors comgtement étermires.
Deuxiemement, pour tout entier > 0, le syseme homogne

anbkn = Z ¢an€k0> k= 07 17 cees T
/=0

a seulement une solution non triviale, puisque pour tout 0, 2°'] — B(0) est une
matrice inversible. Donc, pouwt = 1,2, 3,..., (17) a une unigue solution. On en
déeduit que tous les coefficients inconntys,, k = 0, ..., m, n > 0 sont éetermires de
mankere unique.

Soit j un entier compris entre 1 et Par (15), la fonction vectorielle/(¢) qui est
egalea laj-ieme ligne dd\Zf(g) est une solution analytique d&tuation vectorielle

$(28) = 29(€) B(¢) (18)
Lesr + 1 composantes dg({) sont notesyy (), k =0,1,...,r.
Nous cveloppons les fonctiongy(¢),...,¥-(§) en eries entres ¢ (§) =

> oUrn&™ pourk = 0,1, ..., r. Nous introduisons cestdleloppements dans (18),
en ceveloppant les produits et edarganisant le$ssultats suivant les puissances crois-
santes dé. Il vient

2P =23 Yubirn-r, k=0,1,...,7, n=0,1,2,... (19)
v=0/¢=0

La strie de Maclaurin des fonctions, peutétre calcudée par ecurrence. Prerarement,
si nous utilisons (19) avee = 0, alors(too, ¥10, - - - , ¥r0) €St Un vecteur propre ligne
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de B(0) assock a la valeur propre potentielle/2/. Mais puisque 12/ n’est pas une
valeur propre alorgyo = 0,k = 0,...,r. De la méme facon, sa partir de (19) avec
n=1,...,7 — 1, nous obtenons qu&o., Y1n, - - - , ¥r,) €St UN vecteur propre ligne
de B(0) assock a la valeur propre potentiell€’22/. Puisquea nouveau 2/2/ n’est
pas une valeur propréy, = 0,k =0,...,r pour toutn < j.

Si bien que lequation (19) se ragmea

2n¢kn = 2] ZZ¢ZubZk,n—V7 k= 07 17 cee T, M= ]a] + 17] + 27 s (20)
v=j {=0
Deuxiemement partir de (20) aveg = j, nous obtenons quelo;, ¢1;, - - . , V) €st

un vecteur propre ligne d8(0) assoc a la valeur propre 1. Ce vecteur propre est
uniquement dtermire par sa prengre composantgo;.
Troisiemement, pour toute valeur> j, le syseme homogne

2" gy = 2 ngnbgko, k=0,1...,r.
(=0

aune unique solution non triviale, puisque pour tout 0, 2°1 — 27 B(0) estinversible.
Alors pourn = j+1,57+2,j+3,..., il existe une unique solutioa (19). Ainsi tous
les coefficients)y,, k =0,...,r, n > 0 sont c&dtermirés de marire unique.

Ajoutons qu’une comparaison entre (17) et (20) montre geiddeixequations sont
similaires et quey (&) = vo;& ¢(€) ; ce qui signifie quenj, (&) = ;&7 Mok ().

Rappelons que la&tivee d'une distributioril” est toujours dfinie parT’(y) =
—T(¢') pour toute fonctiorp € D, (voir [24], t.1 p.35 ou [23], p.158).

En notantl’¥) la j-iéme erivee d’'une distributio” pourj = 1,2,...,r, comme
T (e7) = (i€)IT(e~%"), par unicié de la transfori@e de Fourier, il s’ensuit que
mji = (—z’)jzpojméi) pourk = 0,...,r. En fixantu; = (—i)7¢q;, nous obtenons la
premere conclusion du #toeme.

Si nous supposons qyg est la suite des raffinements d'un SSH aygecZ — C"
comme donée initiale, alors la suite de distributions vectorie§eg ., fr () /2754 /2n
converge vers la distribution vectorielle= ) _,[7.M] fo(a) d’apres le tleoreme 8.

Nous remarquons enfin que pour teut Z, Ta(mgc)) = (tamor)) pourj, k =
0,...,r, sibien queramjx = u;j(ramor)). SiU = (Up, U, ..., U,)7, par lirearié,
il vient U; = ujUé]),j =0,...,r. O

Theoreme 17.Soit M la distribution matricielle de base d’un sema de subdivision
d’Hermite d’ordrer D’-convergent donf3 est le symbole. Nous supposons Guest
une valeur propre simple dB(0) et que les autres valeurs propres B¢0) sont dans
{IAl <13\ {1/2" :n = 1,...,7}. SoitC = (cj;) la matrice triangulaire dont la
partie inferieure est;, = Y oy ajr(a)(—a)I=F2F"1/(j — k), j > k, ol aji(a) est
I’élément en positiofy, k) du masqued,, du sctema.

Alors 1 est une valeur propre d€ et nous pouvons choisir le vecteur propre asgoci
(up,u1,...,u,)T de fagona ce queuy = 1. La j-ieme ligne deM est obtenue en
multipliant la premere ligne deM par u;.
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Démonstration.Supposons qug| < 1. Si B = (bjz), alorsD"B(¢/2") D1 =
(2im—k(n=1)p. (¢£/27)). De (12), nous @duisons que

J
(€)= 352070 (€/2)ian-+(6) +O/2),

O

puisque est borre.
A partir du ceveloppement de Taylor dey,(¢), il vient

Jj ik

m]OTL :ZZZ k- én+kb ( )/£I£ kan 1( )+O(1/2n)

=0 ¢=0

Sibien qu’en posarit+ /¢ = /',

.
jon() = Y 3 207N 0) /(¢ — k)EN i (€) + O(1/27).

¢'=0k=0

Or, nous savons que pour taut N, 1m0, (0) = 1 (corollaire 14) et

lim 70,(€) = u;(i€)7,5 =1,...,r

n—oo

(theoeme 16). Lorsque tend vers +o, nous obtenons :
Zb(“ /(0 — k)i 2Py, =0, =0,1,...,5 -1

et
J ' '
ST (0)/( — k)i 2wy = iy
k=0
PuisqueB(¢) = Y, A,e ¢ /2, alors

TVt (0) = 3 togu(—ia)?/2
d£ aEZ

et nous obtenons que le vecteus, u1, . .., u,)” est un vecteur propre d& pour la
valeur propre 1. [J

6. Equations de raffinement et sckmas d’Hermite. Dans le cas scalaire, lésjua-
tions de raffinement ont d’aborele étudiees par Cavaretta, Dahmen et Michelli [1]
ainsi que par Daubechies et Lagarias [5]. Une extensionsisquations &t propoge
par Strang et Strela [26] (voir aussi [16]). Dans cette pantbus rappelons l&finition
d’'une équation vectorielle de raffinement et montrons qu’ellet @¢te compttement
relieea un SSH. Nous illustrons ce lien avec un exempéedi I'article [4] de Dahmen,
Han, Jia et Kunoth.
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Définition 13. Uneéquation vectorielle de raffinemesdt ckfinie par :

(@) =) Cad(2r—a)z €R, (21)
Q€7
ol ¢ = (¢o, ..., o) estune distribution vectorielier + 1 composantes §C,, }ncz

est un ensemble fini de matrices &as d’ordre- + 1 appeé masque du raffinement

Lorsque nous érivons; fois (21), nous obtenons :

o) (z) = Z 21C,¢U) (22 — ),z € R. (22)

a€EZ

Pourj = 0,...,r, cesequations peuvent aussestire :

(¢0($), tre ?br(x)) = Z 20(¢0(233 - Oé), s a?br(zx - O‘))Cg;>

Q€L

@5 (@), (7)) = oen 2765 (22 — a),..., 6" (22 — a))CL.

En definissant la distribution matricielle

do(x)  a(z) .. Or(w
M(r)= Po(z)  ¢1(x) @Efﬁ |

~— —

D) o) ... 6D ()

leséquations praedentes peuveitre syntietisses en

M(z)=> D 'M(2r-a)Cl,z €R. (23)
a€Z

Ce qui signifie que (14) estvifiee avecd,, = C. Réciproquement, nous congitns

un SSH d’ordrer D’-convergent et nous notordd la distribution matricielle de base.
En posantp = (mgo, mo1,...,mo,)", gracea (14), il est facile de érifier que¢

est solution de (21). Un exemple d'une tedlguation de raffinement est proggsar
Dahmeret al.[4]. Les composantes de la solution vectoriefles (¢o, ¢1)” sont de
classeC(R)? et polynomiales de degi3 par morceaux. Le masque du raffinement est
défini par :

C_1= (—1{/28 _3{;18>,Co = <(1) 172>,C’1 = <1§g j?:;)c*a — 0 sinon.

En fait cet exemple est le@me que celugtudé dans le paragraphe 3 avee: 1. Dans
la figure 1, on peut voir le graphe @g, ¢1 ainsi que celui de leurétivee.
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q)0 (pl

1 0.2

0.8
0.1

0.6
0

0.4
0.1

0.2
0 0.2

3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
(‘dO (pl

2
1

1
0.5

0
0

1
2 0.5

3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3

Fic. 1. Cubiques par morceaux eril/ees construites par subdivision

Ajoutons que dans ce @me article, un second exemple est pr@agec comme
masque du raffinement :

o= (s syon)-C1= (3o 330)- 0= (57 158

= _ (12 -3/16\ - _( -7/64 5/64 o
“= <99/32 —37/32>’02_ <—87/128 3164 ) Co =0silal > 2.

Les auteurs montrent que la solutipest dang7*(R)?avecs < 0.824926 (Proposition
3.1 de [4]) et, en particulier qué est continue. Dans la figure 2, nous avons construit
le graphe debg, ¢1 ainsi que le graphe d’une approximation désikes au sens des
distributions obtenueila profondeun = 9. Fait remarquable, les deux exemples sont
duaux au sens qu'ilsérifient les deuxequations :

Z Caég+2ﬁ = 26031 et (¢, Q;( — )R = ool

Q€L
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9, o

25 15
2 10

15
5

1
0

0.5
5

0
0.5 10
1 15

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
9, ¢
30 200
20 150
10 100
0 50
10 0
20 50
30 100
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Fic. 2. Approximation de la base dualda profondeun = 9

7. Convergence de produits infinis de matricesDans cette partie, hous mettons
provisoirement de @eé les sckmas de subdivision d’Hermite pour nouséi@sser
aux produits infinis de matrice&tant dong un produit infini, nous proposons des
conditions pour que les normes des produits partiels shiemées ou pour que le
produit infini soit convergent. Pour cetééude, nous nous appuyons sur I'approche des
produits infinis dans une afpre de Banach propes par Fleischer et Joffe [11].

Lemme 18 (Fleischer et Joffe).Soienta,,, b,, deux suites dans une &gre de Banach
vérifiant

o0
ZH% —by|| =€ < 1/CavecC > let|lajaj+1---ay|| < Cpourl < j<n.
n=1
Alors pourn € N,
C«Z

C n
et ey — bibo - byl < — bil|.
1= c. Stllaaz---an — baba I<1=¢. k:lHak k|

Comme indigé par Fleischer et Joffe, le lemmesulte de Egalie élementaire

[|bib2 - - - by | <

n j—1

ﬁak—ﬁbk:znbk (aj—bj) ﬁ ag.
k=1 k=1

j=1k=1 k=j+1
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Théoreme 19. Soienta,,, b,, deux suites dans une &lgre de Banach. Nous supposons
que

C > 1, |lamams1- - anl] < C,pourl <m < netque Y |lan —bal| < 1/(2C).
n=N+1

Si nous @éfinissong”’ = max{1, ||b1b2-- - b,|| : 0 < n < N}, alors pour toutn > 1,
on obtient||b1bz - - - b, || < 2CC".

Déemonstration.Nous appliquons le lemme 18 aux suii@s.,,, b+, pourn = 1,2, . ..
avece = 1/(2C). Nous en @duisons qué|bn+1by+2---by+n|| < 2C. Puisque
[|bib2 - - - by || < C', la conclusion estvidente. [

Théeoreme 20. Soienta,,, b, deux suites dans une a&bgre de Banacharifiant

[o¢] n
> lan = bull < oo et supmax{|| J] axll: 1< m < n} < .
n>1

n=1 k=m

Si nous supposons que pour chaque entier- 0, la suitea,,a,+1 - - - a,, converge,
alors la suiteb1b, - - - b, converge aussi.

Démonstration.Soit C' = sup {1, ||amam+1---aynl[, 1 < m < n}. Choisissons un
entier No > 0 vérifiant 3372\ ||a, — by|| < 1/(2C) et cefinissonsC” par ¢ =
max{1, ||b1b2 - - - b,|| : 0 < n < No}. Nous allons montrer que la suitg = b1bs - - - by,
est de Cauchy.

Soit € un réel strictement positif. Nous choisissons un enfier> N tel que
> v llan — by|] < e. Ensuite, nous choisissons un nouvel entiér> N vérifiant
(Vn>N)Vn' >n)|layansi- - an —anan+ - apl|| < €. Ore, — ¢, S'€crit

N-1
Cp — Cp = ku[(bNbn_aNan)+(aNan_aNan,)
k=1

+(aNan,_ban,)]

Alors, d’apes le lemme 18 ainsi que le&beme 19||c,, — ¢,v|| < 200’(21€25E +e€)
des quen > N’ etn/ > n. Maintenant les majorants, C’ ne cependent pas deg si
bien que la suite,, converge. [

Dans les trois derniergsultats, nous pouvons permuter simuétarent les produits
desa, etdes,,. En particulier, on peut congder les produits «&breux»a,a, 1 - a1
etb,b,_1--- b1 pour obtenir les thoremes correspondants.

o

Si» " [lan — ba|| < o0, si de plus I'ensemble des normes
n=1
{llanan—1---amn]| : 0<m < n}
est borre, et si, enfin, pour tout entier > 0, la suitea,,a,,_1 - - - a,,, n > m converge,
alors la suiteb,, b, _1 - - - by converge.
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8. Conditions suffisantes de convergencd?our obtenir des conditions pour lesquelles
la suite des distributions matriciellé¥,, converge, nous rappelons ureteme de
Gel'fand et Shilov [12]. Ensuite, nous introduisons la citiod E sur le symbole d'un
SSH. Cette condition E assurera la convergence dersatau sens des distributions.

Théeoreme 21 (Gel'fand et Shilov).SoitT,, une suite de distributions teragees sur

A

R. Nous supposons que leur transf@ende Fourierg, () = T,,(§) remplit les deux
conditions suivantes

i) gn(&) converge simplement vegsl) quandn — oo;
i) (J3a>0)(3ec>0)(VneN)(VEeR)|gn(§)] < cmaxl,|E|?).

Alors il existe une distribution ten@peeT" de transfornee de Fourierg telle queT,,
converge de maare faible versl".
Définition 14. La condition Epour le symbole3(§) = (b;x(§)) d’ordrer s'écrit :

i) boo(O) =1 et|bjj(0)| < 1/2j, 7=1...,7r;

i) sij>k, alorsbﬁ)(o) =0pourl/=0,...,7—k—1.

Notons qu’il n’y a pas de condition pour léments au dessus de la diagonale.

Lemme 22. Si la condition E esté&rifiee pour le symbol& (&) = (b;(€)), alors la
suite D" B(¢/2") D"~ converge. La matrice limit€ (¢) = (v;x(£)) est une matrice
triangulaire inferieure de diagonaléyo(0), 2b11(0), . .., 2"b,-(0) et de partie inérieure
7€) = 2565770/ (j — k)IETH, j > k.

De plus, dans tout intervalle boenil existe un eel3 > 0 tel que pour tout, > 0
et pour toutt € I, ona||D~"B(¢/27) D1 —T'(€)|| < B3/2".
Démonstration.Soit I un intervalle contenant 0. Nous remarquons que

D7"B(€/24) D"t = (bjx(¢/27) 207 M)

et nousttudions deux cas :

Premiercas:0<j <k <r.

Si ;1 estun majorant d;. ()|, £ € I, alors 2", estun majorant dedlement
en position(j, k) de D~"B(&/2") D™~ pour toutn.
Secondcas 0 <k <j<r.

. i—k . ¢

Nous finissonsg?;;, = sup{|b§?k +1)(§)|/(j —k+1)!: ¢ eI} Commebg.k)(o) =0
pour{ =0,...,j5 — k — 1 par la condition E patrtie i), en utilisant le reste de Lagen
dans le éveloppement de Taylor, il vient

bi#(6) = 57(0)/(j — k)€ *| < Bl¢l 2 pour toutg € 1.
Si¢/2" € I, alors
‘bjk(é/zn) — 270 0) /(5 — k:)!gj—k‘ < Biplep—H12-GkeDn,

En multipliant cette iBgalie par 2/-%)"** on obtient que 2" 3,;|¢["~**1 est un
majorant pour Eléement en positiors, k) de D~"B(¢/2") D"~ — T'(¢) pour toutn
et touté € 1. A partir de ces deux cas, on peut conclurél
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Lemme 23. Si la condition E est &rifiee pour le symbold3(¢), alors la suite de
fonctions matriciellesD—"B(£/2")B(£/2"1) --- B(£/2) est unifornément borée
sur tout intervalle bor@ et converge simplement.

Démonstration.Soit I un intervalle borg. Apres avoir fie a,,(§) = T'(€), ouT'(&) est
la matrice du lemme 22 é1,(¢) = D~"B(£/2") D"~ pourn > 0, nous utilisons les
theoemes 19 et 20. Gce au lemme 22, nous savons qu'il existe 0 tel que pour
tout € I, Y07 [|an(€) — bn(€)]| < c. Les valeurs propres dg¢) sont leselements
de sa diagonale, soit2;;(0), j = 0, ..,r. De la condition E partie (i), nouseduisons
que la suitel'” (&) converge. (Les puissances d’une matrice convergent si Ginest
valeur propre simple et si les autres valeurs propres samttoaoes dans le disque
unité ouvert deC, voir Oldenberger [22].) Les hypatises des #pemes 19 et 20 sont
satisfaites, donc la suitg (£)b,_1(€) - - - b1(€) = D" B(£/2")B(£/2"Y) - B(£/2)
est unifornément borge pourg € I et elle converge simplement[]

Lemme 24. Si la condition E estérifiee pour le symbol&, alors il existe deuxéels
strictement positifa etc tels que

(vn>0), (V¢ €R), [[D7"B(¢/2")B(£/2"7Y) - B(¢/4)B(£/2)|| <cmax(1, [¢]).

Démonstration.Du lemme 23, nous&tuisons que

c= sygp‘ztig|\D‘"B<£/2">B<£/2"‘1> .- B(¢£/2)]|

est fini. En @finissantl, = || D~2|| sup||B(¢)|| et en utilisant l'iregalié
¢eR

ID7"B(¢/2") - B(&/2|| < ||D7H| - |[D™"B(¢/2") - B(g/4)|| - [|B(¢/2)

on peut montrer pa@currence suk > 0 que

(Vn>0) (VEeR), [¢ <2
= [|[DT"B(¢/2")B(§/2"7Y) -+ B(¢/4)B(¢/2)]| < eL'
A partir de B, si¢ < 1, alors||[D"B(¢/2")B(¢/2"Y) --- B(¢/4)B(£/2)]| < c, et
si2i—t < |¢| < 2%k > 0, alors
1D B(§/2")B(¢/2"71) -+~ B/ B(£/2)|| < eLFt < clg|l9t/ 1092,
Si bien qu'il suffit de choisii = log L/ log 2 pour obtenir la conclusion.Od

Théoreme 25.Si la condition E est @rifiee pour un SSH, alors le sema estD’-
convergent.

Démonstration.A partir des lemmes 9, 23 et 24, en utilisant aussi [ég#mes 21 et
7, la suite de distributions matricielléd,, converge verd/, distribution matricielle de
base. D'apes le tleoeme 8, le sckma d’Hermite esp’-convergent. [
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Corollaire 26. SoitA4, = (aoo(a) ao(c) > a € Z le masque d'un SSH d’ordre
arp(a) agr(a)

r = 1. Nous supposons que
> aoo(a) =2, " aro(a) =0, ari(a)| < 1.

Alors le sclema est’-convergent.

A noter gue dans le corollaire gedent, il n'y pas de condition sur les nombres
ap1(cr). Dans [7], nous avions&@monté un ésultat plus faible : si le masque d’'un
schkema d’Hermite erifie

A= ((13/5)/2 ﬂc/k4>’A°_ (é 172>’A1_ <—(11—/2ﬂ>/2 ﬁ_/cz‘)

ou |1 — 3] < 1, alors le schma es®D’-convergent (thoemes 4 et 5 dans [7]).

La condition E est suffisante pour assurer la convergencamions maintenant
comment elle est loin @tre recessaira I'aide d'un SSHY'-convergent d’ordre = 1.
Soit B(¢) le symbole d’un tel sadma.

La condition E donne
1 b01(0)>
B(0) = .
© <o b12(0)

Donc 1 est valeur propre avét, 0)” comme vecteur propre. L'autre valeur propre est
b11(0) ; elle verifie |b11(0)| < 1/2.
Réciproquement, nous distinguons plusieurs cas possibledg@spectre d&(0).

Cas 1)Les deux racines caratstiques sont dans le disque @nduvert. On peut
alors montrer que la suite de vectew$c/2")B(¢/271) ... B(¢/4)B(£/2)(1,0)T
converge uniforrament vers 0 sur tout intervalle bé&nSi f,, désigne la suite des
raffinements partir des donges initialesfp, alors la suite des pregries composantes
de la distribution vectoriell&,, = > ., fn(a)/2"0,/o» converge vers 0 dans I'espace
D’. Nous ne savons pas si nous obtenons toujours la convergemtistribution, mais
nous sommesss d'obtenir un schma d’Hermite égerere.

Cas 2) Il existe une valeur propre\ vérifiant || > 1 et (1,0)”7 n'est pas un
vecteur propre assdeiNotonsy = (zo, 1)” un vecteur propre ass@a \. La seconde
composante d® " B(0)"v est(2\)" et la suite de matrice® " B(0)" diverge. Du
corollaire 11, on éduit que le schma n’est pa®’-convergent.

Cas 3)ll existe une valeur propra # 1 telle que/\| > 1 et(1,0)” est un vecteur
propre assoéi. On a alors
A b01(0)>
B(0) =
© (o b12(0)

et la suite de matrice®~"B(0)" diverge. Du corollaire 11, on conclut que le &ata
n'est pasD’-convergent.
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Cas 4)1 est une valeur propre €t,0)” est un vecteur propre assecAlors
1 b01(0)>
B(0) = :
©) <o b12(0)
Sous-cas 4.13i|b11(0)| > 1/2 ou si|b11(0)| = 1/2 avech11(0) # 1/2 alors la suite

de matricesD~"B(0)™ diverge eta nouveau dice au corollaire 11, le sema n’est
pasD’-convergent.

Sous-cas 4.2%i b11(0) = 1/2, nous conjecturons que le SSH ®tconvergent.

Sous-cas 4.3pans le casv|b11(0)| < 1/2, la condition E esté&rifiee et le scema
est doncD’-convergent.

9. Exemples.Nous commencons par un SSH d’ordre 1 qui®'stonvergent mais pas
C*-convergent. Ensuite, noésudions plusieurs familles d’exemples pour lesquelles la
convergence au sens des distributions est assur

9.1. Un sclema d’Hermite D’-convergent mais pas_'t-convergent. Pour notre pre-
mier exemple, nous prenons le goha d’ordre 1 de masque

O ) (0 ) ()

3/10 O .
Ay = <_1/4 5/32>, A, =0 sia¢[-1,2].
Le corollaire 26 nous assure que ce@tia d’Hermite esb’-convergent. La distribution
matricielle de base)/ = (m;;) existe. La matric&” définie dans le thoeme 17 est

donree par
1 0\
¢= <7/16 9/16) '

1 est une valeur propre simple de vecteur propre colonnecigsg1)”. Si ¢p =
moo, 1 = mo1, alors par le ttoeme 17,m19 = ¢ etmi1 = ¢). Dans la figure 3,
nous avons desdiries approximations de chagelement deV/ a la profondeun = 9.
Plus pecig€ment, si

oo (T00)(@) for (@)
n(a) = { ") (n)
fio' (@) fi1' (@)
est la suite de fonctions matricielles de base dsth, nous proposons 4 graphes en
dessinant seulement les points de cooréasn

()25, f}z)(a)), a € ZN[-22°3.2% pourj = 0,k = 0 (en haut ed gauche),
j =0,k =1 (en haut ed droite),; = 1, k = 0 (en bas eh gauche),
j =1,k =1 (en bas ea droite).

Ce qui saute aux yeux, dans le graphe en haatdzbite, c’est que); = 0. C’est une
congquence du fait quedlement en positiof0, 1) du symbole est toujours nulle. Dans
le dessin en haut ét gauche, la fonctiorng a I'air d’étre eguliere, mais nous voyons
bien en dessous que nous n’obtenons pas le grappie Gela s’explique : nous n'avons
pas une convergence uniforme mais seulement une convergardistribution. Nous
avons ainsi une illustration que nous n’avons pas de coevesg’'’ dans ce cas.
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Mpo = @ My =@
T T T T O'l T T T T

0.05 -

-0.05- -

-0.1 1 1 1 1
) -

0.1 T T T T

0.05 -

-0.05- -

1 1 1 1 0 l 1 1 1 1

Fic. 3. Approximation de la distribution matricielle de bas& pro-
fondeurn =9

9.2. Sclemas interpolantsa 2 points. Nous étudions le cas @reral des scbmas
d’Hermite interpolants 2 points. Nous supposons que la fonctiét et ses- premeres
deriveesfW),j = 1,...,r sont connues su. Nous construisons alofg?, ..., (")
surZ/2" par raffinement comme suit.

A I étapen, définissonsh = 1/2" et A, = {2 = ah,a € Z}. Sia = ah et
b = (a + 1)h sont deux points successifs dg,, nousévaluonsf© ..., f(") au point
milieu z = (a +b)/2 par les formules :

T

FO@) =) (aufP )+ B P @)n*,j=0,....r. (24)
k=0
Ainsi f©O . f(") sont cefinies surA,,+1. La construction @pend de deux matrices

careesW_; = (i) et Wi = (Bjx). En iterant le proéde, on cfinit f©, ... f)
sur I'ensemble des nombres dyadiqdes = |J A,, qui est dense dari®.

Ce sclema greralise les constructions de Merrien [20,21] pour obteas iter-
polants d’Hermite pour = 1 our = 2.

Le sclema pecedent est donc un SSH de masque= DW,,a = +1, Ag = D et
A, = 0 pour les autres valeurs de Ce sclema essynetriquedes que
Bir = (—1)7**ay, pourj, k =0,...,m.

Désormais, nous supposerons que lestés sont syatriques.

Le symboleB(¢) estalorsD(I+e Wy +e“W_1)/2;I'elementy;. () est(d;, /2 +
o, €0SE) /27 sij —k est pair ei( o, sing) /2 sij—k estimpair. Lamatric€’ = (c;y,)
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du theoreme 17 erifie ¢, = 0sij < k, ¢j; = 1/2+a;; pourj = 0,1,...,r et
Cjk = Oéij/[zj_k(j — ]{7)'] SI] > k.
Exemple 2. Sctemas d’ordre 1
Dans ce cas,
. 1/2 +Oz0()COS£ z'amsing
B(£) =D < iapSing 1/2 +ay1c08 )
Il s’ensuit que
. 1/2 + oo 0
Siagg = 1/2 etanr € (—3/2,1/2), alors la condition E estérifiee et le scama
d’Hermite correspondant egY-convergent. Nous avons

C— 1/2 +app 0
B 0410/2 1/2 +aq1 ’

Pour tout sckma, la distribution vectorielle limitd” a composantegp, Ty Vérifie
T1 = a0/ (1 — 2a11)T{ comme nous I'avons morérdans le thoeme 16.

Un cas particulier de sémaD’-convergent est le séima esultant de I'interpolation
habituelle d’Hermite par des cubiques sur chaque interjalla + 1], o € Z, a partir
des donkesy,, v/, pour f, f'. Dans ce cas,

(k) = <é§§ :%j) :

Exemple 3. Schkemas d’ordre 2
Nous avons alors

La condition E est grifiee.

‘ 1/2 + app COSE iy Sing g2 COSE
B(¢) :Ze‘mﬁAa/Z =D ia1oSINg 1/2 + a1 COSE 12 SiNg
Q€Z a0 Cog¢§) iap1 SINE 1/2 + app cOSE
Si bien que
1/2 + oo 0 02 0 ap1 0
B(O): 0 1/4 +0411/2 0 ,B/(O):i a10/2 0 a12/2
a20/4 0 1/8 +0422/4 0 0421/4 0

Des que la condition E estvifiée, i.e.
Qoo = 1/2, —3/2 <o < 1/2, —3/2 < a2 < 1/2, Q0 = 0,
alors par le teoeme 25 le schma es®D’-convergent.
Dans ce cas,
1 0 0
C = a10/2 1/2 +o11 0
0 Oz21/2 1/2 + oo
Toute distribution vectorielle limitd’ = (Ty, 71, T)T vérifie Ty = T4, T> = Ty si
et seulement sivig + 20111 = a1 + 2a2 = 1 comme nous I'avons mo@rdans les
theoemes 16 et 17.
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Pour certaines valeurs des paggtms, nous pouvons interpoler les déag sufz par
une fonctionf polynomiale ou par une fonction polynomiale par morceapkr{es)
sur chaque intervallgy, « + 1], o € Z. Par exemple :

1. Pour
1/2 -5/32 1/64
(ag5) = | 15/8 —7/16 1/32
0 3/2 -1/4

alorsf est la quintique interpolante d’Hermite sur chaqugx + 1], « € Z;
2. Pour

)

1/2 —23/144 5288
(aij)= | 9/4 58 1/16 |,
0 32  -1/4

alors f est la spline cubiqua deux noeuds siés au ¥3 et 2/3 de chaque
intervalle[a, o + 1] ;
3. Pour
1/2 —5/32 1/64
(ij)=| 2 —-1/2 1/24
0 32 -1/4
f estla spline quartiqu& un noeud au milieu de chaque intervadlea + 1].

Dans chacun des casguedents, la condition E esgvifiee. Par ailleurs, unetude
de la convergenc€? est doniee dans [21].

)

Exemple 4. Sctemas d’ordre 3

Dans ce cas,
1/2 + oo 0 @02 0
B(O) . 0 1/4 +a11/2 0 0413/2
o a20/4 0 1/8 +a22/4 0 ’
0 0431/8 0 1/16 +Oz33/8
0 Qo1 0 Q03

/ iy a10/2 0 a12/2 0
BO)=i| 7y axn/4 0 a4 |’
az/8 0  azp/8 0

o0 0 02 0
0 a11/2 0 a13/2
0420/4 0 Oz22/4 0
0 a31/8 0 a33/8
La condition E est &rifiee s quengo = 1/2, —3/2 < ay; < 1/2,1=1,2,3, et
a0 = a31 = agg = 0. Dans ce cas le séima esD’-convergent, la matric€' est
1 0 0 0
a10/2 1/2 +aq1 0 0
0 Oz21/2 1/2 + a2 0
0 0 Oz32/2 1/2 + 33

B"(0) = —
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et comme peccdemment, toute distribution vectorielle limite = (7o, Th, T, 73)"
verifie Ty = Té, T = Té’, T3 = Té” si et seulement sk g + 2011 = a1 + 2000 =
a3l + 203 = 1.
Venons-en au dernier exemple. Pour
1/2 -11/64 3/128 -1/768
[ -21/16 -19/32 1/16 -1/384
e 15/8 -7/16 1/32 |
-105/2 1054 -15/4 3/16

alors 'interpolant d’Hermitef estle poly@me de dedr 7 sur chaque intervalle, a+1],
a € Z. |l est clair que le SSH est3-convergent et don®’-convergent. Pourtant la
condition E n’est paserifiee (il n’est pas vrai quas; = 0 etazg = 0).

10. Conclusion. Pour des SSH, la #orie des distributions de L. Schwartz est un outil
exceptionnel dBtude, en particulier lorsqu’on le combine avec les tramsfes de
Fourier. Nous avons pu proposer des conditiom®gales de convergence au sens des
distributions pour tous les semas d’ordre 1. Quand I'ordre est strictement plus grand
gue 1, nous avons prop®$a condition E qui n’est pas la condition optimale pour la
convergence au sens des distributions. La recherche @eocettlition optimale reste
une question ouverte

English extended abstract. A Hermite-type subdivision scheme (HSS) of orads
defined by a mask, a set 0f + 1) x (r + 1) matrix coefficient§ A, : o € Z} with a
finite number of non-zerd,,’s. The initial set of discrete data is a set of control vestor
{fo(a) € R"™1} ,cz. The sequence o€finementd f,, : Z — R™1}, n > 0'is defined
recursively by:

D™ fria(a) = Aa_2sD"fo(B), a €Z, neN,
BEZL

whereD is the diagonal matrix of order1 whose diagonal elements are the successive
powersof ¥2:1,1/2,1/4,...,1/2".

A HSS converges in distributionf for any C*°-function with compact support,
o(z),z € R and for any sequencg, of refinements of the scheme, the sequence of
vectorsy | ., ¢(a/2") fn(a) /2" converges.

Thebasic sequence of matrix distributiooba HSS is

Mn = Z Fn(oz)/Znéa/zn,
a€Z
whered, is the Dirac distribution at and wheref, is recursively defined

D™ Fpa(a) =Y Aa2gD"Fy(B),0 €Z, neN
BEZL

with Fop(a) = doo L (I is the identity matrix of order + 1). If this sequence of matrix
distributions converges to a matrix distributidii, then M is called thebasic matrix
distribution
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The symbolof a HSS of mask A, } is B(¢) = 3, Aae "¢ /2. We also use
Schwartz notation for the translation operatgr whereh is a real number. Iy is a
C*° function with compact support andif is a distribution, thenay,o(z) = ¢(x — h)
andr,T'(p) = T(7-pyp).

Theorem 8. If the basic matrix distribution) exists for a HSS, then this scheme
converges in distribution. More preciselyfif is the sequence of refinements of a HSS
from the initial datafy, then the sequence of vector distributions

T, = E fn(a) /2760 /on
a€Z
converges to the vector distribution

Z[TQM]JCO(Q)

a€EZ

in the space of distribution®’. Conversely if the HSS converges in distribution, then
the basic matrix distribution exists.

Corollary 11. If a HSS with symbaB is D’-convergent, then for any, the sequence
of matrix functionsD—"B(¢/2")B(£/2"Y) --- B(£/4)B(£/2) converges (uniformly
on any finite interval) to the Fourier transform of the basiatnx distribution,J\Zf(g).
In particular the sequence of matricés ™ B(0)" converges tal/ (0).

Theorem 17. Let M be the basic limit distribution of a HSS of ordewhich converges
in distribution, letB be the symbol of the scheme, we assumedtisat simple eigenvalue
of B(0) and any other eigenvalue &f(0) in {|A\| < 1} \ {1/2" : n =1,...,r}. Let
C = (c;i) be the lower triangular matrix whose lower part is

ek =y 2 M)/ (G — k) (=) 7k, j > k,

Q€L
wherea;,(a) is the jkth-component of the mask, of the scheme. Thehis an
eigenvalue of” and we can choose the corresponding eigenve@igrus, . . ., u, )"

such thatug = 1. With this choice, thg-th row of M is u; times the first row of\/.

Theorem 25. Let a HSS of order whose symbol i& (&) = (b;,(£)) such that
(i) boo(0) = 1and|b;;(0)| < 1/2/, j=1,...,r,
(i) if j > k, thenb})(0) = 0for ¢ =0,....j — k — 1,

then the scheme converges in distribution.
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