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SUR LA CAPITULATION DES 3-CLASSES D’IDEAUX DE LA
CLOTURE NORMALE DE CERTAINS CORPS CUBIQUES PURS

M. C. ISMAILI ET R. EL MESAOUDI

RESUME. Soient I' = Q(\/n) un corps cubique pur, oll n est un entier naturel
sans facteur cubique, k = Q(y/n, j) sa cloture normale, j = exp(2im/3) et k; le
3-corps de classes de Hilbert de k. On suppose que le 3-groupe de classes de k est
de type (3,3) ; alors k; contient quatre extensions cubiques K;/k,i = 1,2,3,4.
Nous étudions le probleme de la capitulation des 3-classes d’idéaux de k dans K;,
1 =1,2,3,4, lorsque k; = (k/ko)*, ou (k/ko)* est le corps des genres relatif de
k/ko et kg le corps quadratique Q(5).

ABSTRACT. Let I' = Q(v/n) be a pure cubic field, where n is a cube-free natural
integer, k = Q(y/n, j) its normal closure, j = exp(2im/3) and k; the 3-Hilbert class
field of k. We suppose that the 3-class group of k is of type (3, 3); then k; contains
four cubic extensions K;/k,i = 1,2,3,4. We study the capitulation problem of the
3-ideal classes of k in K;,i = 1,2,3,4, when k| = (k/ko)*, where (k/ko)* is the
genus field of k/kg and ko the quadratic field Q(j).

1. Introduction. Soient I' = Q(y/n) un corps cubique pur, ol n est un entier sans
facteur cubique, k = Q(/n, j) sa cloture normale, j = exp(2in/3), k; le 3-corps de
classes de Hilbert de k, ko = Q(4), (k/ko)* le corps des genres de I’extension k/ kg et
nous imposons au 3-groupe des classes d’idéaux de k, noté H(k), d’étre de type (3, 3).
Dans ce cas, k; est de degré 9 sur k et Gal(k,/k) ~ H(k) ~ Z/3Z x Z/3Z. Par
conséquent, ’extension k;/k admet quatre extensions intermédiaires qu’on désignera
par K, K5, K3 et K4. Le présent travail consiste a étudier le probleme de la capitulation
des 3-classes d’idéaux dans les extensions cubiques cycliques K;,7 = 1,2,3,4, de k
lorsque k; = (k/ko)*.
Nous adopterons les notations suivantes :

I' = Q(y/n) : un corps cubique pur, n € N, ol n est sans facteur cubique;

k = Q(j,v/n) : 1a cldture normale de T, ot j = exp(2in/3);

ko =Q(j) = {z+yj | z,y € Q} : le 3-iéme corps cyclotomique;

O, ={z+yj | z,y € Z} : I'anneau des entiers de ko;

Ey, = {£1, +j, £5%} : le groupe des unités de ko;

Gal(k/ko) = (o), 0> =id, o(/n) = jv/neto(j) = j

Recu le 25 juillet 2001 et, sous forme définitive, le 29 décembre 2004.
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Gal(k/T) = (1), 7> = id, 7(j) = j* et 7(/n) = V/n;
(k/ko)* : le corps des genres relatif de k/kq;

F' : un corps de nombres;

A : un idéal fractionnaire de F';

OpF : I’anneau des entiers de F'.;

Er : le groupe des unités de F'.;

H(F) : le 3-groupe des classes d’idéaux de F';

F : le 3-corps de classes de Hilbert au sens ordinaire de F';
hr : le nombre de classes de F';

[A] : la classe de A dans le groupe des classes d’idéaux de F'.

Dans tout ce qui suit, la lettre p désignera un nombre premier congrua 1 (mod 3) et
les lettres g et ¢; ou i € {1,2} désigneront un nombre premier congru a —1 (mod 3).
Soit ¢ € Z. Le symbole

c
(3),="
P/3

signifie que c est reste cubique modulo p, i.e. la congruence X°> = ¢ (mod p) est
résoluble dans Z. Comme I’anneau des entiers Oy, est principal, hz, = 1, nous écrirons
pour le symbole de reste normique cubique

(), = (%), « (&),= ),

lorsque o, 3 € kg et w est un entier premier de Oy, .

2. Généralités. Soient L /M une extension cyclique de degré 3, de groupe de Galois
G = (), et R3 le 3-rang du 3-groupe de classes d’idéaux H(L). On pose v = 1+p+?
et on définit la filtration des sous-groupes de H (L) par

Hip(L) = Ker(o = 1) = {[A] € H(L) | [ = 1}
Hi,,(L) s’appelle le 3-groupe des classes ambigiies. Lorsqu’il n’y a aucune confusion,

on note H; (L) par H;(L).

Proposition 1. Si H(L)" = {1} alors on a la relation:

3% = [Hi(L)| [Ha(L)/H (L))

Preuve. 11 suffit de remplacer ¢ par 1 et £ par 3 dans la proposition (4.2) de [Gr]. [

Proposition 2. On suppose que H(L)" # {1}. Soit m le plus petit entier tel que
Hm (L) = H(L), onpose m = 2a+b,0 < b < 2. On suppose que |H;1(L)/H;(L)| =
3 pour 0 < i < m. Alors m > 2 etde plus :
(i) sim < 3alors H(L) ~ (Z/3%7Z);
(ii) sim = 3 alors H(L) ~ (Z/3Z)* ou bien H(L) ~ (Z./3*Z) x (Z/3Z)
(iii) sim > 3 alors H(L) ~ (Z/3“"'Z)? x (Z/3°Z)*~°.
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Preuve. 11 suffit de remplacer ¢ par 3 dans la proposition (4.3) de [Gr]. O

Nous rappelons quelques résultats de la théorie des groupes dont nous aurons besoin.
Pour plus de détails, on peut consulter [Bl] ou [Hu].

Soit p un nombre premier. Soient G un p-groupe, a, b deux éléments de G et A, B deux
sous-groupes de G ; on note [A, B] = ([z,y]|x € A,y € B), ou [a,b] = aba~'b"".
On pose 12(G) = [G, G] et par récurrence v;(G) = [Gi—1, G] pour i > 3.

La série G D 12(G) D --- D 7(G) - - - s’appelle série centrale inférieure de G et
c’est une série stationnaire. Soit m le petit entier tel que v,,,(G)) = 1 ; on appelle m — 1
la classe de G.

Définition 1. (1) Soit m € N tel que m > 3. Tout p-groupe d’ordre p™ et de classe
m — 1 est dit de classe maximale. (2) Soit G un p-groupe de classe m > 3, ou
[Yi-1(G) : %(G)] = p (i = 1,...,m). On définit v,(G) par : 71(G)/74(G) est le
centralisateur de v2(G)/74(G) dans G/v4(G).

Définition 2. Un groupe est dit métacyclique s’il existe un sous-groupe normal N de
G tel que N et G/N sont cycliques.

Les propositions suivantes sont démontrées dans [Bl1] ou [Hu].

Proposition 3. Soit G un p-groupe de classe m — 1, ot [v,—1(G) : vi(G)] = p
(i=1,...,m), alors v (QG) est un p-groupe d’indice p dans G.

Proposition 4. Soit G un 3-groupe de classe maximale, alors [v2(G),72(G)] = 1 et
Y1 (G) est métacyclique.

Pour étudier le probleme de la capitulation lorsqu’il s’agit d’un corps k = Q(j, /n),
ol H(k) est de type (3,3) et (k/ko)* = ki, nous devons différencier entre les quatre
formes possibles de I’entier n citées dans le théoreme suivant (pour la démonstration et
plus de détails, voir [Is]).

Théoreme 1. Soient p, q, q1 et q» des premiers tels que p = —q = —q1 = —q» = 1
(mod 3). Soit ky le 3-corps de classes de Hilbert du normalisé k = Q(j,/n) de
' = Q(/n), et soit (k/ko)" le corps des genres relatif de k/ko. Alors ky = (k/ko)™ si
et seulement si 3||hr, oit hr est le nombre de classes de I' = Q(+/n), et n s’écrit sous
l'une des formes suivantes :

(i) n=3p" avecp=1 (mod 9) ete,e; € {1,2}.

e,.€1

(ii) n = q¢°p® avec —q=p=1 (mod 9) ete,e; € {1,2}.

(ili) n = p°qy'q5* avec p ou —qi ou —qp =4 ou7 (mod 9), n = +1 (mod 9) er
e,er,ex € {1,2}

(iv) n=3p ¢ avecpou —q=4o0u7 (mod9),e=0,10u2, e,e; € {1,2} et

n # £1 (mod 9).

3. Cas oun = 3°° avec p = 1 (mod 9). Soit k = Q(j, v/n) la cloture normale
du corps cubique pur I' = Q(y/n), o n = 3°p°! avec p un premier = 1 (mod 9),
e,e; € {1,2} et 3||hr, ce qui est équivalent a dire que

(3).7"
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(voir [I-EIM]). Sans perte de généralité on peut supposer que e; = 1.

Nous rappelons que dans ce cas I' est de premicre espéce, car n = 3°p # +1
(mod 9). On a p = mmy, out 7 et m sont des premiers de ko tels que 7 = m, = 1
(mod 30,) et = 7] ; par suite les premiers de ko qui se ramifient dans & sont 7y, 7
etA=1-—7.

Si P;, P, et I désignent les idéaux premiers de k& au-dessus respectivement de 7y, 7
et A\, alors on a P13 =m0y, P23 =m0y et I? = A\Oj,. Comme m, = m, 37 =3,0n
aPl =P, I" =1; P, P> et sont laissés fixes par o, car 77 = m;, 3 = 3.On a
H(k) = ([P1], [P]) (voir [Is]).

La proposition suivante nous permet de déterminer explicitement les quatre exten-
sions cubiques de k intermédiaires de k;/k.

Proposition 5. Soit k = Q(j, v/n) le normalisé du T' = Q(/n), ot n = 3°p°!, p
premier =1 (mod 9), e = e; € {1,2} et 3 n’est pas reste cubique modulo p. Soient
1 et mp des premiers de ko congrus a 1 (mod )\3) tels que p = . Alors

(1) ki = (k/ko)* = k(y/71, y/m2).
(2) K = k(ymim) = k(¥/p), K4 = k({/mi73), Ky = k(¥/m) et K3 = k(/m).

Preuve. Voir [Is]. 0

Proposition 6. Soient F'/ L une extension cyclique de degré premier {, F le {-corps de
classes de Hilbert de F et G le groupe de Galois de F /L. Si le {-groupe de classes de F'
estde type (¢, 0) alors G est un (-groupe de classe maximale m et [v;—1(G) : vi(G)] = ¢
(1=3,...,m).

Preuve. Voir [H-S]. [
Lemme 1. Le 3-groupe de classes de ko( /) est trivial.

Preuve. Puisque p = 1 (mod 9), alors m = 1 (mod \?), ainsi m, est le seul idéal
premier de ko qui se ramifie dans L := ko(¥/7) (voir [He]). Par suite, d’apres la
formule des classes ambigues (voir [Gr]),on a |[H(L)| = 1,d’ou |H(L)|=1. O

Lemme 2. Soient (¢) = Gal(K>/ko(/72)) et Qi un idéal premier de K, au-dessus
de Py. Si |Hi 4 (K>)| = 3 alors Hi g (K2) = ([Q1])-

(2),- (%),

/4 T )4

alors m; se décompose completement dans L := ko(/m;). Soient Q), Q) et O}
les idéaux premiers de L au-dessus de 7. Puisque 7| est ramifié dans k, alors les
Q! sont totalement ramifiés dans K,, car K, = k - L. Soient Q;, Q, et Qs les
idéaux premiers de K, au-dessus respectivement de Q/, Q) et Q}, i.e. Q'0k, = O3
pour i = 1,2,3. Si [Q;] = 1, alors il existe v € K, tel que Q; = 7Ok, ; donc
Ni,yi(Qi) = Qi = Ni,/.(7)OL, alors m Ok, = N, i, (7)Ok,. Puisque j est

Preuve. Comme (voir [Is])
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norme dans k/ko, car p = 1 (mod 9) (voir [Ge]), alors 7} est norme dans k/ko. Il en

résulte que
<7T1,37T17T2>
o) =,
s\ 3

(77173) -1

™1 3

(mmm) 1
m 3 '

Ceci contredit le fait que 3 n’est pas reste cubique modulo p. Par conséquent, [Q;] # 1,
et comme |H 1y (K2)| =3 et [Q;] # 1, alors Hy 4 (K>) = ([Qi]), ¢ € {1,2,3}. O

Soient p un nombre premier congru a 1 (mod 9) et K = ky(/p). On note par u,
I’indice du sous-groupe de Fi, engendré par les unités des corps intermédiaires de
K/Q, dans Ef.

Définition 3. Soit [A;] un générateur du sous-groupe H; de H(k) (1 < j < 4)
correspondant par la théorie du corps de classes au corps K. Soit 1 < j < 4 et soit
i; € {0,1,2,3,4}. On dira que la capitulation est de type (41, 72, i3, %4) pour exprimer
le fait que lorsque i; = s pour un s € {1,2,3,4}, alors seulement la classe [A;] et ses
puissances capitulent dans /;. Si toutes les 3-classes capitulent dans K;, nous posons
ij = 0.

d’ou

car

Théoreme 2. Sous les hypotheses de la proposition 5, on a :

(1) Toutes les 3-classes de k capitulent dans K, K3, et Kj.

(2) [P P;] capitule dans K. Les seuls types de capitulation possibles sont :
(0,0,0,0) ou (1,0,0,0).

(3) Siu, = 1, alors toutes les 3-classes capitulent dans K, i.e. 'unique type de
capitulation possible est (0,0,0,0).

Preuve. (1) Puisque P5 = m Oy, alors POk, = J/mOk,, d’olt [P] capitule dans
K. Dans la suite nous allons montrer que [ P;] capitule dans K. Ona K, = k(J/m) =

L(+/3m), ot L = ko(¥/m2), on pose (@) = Gal(K,/k) et (1)) = Gal(K,/L). Si on
applique la formule des classes ambigiies sur I’extension K, /L, on obtient

33

Hy(K2)| = '
M1,y (K2) [EL : EL NN, /1 (K3)]

Comme dans ce cas ona H(K,)" = {1}, ot v/ = 1+1p+1)2, car le 3-groupe de classes
de ko( /) est trivial (lemme 1), alors d’apres la proposition 1 on a

3% = [, (K) [ Hayp (K2) [ Ha (K2)),
ou Rj est le 3-rang du 3-groupe de H(K>). Et de la suite exacte suivante

1 — Hiy(K2) — Moy (K2) — How(K2)Y ™' — 1,
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on tire que ’sz(Kz)/HLw(Kz)’ = ‘Hz’w(Kz)wfl ‘, d’ou

3% = | Hy (K| Haw (K2) V1.

Appliquons maintenant la formule des classes ambigiies par rapport a 1’extension K> /k,
on trouve que

hi 3
Hl: K2 = * = *\1?
| <,o( )| 3[Ek i QNKz/k(Kz)] [Ek 1 By, ﬂNKz/k(Kz)]
et comme k;/K> est non ramifiée, alors 3|hg,, d’ou |H,(K>)| = 3 (car sinon
(3, hi,) = 1).

Supposons que [P;] ne capitule pas dans K. Puisque P} se décompose complétement
dans K>, alors H(K>)" # {1}, 0t v = 1 + ¢ + ¢, et comme |H1,,(K>)| = 3, alors
|Hist,o(K2)/Hip(K2)| = 3 pour 0 < i < m (m est le plus petit entier tel que
H.(K>) = 1). Par suite, d’apres la proposition 2, on a quatre possibilités pour la
structure de H(K>).
(i) Supposons qu’on a H(K3) ~ (Z/3?Z), i.e. m = 2 ; donc R3 = 1, par suite
3 = [Hiy(K2)| [Hy, (K2)|, dolt [Hy 4 (Ko)| = 3 et [Hy ' (K2)| = 1. Ainsi
Hi(K2) = Haw(K7), et par suite Hy (K>) = H(K>) (voir [Gr]), i.e. 3||hk,,
ce qui est absurde, car hg, = 9.

(ii) Supposons qu'on am = 3 et H(K;) ~ (Z/3*7) x (Z/3Z), donc R3 = 2, alors
[ H 10 (K2)| [Hay (K2)¥ ™| = 3%, par conséquent, |H; »(K>2)| = 3 ou 32.

o Si |H14(K2)| = 3, alors |[Hay(K2)Y 71| = 3, et comme Ha y(K2)¥™! C
Hiy(K>), alors Hoy(K2)V ™1 = Hy 4 (K>3). Mais Hy 4 (K>) = ([Q1]) (par le
lemme 2), il existe donc une classe [A] de Ha ,(K>) telle que [AY~!] = [Q1], i.e.
il existe v € K3 tel que Q) = awAY ™. Par suite N, /,(Q1) = N, 1 (a)OL,
car Nig, /1, (AY™) =1, ot N, /1, (Q1) = m1Oky = N, jiy (@) Oy 5 done 7y
est norme dans k/ko, car j est norme dans k/ky et K, = k - L. Il en résulte que

<7T1,37T17T2> _
™1 3
<7T1,7T1772> -1
| 3
(77173) -1
™1 3

i.e. 3 est reste cubique modulo 7, ce qui est équivalent a dire que 3 est reste
cubique modulo p, en contradiction avec 1’hypothese sur p.

o Si [H1(K>)| = 3% alors [HY ' (K)| = 1, ainsi Hy  (K)) = Ha,y(Ko),
d’ott H(K7) = Hy 4 (K>) et, par suite 32||h,, contradiction car 33| |h, .

(iii) Supposons qu'onam > 3et H(K,) ~ (Z/3Z) x (Z/3%Z)>~%, ot m = 2a+b
et 0 < b < 2. Dans ce cas, on a R3 = 2, donc 3% = ]HW(KZ)HHZ;I(KZ)\.

puisque

Il s’ensuit que
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e Si |H 4 (K>)| = 3, on montre, de la méme fagon que dans le cas o m = 3 et
H(K>) ~ Z/3?Z x Z./3Z, que 3 est reste cubique modulo p, ce qui est absurde.

o Si [Hy,(K2)| = 3% alors [Hy ) (K2)| = 1, done Hy (K2) = Hay(K2),
ie. Hyp(K2) = H(K3), d’ou 3%||h,, ce qui est absurde, car m > 3 implique
que 33|, .

(iv) Supposons qu’on a H(K>) ~ (Z/3Z)3. Dans ce cas, on a G = Gal(Kél)/k)
est un 3-groupe d’ordre 3% ou K21 est le 3-corps de classe de Hilbert de K.
Puisque G/72(G) ~ H(k) qui est de type (3, 3), alors d’apres la proposition 6,
G est de classe maximale et la classe de G est 3, i.e. 74(G) = 1, donc 7, (G)
est le centralisateur de 72(G) dans G. Comme Gal(Kél) /K>) est un groupe
abélien, alors Gal(Kél)/Kz) C 7 (G) C G.D’apres la proposition 3, on a7y, (G)
est d’indice 3 dans G. Comme |H(K,)| = 33, alors v, (G) = Gal(Kz(l)/Kg),
par suite d’aprés la proposition 4, v1(G) = H(K3) est métacyclique, ce qui
est absurde car H(K>) est d’exposant 3. D’ou [P;] capitule dans K, et comme
H(k) = ([P1], [P-]), alors toutes les 3-classes de k capitulent dans K.

D’apres [Is] on a que 74 = 0 et que si i, = 0, alors i3 = 0, d’ou toutes les 3-classes
de k capitulent dans K4 et K3.

(2) Comme w0, = P13 et ;0 = P3, alors PP, = \3/7T17T20K1; d’ou [P]Pz]
capitule dans K. Par conséquent, les types de capitulation possibles sont (0,0, 0, 0) ou
(1,0,0,0).

(3) Si u, = 1, alors le groupe des unités de K = ko(y/m1m) est Ex = (g,€7,—j),
ou ¢ est I'unité fondamentale de I' = Q(/p). Par suite j n’est pas norme d’une unité
de K, d’ou |H(K)/His(K)| = 3 ot H;s(K) est le groupe des classes fortement
ambigiies dans K/ kg (voir [Ge]). Puisque |H (K)| = 3, alors |H; 4(K)| = 1. Comme
His(K) = ([P{],[P}]), ot P et P; sont des idéaux premiers de K au-dessus de 7 et
72, alors P| et Py sont principaux dans K. Puisque K| = k(y/mm) = K(v/3), alors
POk, = P/Og,,oui € {1,2}, d’ou [P] et [P,] capitulent dans K. Ainsi, I'unique
type de capitulation possible est (0,0,0,0). O

Exemples. Pour tous les premiers p € {19,37,109,127,163,181,199},ona:p =1
(mod 9) et 3 n’est pas reste cubique modulo p, d’ou k; = (k/ko)*, ou k est le normalisé
du corps cubique pur I' = Q(v/3¢p), e € {1,2}. D’apres le théoreéme 2, les types de
capitulation possibles de H (k) dans les extensions K; (1 < ¢ < 4) sont : (1,0,0,0)
et (0,0,0,0). Pour p = 19 ou 37, d’apres [B-C] on a u,, = 1, alors I’'unique type de
capitulation possible est (0,0, 0,0).

4.Casoun = ¢°p° avecp=—qg=1 (mod 9) ete,e; € {1,2}. Soitk = Q(j,/n)
le normalisé du corps cubique pur I' = Q(+/n), ot n = ¢°p°! et p, g sont des nombres
premiers tels que p = —¢ = 1 (mod 9), e, e; € {1,2} et 3||hr, ce qui est équivalent a
dire que ¢ n’est pas reste cubique modulo p.

Nous rappelons que dans ce cas I' est de deuxieme espece, i.e. n = +1 (mod 9),
p = mm, ol T et m, sont des premiers de kg tels que m; = m = 1 (mod 30y,) et
w1 = mj, par suite les premiers de ko qui se ramifient dans £ sont alors 7y, m et gq.
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Nous désignons, comme dans la section 3, par P, P, et Q les idéaux premiers de &
au-dessus de 7, m et q, i.e. P13 =m0y, P23 =m0, et Q3 = qOy.Ona P/ = P,
Q" = Q7 = Qet H(k) = ([I], [Pa]) (voir [Is]).

La proposition suivante (démontrée dans [Is]) nous permet de déterminer explicite-
ment les quatre extensions cubiques de k intermédiaires de k; /k.

Proposition 7. Soit k = Q(j,v/n) le normalisé de I' = Q(y/n), o n = ¢°p°, p et
q sont des nombres premiers tels que p = —q = 1 (mod 9), e,e; € {1,2} et q n’est
pas reste cubique modulo p. Soient de plus m, et m, des premiers de ko congrus a 1
(mod \3) tels que p = m ). Alors

(1) k1 = (k/ko)* = k(Y1 y/m2);
@) K1 = () = KD Ko = K mmd), Ko = k(g e Ky = KY/m)

Théoreme 3. Sous les hypothéses de la proposition 7, on a :

(1) Toutes les 3-classes capitulent dans K,, K3 et K.

(2) [P1P,] capitule dans K. Les deux seuls types de capitulation possibles sont :
(0,0,0,0) ou (1,0,0,0).

(3) Si u, = 1, alors toutes les 3-classes capitulent dans K, i.e. I'unique type de
capitulation possible est (0,0,0,0).

Preuve. Similaire a celle du théoréme 2, il suffit de remplacer ¢ par 3. [

Exemples. (1) Lorsque p = 19 et ¢ = 17 ou 71, g n’est pas reste cubique modulo
p, d’ot k; = (k/ko)* ou k est le normalisé de I' = Q(/q®p®) avec e,e; € {1,2}.
Puisque u, = 1, alors d’apres le théoréme 3, I’'unique type de capitulation possible de
H(k) dans les extensions K; (1 < ¢ < 4)est (0,0,0,0).

(2) Soit k le normalisé du corps cubique pur I' = Q(+/17¢ - 37¢1) oli e, 1 € {1,2}.
Comme 17 n’est pas reste cubique modulo 37, ki = (k/ko)*. Puisque u, = 1 (voir
[B-C]), alors 'unique type de capitulation possible de H (k) dans les extensions K;
(1 <i<4)est(0,0,0,0).

(3) Soit k est le normalisé de I' = Q(~+/17¢ - 127¢1) avec e, e; € {1,2}. Puisque 17
n’est pas reste cubique modulo 127, on a k; = (k/ko)*. Alors, d’apres le théoreme 3,
les types de capitulation possibles de H (k) dans les extensions K; (1 < i < 4) sont :
(0,0,0,0) ou (1,0,0,0).

e €2

5. Cas ou n = pq{'q5? ou 3°p°'¢= avec p = 1 (mod 9). Soit n = p°q{'q5’ = £l
(mod 9), avec —g; ou —g» = 4ou7 (mod 9),e,e5,e € {1,2}oun = 3¢ # +1
(mod 9) avec —g =4o0u7 (mod 9),e =0,10u2,ej,e; € {1,2}. Soit k = Q(j, V/n)
le normalisé du corps cubique pur I' = Q(+/n) tel que H (k) est de type (3, 3) et 3||Ap,
ce qui est équivalent a

el e
(T5) 1 0
3
lorsque n = p€qy'q5? eta
36q62
(F5) 1 @
3

lorsque n = 3°p® ¢©2.
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Nous noterons par Pj, P, Q;, Q», O et I les idéaux premiers de k au-dessus
respectivement de 7, 72, q1, q2, ¢ €t A si A est ramifié dans k, avec p = w7, dans
ko. La proposition 8 ci-dessous est démontrée dans [Is] et [I-EIM]. Le théoréme 4 se
démontre de la méme maniere que le théoréme 2 en utilisant (1) ou (2), selon I’écriture
de n, pour prouver que 7 ne peut pas étre norme dans k/ko. Les notations dans la
proposition et le théoréme sont les mémes que ci-dessus.

Proposition 8. (1) ky = k(/7, /m2).

(2) H(E) = ([P], [P2])-

(3) K1 = k(y/mim), K» = k(ym), K3 = k(1) et Ku = k({/7} = m).
Théoreme 4. (1) Toutes les 3-classes capitulent dans K,, K3 et K.

(2) [Py P] capitule dans K. Les seuls types de capitulation possibles sont (0,0, 0, 0)

u (1,0,0,0).

(3) Si u, = 1, alors toutes les 3-classes capitulent dans K, i.e. I'unique type de

capitulation possible est (0,0,0,0).

Exemples. (1) Si on considere p =19,¢q=2,¢ =5,0na

2-5 2%. 5
—_— 1 et 1.
()7t (%), 7
Soit & le normalisé de T' = Q(v/19-2-5) = Q(v/190) ou T' = Q(v'19-22-52) =
Q(v/1900), alors ky = (k/ko)*. D’apres le théoréme 4, 1’unique type de capitulation
possible de H (k) dans K; (1 <i <4)est (0,0,0,0), car u, = 1.
(2) Prenons p =37,q1 =5, =7 ;0na

5-7
—_— 1
( 37 )3 7
et donc k; = (k/ko)*, ot k est le normalisé de I' = Q(v/37-5-7) = Q(v/1295).

Puisque 1, = 1(voir [B-C]), alors I’'unique type de capitulation possible de H (k) dans
K;(1<i<4)est(0,0,0,0).

(3) Soient T' = Q(v/3-5-19) = Q(+/285) et k sa cloture normale. Comme

3. 5)
220 41,
< 19 /3
alors k; = (k/ko)*. D’ou 'unique type de capitulation possible de H(k) dans K;

(1 <i<4)est(0,0,0,0), car u, = 1.
(4) Sion considere p = 19, = 5ete = 0, alorson aurapg = 19-5 # £1 (mod 9)

5
(19)3* b

alors ki = (k/ko)*, ot k est le normalisé de I' = Q(v/19-5) = Q(~+/95). D’ou
I"unique type de capitulation possible de H (k) dans K; (1 < i < 4)est (0,0,0,0), car
up = 1.

et
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(5) Soient I' = Q(v/109 - 2 - 5) = Q(+/1090) et k sa cloture normale. Comme

2.5
(i), 71

onak; = (k/ko)*. D’ou les types de capitulation possibles de H (k) dans K; (1 < i <
4) sont : (0,0,0,0) ou (1,0,0,0).

6.Casoun = p°qi'qy> = +1 (mod 9)avecp =4ou7 (mod 9). Icie, e, e € {1,2}
et sans perte de généralité on peut supposer que e = 1. Soient p = mym (car p = 1
(mod 3)), m3 = —q; et 14 = —qp, ou les 7; sont des premiers de ko congrus a 1
(mod 30,). Alors k = ko(/x) ot z = mymms'ny® = 1 (mod A), car n = =+1
(mod 9).

Nous rappelons que les idéaux premiers qui se ramifient dans k/ kg sont Py, P, Q; et
Q, ou Pf’ =m0, P23 =m0, Q% = 130, et Q% = m4O. Pour traiter le probleme
de la capitulation dans ce cas, nous allons distinguer deux situations, selon que 73 Z 1
ouns; =1 (mod \?).

6.1. Cas ot 73 # 1 (mod A\3). On pose z; = 7r17r§ et zo = mymy, o = 1 ou 2 est
choisi tel que z, = my7y =1 (mod A3). Alors (voir [Is])

Proposition 9. (1) ky = k(¥/x1, J/z2).
(2) K1 = k({/75"7"7?), K4 = k({/7}m) et les deux autres extensions cubiques

de k permutées par T sont k(\/x2) = k(3/min}) et k(/mm}).

Lemme 3. O7'"" QS est un idéal non principal dans k.

Preuve. Si Q1" Q5 = a0y, avec a € k*, alors N/, (Q7'"Q5) = N/, (@) Ok,

e|+r e|+r ez

donc ¢7""" ¢ Oy = Ny () O, Ainsi il existe ¢ € Ey, tel que e¢;'""¢5* =
N/ (), d”ol
<SQT‘”(J§2,$> _ <8QT'”¢1§2’$> 1
™1 3 N y) 3 N

et d’apres les propriétés du symbole de reste normique (voir [Ha] ou [I-EIM]), nous
obtenons que

e|+r _en e|+r _en
<€,7n> _ <q1 % m) _ (am) <q1 % ,Wz) _
T ), m 3 ™ )5 T 3 ’
<QT1+TQSZ> _ <CI?+TQ§2) 1
1 3 2 3

e1+r _en
(ql q2> £1. O
p 3

d’ou

ce qui contredit le fait que
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Lemme 4. Soit F' = ko({/m7}). Le 3-groupe de classes de F est trivial.

Preuve. Comme 775 = 1 (mod M%), alors A est non ramifié dans F. Les seuls pre-
miers qui se ramifient dans F'/kq sont donc 7 et 73. D’apres la formule des classes

ambigiies, on a
3

[Eko : Eko ﬁj\/’F/ko(F*)] .

[Hi(F)| =

Comme p = 4 ou 7 (mod 9), alors j n’est pas norme dans F'/ko, ce qui signifie que
[Eky © Erg N Npyp (F*)] = 3.D’ott [H{(F)| = 1 et par suite, [H(F)| = 1. O

Théoreme 5. Sous les hypothéses de la proposition 9, on a :

(1) Toutes les 3-classes capitulent dans K,, K3 et K4.

(2) (97" Q5] capitule dans K| et les seuls types de capitulation possibles sont
(1,0,0,0) e (0,0,0,0).

(3) Si q1 n’est pas reste cubique modulo p, I'unique type de capitulation possible
est (0,0,0,0).

Preuve. (1) Montrons que toutes les 3-classes capitulent dans K5 := k(3/m7}). On a
K2 = k( 3 7-[-17"':,;1) = F < 3 7_‘_27_r§1”+€17r22>

ot F' = ko({/mm}). Soient P{ et Q) les idéaux premiers de F' au-dessus de 7 et 73,
ie. mOp = P et ;Op = Q}°. Puisque |H(F)| = 1 (lemme 4), alors P/ et Q/ sont
principaux dans F', et comme POk, = P/Ok, et Q,0k, = Q|Ok,,car K, = k - F,
alors [Py] et [Q;] capitulent dans K. D’apres [I-EIM], on a

(773) # 1 oubien <7T4> #1.
™ 3 ™ 3

Dans le premier cas, toutes les 3-classes capitulent dans K>, car les deux classes [P]
et [Q;] qui engendrent H (k) capitulent dans K. Dans le second cas, deux sous-cas
surviennent selon que r = e; ou r = 2¢; (mod 3) :

(a) r = eq, alorson a

Ky = k(y/mmy) = L({/m7s')

ou L = ko(y/mm,?). Puisque mmns'my> = 1 (mod A3 et mmy = 1
(mod A\?), alors mmy> = 1 (mod A?), d’ol les seuls idéaux premiers qui se
ramifient dans ko(y/mmy?) sont m et m4, par suite |H(L)| = 1, d’ou le 3-
groupe de classes de L est trivial.

Soit Pj et Q) les idéaux premiers de L au-dessus respectivement de m; et 4.
D’une part, P et Q) sont principaux dans L car [H(L)| = 1, et d’autre part,
ona POk, = PyOk, et Q,0k, = Q,0k,, alors [P,] et [Q,] capitulent dans
K>, d’ou le résultat.
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(b) 7 =2e; (mod 3). Alors on a

Ky = k(y/mny) = K(/mn})

oun K = ko(\3/7r217r27r§2). Or mymms'my* = 1 et 7r17r§e‘ = 1 (mod )\?), donc
7T%7T27T§’61 72 = 1 (mod A?) ; d’oli A est non ramifié dans K, par suite les idéaux

premiers de kg qui se ramifient dans K sont 7y, 75 et 4. Ainsi, le nombre des
3-classes ambigiies de K'/kg est

32
[Eky : By NNy (K*)]

Hi(K)| =

puisque 7; Z 1 (mod A3), alors j n’est pas norme dans K/ ko, d’ott |H (K)| =
3et Hi(K) = ([P]'],[Py],]Q"2]), ou P/, Py et Qf désignent respectivement
des idéaux premiers de K au-dessus de 7, 7 et m4. Comme [P)] capitule
dans K>, alors P{’ devient principal dans K, car POk, = P{'Ok,. Puisque
|H,(K)| = 3, alors [P'P)] = 1 ou [P"{P}] = 1, donc P} = aP/'* dans K,
ol a € K*eta € {0,1,2}, par suite Py’ devient principal dans K. Comme
POk, = Py Ok,, alors [ P,] capitule dans K,. D’ou [Py], [P»] et [Q;] capitulent
dans K. Comme [P P, Q{' Q5*] = 1 dans k, alors [Q5] capitule dans K>, d’ ol
toutes les 3-classes de k capitulent dans K.

D’apres [Is] on aig = O et si iy = 0, alors i3 = 0, par conséquent, toutes les
3-classes de k capitulent dans K3 et Kjy.

(2) Puisque q1 Oy, = Q? et Oy = Q%, alors

el+r ~e 3/ ej+r e .
Qll QQZOKI = q]l qQZOKl s
ej+r

parsuite [Q]'"" Q7*] capitule dans K. Il en résulte que les types de capitulation possibles
sont : (1,0,0,0) ou (0,0,0,0).
(3) Pour la démonstration, nous allons distinguer deux cas :

(@) r = €. On pose L = ko({/75'""74?), alors on a

Ky =k(y/ny"n?)=k- L.

On note par Q] et Q) les idéaux premiers de L au-dessus de 73 et m4. Le nombre
des classes ambigiies dans I’extension L /kq est

3

M= B AN T

Comme 73 # +1 (mod A%), alors j n’est pas norme dans L/kg, donc [E, :
Ery "Nk (L) = 3 5 dott [Hi(L)| = 1, par suite (3,hz) = 1. Ainsi
Q] et Q) sont principaux dans L. D’autre part, on a Q,0F, = Q|Ok, et
9,0k, = 0k, car K| = k- L, d’ou [Q,] et [Q;] capitulent dans K.
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(B)

Soit maintenant F' = ko({/ 7717r27r§"), alors

Kl — F( 3 7T§I+T7T22) .

Soient P/, Py, QY les idéaux premiers de F' respectivement au-dessus de 7, 7
et 3. Le nombre des classes ambigiies dans 1’extension F'/kg est |H(F)| = 3.
Puisque

car

on démontre comme dans le lemme 3 que QY est non principal dans F, par
suite Hi(F) = ([Qf]), d’ou [P]'] € ([Q]]), car [P/'] est une classe ambigiie
dans F'/ko. Ainsi il existe v € F* tel que P/’ = vQ/*, avec a = 0, 1 ou 2,
or PIOKI = P{/OKI et QIOKI = QII/OKI, alors PIOKl = Qllla(”)/(’)[(l) =
Q¢ (vOk,), d’ou [P;] capitule dans K, car [Q;] capitule dans /j. Comme
H(k) = ([P1],[Q1]), alors toutes les 3-classes de k capitulent dans K.

r # ey, i.e. r + e; = 3. On observe d’abord que

el+r e €2
(55), 7= (5),2 = (),
p 3 b /3 ™ /)3

H(k) = ([1], [Qi1]) = ([P1], [Q2]) -
Soit M = ko(/ma ) et N = ko(/mimms' ), alors on a

Ky = k(Yms) = M(y/mmns' ) = N(J/ms).

et donc

Soit Q) I'idéal premier de M au-dessus de 7. Or 14O = Q’23 ; alors Q) est
principal dans M et puisque Q,0k, = Q,0k, (car K| = k - M), alors [Q;]
capitule dans K. Comme

<7r4> 41 et <7T17r27r§1> .
T/ 3 T4 3

alors 7 est inerte dans M et w4 se décompose completement dans N, par
suite P, est inerte dans K et Q, se décompose completement dans K, car
Ky, = M -k = N - k. Puisque [Q;] € ([P1],[Q2]) et Qi se décompose
completement dans K, alors [Q] € ([Q,]), d’ou [Q] capitule dans K. Le
nombre des classes ambigiies dans 1’extension N/ kg est

32

[Hi(N)| = [Bry © Exy N Njig(N*)]
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Orm # 1 (mod A*), alors [Ey, : Exy NNy, (N*)] =3, d’ob [H(N)| = 3.

Finalement, on a
T
<3> #1,
™ 3

et donc H;(N) = ([Qf]). Par suite, [P]'] € ([Q]]) car [P['] est une classe
ambigiie. Ainsi il existe v € N tel que P;’ = yQ/. D’autre part, ona POk, =
POk, = vQ{Ok,, d’ou [P,] capitule dans K. Comme H (k) = ([P1],[Q1]).
toutes les 3-classes de k capitulent dans K. [

6.2. Cas ot m3 = 1 (mod A\?). Posons z; = Ty, ol r est choisi tel que z; = 1
(mod ). On a alors les mémes résultats que pour le premier cas, il suffit de remplacer
73 par T4, €1 par ep et Qp par Qs.

Exemples. (1) Prenonsp = 13,¢; =2,¢p =5.0na13-2>-5=—1 (mod 9),p =4
(mod 9) et —q; = m3 = 7 (mod A?). Notons que 13 = (4 +35)(1 — 35) = mm, o
m =m =7 (mod \*) et mm3 =1 (mod \?), i.e. 7 = 2. Puisque

(%),

alors k| = (k/ko)* ol k est le normalisé de I' = Q(v/13 - 22 - 5) = Q(+v/260). Comme
2 n’est pas reste cubique modulo 13, alors d’apres le théoréme 5, I'unique type de
capitulation possible de H (k) dans K; (1 <i < 4)est (0,0,0,0).

(2) Sion considere p=7,q; =2,q3 = l1l,onaura7 = (1+35)(—2 —3j) = mymo,
1 =m =4 (mod \) et = —¢; =7 (mod \?), alors mym3 = 28 = 1 (mod \?),

ie.r = 1. Comme
2. 11
1
Sk

alors k; = (k/ko)*, ou k = Q(j,v/n) avecn = 7 -2 - 11 = 154. Puisque 2 n’est pas
reste cubique modulo 7, alors I’unique type de capitulation possible de H (k) dans K;
(1 <i<4)est(0,0,0,0).

(3) Prenons p = 13, ¢ = 5, = lletn = 13-5-112 = —1 (mod 9). On a
13=(4+35)(1-3j) =mm,oum =m =7 (mod X\ etm; = -5 =4 (mod \}),
donc mym3 =28 = 1 (mod A?), par suite 7 = 1. Comme

52112
#1
13 3
alors k; = (k/ko)*. A noter que 5 est reste cubique modulo 13, d’oi les types de
capitulation possibles sont : (1,0,0,0) ou (0,0,0,0).

Nous traitons le cas ou n s’écrit sous la forme (iv) du théoréme 1 avec p = 4 ou 7
(mod 9) en deux étapes : e = O et e # 0.
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7. Casoun = 3°p° g2 avecp = 4ou7 (mod9). Icie, e, e € {1,2} et sans perte
de généralité on suppose que e; = 1. Soit p = mm et m = —gq, ou les m; et ™ sont
des premiers de ko congrus a 1 (mod 30y,), alors k = ko(v/x), ot = 3°mmyme2.
Comme n = 3°p©1¢® # +1 (mod 9), alors les idéaux premiers qui se ramifient dans
k/ko sont m; Oy = P13, 10 = PZ?’, qO; = Q3 et N\Oj, = I’ ol Q est un idéal premier
de k,30k, = N2Op, et A =1 — j.
7.1.Casou 7 #Z 1 (mod A\?). On pose z; = 7717r§ etxy = m",our = 1 ou?2est
choisi tel que 7;7" = 1 (mod A\?). Alors, comme démontré dans [Is], on a
Proposition 10. (1) k; = k(/z1, J2).

(2) K1 = k(V/me2*3¢), K4 = k({/m3m2) et les deux autres extensions cubiques de
k permutées par T sont k(\/mn") et k(y/mon").

Lemme 5. Soient L' = ko({/3¢n2m,) et Py I'idéal premier de L' au-dessus de . Si

3 n’est pas reste cubique modulo my, alors Hi(L') = ([P"1]).

Preuve. Les idéaux premiers de k( qui se ramifient dans L' sont 1, mp, A = 1 — j (voir

[He]). Puisque 71 #Z 1 (mod A\3) (carp = 40u7 (mod 9))alors j n’est pas norme dans

L’ /ko ([Ge)), par suite, d’aprés la formule des classes ambigiies, on a |H(L')| = 3.
Si P"y = aOp oua € L', alors m O, = N1 /iy (@) Oy, 5 donc il existe € € Ey,

tel que emr; = N/ /i, (@), par conséquent,

(6771,7rf7rz3e> B <67T1,7T%7T23e> _
™ 3 ™ 3 '
Par les propriétés du symbole de reste normique on obtient
1,3
( 1, ) -1
] 3

ce qui voudrait dire que 3 est reste cubique modulo 7, contrairement a I’hypothéese.
D’ou [P"1] # 1. Comme [P"1]? = 1, car m; O, = P"3, alors H, (L) = ([P"}]). O

Théoreme 6. Sous les hypothéses de la proposition 10, on a :

(1) Toutes les 3-classes capitulent dans K,, K3 et K4.

(2) [Q%*"I?%¢] capitule dans K. Les seuls types de capitulation possibles sont :
(0,0,0,0) ou (1,0,0,0).

(3) Si q n’est pas reste cubique modulo p, alors l'unique type de capitulation

possible est (0,0,0,0).

Preuve. Rappelons d’abord que, d’apres [I-EIM], on a

e er+r
S
p 3

et par suite
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Dans le premier cas, on a H(k) = ([Py],[Q]), tandis que dans le second on a plutot
H(k) = (7], [1])-

(1) Montrons que toutes les 3-classes capitulent dans K := k (W ) Ona K =
L (/3°mimn®), ou L = ko (/m7"). Soient P{ et Q' les idéaux premiers de L
au-dessus respectivement de 7y et ¢ dans L. Comme 7 # 1 (mod A\?), alors j n’est
pas norme dans L/kg, donc [Ey, : Ex, NN (L*)] = 3, par suite [H(L)| = 1,
d’ot |H(L)| = 1. Ainsi P| et Q' sont principaux dans L. Si 7 n’est pas reste cubique
modulo 7y, alors H(k) = ([P1],[Q]), comme POk = POk et Q0 = Q'O car
K =k - L, alors les 3-classes [P;] et [Q] capitulent dans K, ainsi toutes les 3-classes
de k capitulent dans K.

(2) Supposons que 3 n’est pas reste cubique modulo 71, dans ce cas nous allons
distinguer deux situations : r = e ou r = 2e; (mod 3).

e r = ¢y :danscecas,ona
K=k (\3/7717r62) =F (\3/77'171'62) on F =k (\3/387@) .

Comme m # 1 (mod \?), alors j n’est pas norme dans F/ko, ¢’est-a-dire
[Eky : Exy " Npyp, (F*)] = 3, d’ot [H{(F)| = 1, ainsi [H(F)| = 1. Soient P,
et I’ les idéaux premiers de I’ au-dessus respectivement de 7 et A, d’une part,
puisque |H(F')| = 1, alors P} et I’ sont principaux dans F, d’autre part on a
POk = P,Ok et IOk = I'Ok, par suite les 3-classes [P] et [I] capitulent
dans k (v/m 7). Puisque H(k) = ([P1],[I]) alors toutes les 3-classes de k
capitulent dans K.
e r =2e; (mod 3) : dans ce cas, on a plutot

K=k (\3/ 7T17T2e2) = (\3/ 7T17T262) ou L' =k (f/ w%wﬁe) )

Puisque 7; # 1 (mod A3), alors j n’est pas norme dans L'/kg, par suite
|Hi(L")| = 3. Soient P/, Py et I” les idéaux premiers de L’ au-dessus re-
spectivement de 7, m et A. Comme 3 n’est pas reste cubique modulo p,
alors Hi(L') = ([P/']) (Lemme 5). D’une part on a [P;] capitule dans K,
or POk = POk ; donc P/ devient principal dans K, d’autre part on a
[I"] € ([P/]), alors I" devient principal dans K, par conséquent [I] capitule
dans K, car IO = I" O, par suite toutes les 3-classes de k capitulent dans K.

D’apres [Is] on a i4 = 0 et si i = 0 alors 43 = 0, d’ou toutes les 3-classes de k
capitulent dans Ky et k(y/mn").

(3) La démonstration est la méme que celle du théoreéme 5, il suffit de remplacer 7 par
metm par3. O

7.2. Casou 7 =1 (mod )\3). Posons 1 = met zp = 7r17r§. Dans ce cas, dire que ¢
n’est pas reste cubique modulo p est équivalent a dire que 3||hp (voir [I-EIM]).
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Proposition 11. (1) k| = k(J/x1, J/72).
2) K| = k(I7), Ka = k({/mn?) et k({/nmim3) et k({/mm?m) sont les deux
2 2 1

autres extensions cubiques de k permutées par T.

(3) H(k) = ([~],[<Q]).
Preuve. Pour (1) et (2) voir [Is] et pour (3) voir [[-EIM]. 0

Lemme 6. Les idéaux P|, Py, Q' sont non principaux dans L := ko({/nmims).

Preuve. Si P| = yOp, avec v € L*, alors 11O, = N /5, (7)Ok,; il existe donc
€ € Ey, tel que emy = N, i, (7), d’olt

(€7T1,7T7T127T2> B <€7T2,7T7T127T2> 1
m 3 T 3
2
<5,7r1> <7r1,7r> _ <5,7r2> 1
T )3\ T/ T )5
<7T1,7T> -1
T ),
D/3

ce qui est absurde. D’oul Py est non principal dans L. On démontre de la méme maniére
que P; et Q' sont non principaux dans L (il suffit de remplacer 7 par m ou m). [

si bien que

Par conséquent, on a

c’esy-a-dire

Dans le théoréme suivant on note K := k(¢/7m3m) et K3 := k({/nmm3).

Théoreme 7. Sous les hypotheéses de la proposition 11, on a :

(1) Toutes les 3-classes de k capitulent dans K, K3, K.

(2) [Q] capitule dans K, et les seuls types de capitulation possibles sont : (0, 0,0, 0)
ou (1,0,0,0).

(3) Si 3 n’est pas reste cubique modulo p, alors ['unique type de capitulation
possible est (0,0,0,0).

Preuve. (1) Montrons que toutes les 3-classes de k capitulent dans K;. On pose

L = ko({/mmim).

Comme 7rimy = 1 (mod A*), alors les idéaux premiers de ko qui se ramifient dans
L sont 7y, m et w. Nous noterons P{, P, Q' les idéaux premiers de L au-dessus de
71, m, m. Comme m; # 1 (mod )\3), alors j n’est pas norme dans L/kg, par suite
|Hi(L)| =3 etHi(L) = ([P[]) = ([P5]) = ([Q]). car P|, P;, Q' sont non principaux
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dans L et [P’] = [P}’] = [Q@”] = 1 (lemme 6). D’une part on a [P]] € ([P}]), alors
[P/ Pj] = 1, car sinon [P]>P}] = 1 et comme

2
Q’Pf P2’ =3 7T7T]27T20L

alors [Q'] = 1, ce qui est absurde (lemme 6). D’autre part on a [Q'] € ([P[]), alors
[P{Q'] = 1, car sinon [PI’ZQ’ | = 1, et comme Q' P{2P2’ est principal dans L, donc
[P}] = 1, ce quiestabsurde (lemme 6). Puisque K, = k- L, alors P P,Ok, = P{P;Ok,
et PLQOk, = P{Q'Ok,, d’ou [P P,] et [P, Q] capitulent dans K, car P{P; et P{Q’
sont principaux dans L.

On pose F' = ko({/ 367762“77%), alors on a K = F' - k. On montre maintenant que
toutes les 3-classes de k capitulent dans K, peu importe la valeur de e, :

e siey = 2, alors les idéaux premiers de ko qui se ramifient dans F' sont A et 7y,

par suite
3

[Hi(F)| = [Bry : By N Npg, (F*)]

Comme 7 # 1 (mod A\?), alors j n’est pas norme dans F/ko, c’est-a-dire
[Eky 2 Ery N Np g, (F*)] = 3, d’0t [H{(F)| = 1. Ainsi, le 3-groupe des classes
de F est trivial, par conséquent I’idéal premier P)’ qui est au-dessus de m, est
principal dans F. Puisque K, = F - k, alors POk, = PyOk,, donc [P,]
capitule dans K>, or [P} P»] capitule dans K>, alors [P}] capitule dans K,. On
sait déja que [P Q] capitule dans K, par suite [Q] capitule dans K. D’ou
toutes les 3-classes de k capitulent dans K, car H(k) = ([P1],[Q])-

e si ep = 1, i.e. 3 ne divise pas ey + 1, alors les idéaux premiers de F' qui se
ramifient dans K, sont A\, 7 et m,. On désigne par Py, Q" les idéaux premiers
de I au-dessus de 7, et 7. Puisque m» #Z 1 (mod \?), alors j n’est pas norme
dans F'/ ko, d’ou |H(F)| =3 et H(F) = ([P)],[Q"]). D’ou [Py Q"] =1 ou
[P"2Q"] = 1. A noter que Q" est non principal, car si [Q"] = 1, alors il existe
v € Ftelque Q" = vOp ; donc em = Np/p,(7), ol € € Ey,, par suite

57r,3e7r271'§ _
T 3 -

En utilisant les propriétés du symbole de reste normique on obtient :

5,7‘(’2 7'[',7'('% _
T /3 Q 3_'

Comme 7 = 1 (mod A\?), alors

(7)==

d’ou
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(W’m) =1 = (E> =1 = <7T> =1
s 3 mw/3 i) 3

ce qui est absurde car ¢ n’est pas reste cubique modulo p. On en déduit que
[Q”] = 1. Maintenant, si [P"2Q"] = 1, alors il existe y € F tel que P"/3Q" =
¥OF ; donc em3m = Nr/i,(7), ol e € Ey, par suite

2 ze 22
<€7T27T,37T7T2> _
3

s

Ainsi

En utilisant les propriétés du symbole de reste normique, on obtient :

(5,7r> w3, , 3 .
T /3 T 3 T 3_ '

Comme m = 1 (mod )\?), alors
(5),= ()=t
T /3 /3
(7T2,7T> <7mrz)2_1
T /3N 7w /3
(ﬂ’m) =1 = <@> =1 = <7r> =1
s 3 ™/3 ™ /3

ce qui est absurde car car ¢ n’est pas reste cubique modulo p. On en déduit
que [PYQ"] = 1. Puisque K, = F - k, alors P,QOk, = PJQ"Ok, ; donc
[P, Q)] capitule dans K, et comme P} 2P2’Q est principal dans L, alors [P? P Q)]
capitule dans K>, car P2P,Q0k, = P> P,Q'Ok,, d’ot [P,] capitule dans K.
On sait déja que [P, Q] capitule dans K7, par conséquent toutes les 3-classes de
k capitulent dans K>, puisque H(k) = ([P1],[Q])-

D’apres [Is],on a ¢4 = 0 et si i = 0, alors i3 = 0, d’ou toutes les 3-classes de &

capitulent dans K3 et Kjy.

(2) On a mO}, = @3, donc QOk, = 7Ok, car K| = k(~/7), par suite [Q)] capitule
dans K. D’ou d’apres (1), les seuls types de capitulation possibles sont : (1,0, 0,0) ou
(0,0,0,0).

(3) Supposons que 3 n’est pas reste cubique modulo p. Ona K| = k- L/, o0 L' =
ko(v/3¢m ). Soient P|, P}, I' les idéaux premiers de L’ au-dessus de 7y, ma, A.
Comme p = 4 ou7 (mod 9), alors [Ey, : Ex, N N/ (L')] = 3, donc [H(L)| = 3
et Hi(L') = ([P]],= [I']). Si [P]] = 1, alors [Pj] = 1, car P[” = Pj. Puisque
[I’zePl’Pz’] = 1 dans L/, alors [I'] = 1, par suite H;(L’) = {1} ce qui est absurde.
Do Hi(L') = ([P]]). Si I' = vOp ou v € L'*, alors il existe ¢ € Ey, tel que
e\ = Nk, (7). par suite

(6)\,371'171'2) o <6)\,37T1772) —1
T N ™ 3 '

N

d’ou

Ainsi
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Puisque
().~ ()
T /3 T /3
alors
<)\,7T1> o <A77T2)
T )3 ™ /5
Donc,

qui implique

(7).~ (2),

c’est-a-dire que 3 serait reste cubique modulo p, contrairement a 1’hypothése. Par
conséquent, [I'] # 1.1l en résulte que H; (L") = ([P[]) = ([I']), donc [P{] = [I"’], od
s € {1,2}, par suite [P{2P2’] = l,car I'" = I'.Comme K| = k- L', alors P2 P,Ok, =
P> PjOk,, par suite [P2P;] capitule dans K. D’une part, on a [I] € ([Py],[Q]). alors
[I] = [PrQ"), ot a,b € {0,1,2}.

D’autre part, g n’est pas reste cubique modulo p mais 3p I’est modulo ¢, donc 7y est
inerte dans ko (/7) et m se décompose completement dans L. Par suite, P est inerte
dans K et Q se décompose completement dans K| = k(v/7) = k - L'. Comme

3

<)\2,771> B <—3j,7r> B (3,71') _
T /3 T 3 T /3 7

si bien que

et par la formule produit

AT
’ =1.
(%),

D’ol A se décompose complétement dans ko (+/7), par conséquent I se décompose
complétement dans K| = k(/7). Il en résulte que [I] = [Q’], i.e. a = 0. D’ou [I]
capitule dans K, puisque [Q] capitule dans K. Comme [I%°P; P,Q¢] = 1, alors [P} P;]
capitule dans K, par suite [P;] capitule dans K, car [P12P2] capitule dans K. D’ou
toutes les 3-classes de k capitulent dans K. [
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Exemples. Rappelons que 7 = (1+35)(—2—3j) = mym,oum = m =4 (mod \3).

(1) Prenonsp =7,g=5,onam = —5=4 (mod A\}) et mym5 =1 (mod \3), alors

r = 2. Puisque
3.53>
#1
(),

alors k1 = (k/ko)*, o k = Q(j, /n) avecn = 3-7-5 = 105. Comme 5 n’est pas reste
cubique modulo 7, alors d’apres le théoréme 6, 'unique type de capitulation possible
de H(k) dans K; (1 < i <4)est(0,0,0,0).

(2) Soit k = Q(j,/n) avecn =3-7-17 = 357.Sim = —17,on aura w = 1
(mod A\3). Comme 17 n’est pas reste cubique modulo 7, k; = (k/kg)*. De plus, comme
3 n’est pas non plus reste cubique modulo 7, alors d’apres le théoréme 7, 'unique type
de capitulation possible de H (k) dans K; (1 < i < 4)est (0,0,0,0).

(3) Soit k = Q(j,/n) avecn =3-67-17=3417.0narm = —17 =1 (mod \3).
Comme 17 n’est pas reste cubique modulo 67, k; = (k/ko)*. Mais cette fois-ci, 3 est
reste cubique modulo 67, d’ou d’apres le théoreme 7, les types de capitulation possibles
sont : (1,0,0,0) ou (0,0,0,0).

(4) Prenons p = 13 etq = 5,onap =4 (mod9) et 1 = —q = 4 (mod A\3).
Comme 13 = (4 +35)(1 — 35) = mymp avec 71 = 7 (mod \?), alors mym = 28 = 1
(mod A\3), donc r = 1. Puisque

3.5%
1
(w).”

alors k; = (k/ko)*, ot k est la cloture normale de I' = Q(v/3-13-5) = Q(v/195).
Par ailleurs, 5 est reste cubique modulo 13, donc les types de capitulation possibles de
H(k) dans K; (1 <4 <4)sont: (1,0,0,0) ou (0,0,0,0).

8. Cas oun = p°q¢® # +1 (mod 9) avec p = 4 ou 7 (mod 9). Ici e, € {1,2}.
Comme Q(vab?) = Q(v/a?b), a,b € N, nous pouvons supposer sans perte de généra-
lit¢ que e; = 1.

Puisque p = 1 (mod 3), alors p = 77, ol 7 et m sont des premiers de k tels que
] =metm =m =1 (mod 30,). Orn = pg® # £1 (mod 9), alors les premiers
de ko qui se ramifient dans k& sont m;O = Pf, i=1,2,q0;, = Q3 et N\Oy, = I’ (voir
[Del), ou Py, P, Q et I sont des idéaux premiers de k.

Proposition 12. Soit k = ko(\/n), on n = p®¢®> # £1 (mod 9) avec p = 4 ou 7
(mod 9) et 3||hr. Alors

(1) H(k) = ([P1], [2])-
(2) ki = k(/m1, J/m2).
3) K\ = k(y/mm), K = k(7). K = k(1) et Ky = k({/n2m)).

Preuve. Voir [Is] et [I-EIM]. O
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Théoreme 8. Sous les hypothéses de la proposition 12, on a :

(1) Toutes les 3-classes de k capitulent dans K, K3 et Ky.
(2) [P1P,] capitule dans K. Les seuls types de capitulation possibles sont :
(1,0,0,0) ou (0,0,0,0).

(3) Si <3> # 1, alors le seul type de capitulation possible est (0,0,0,0).
p

3
Preuve. (1)Ona K = k(y/m) =k - L,ou L = ko(y/m2).

Comme p = 4 ou 7 (mod 9), alors m # 1 (mod A?), par suite j n’est pas norme
dans L/ko ([Ge]) et les idéaux premiers de ko qui se ramifient dans L sont 7 et A ([He]).
D’ou [H(L)| = 1, ceci veut dire que 3 ne divise pas /. Comme 7, est reste cubique
modulo 7y, alors 71 se décompose complétement dans L. Soit w1 O, = Q) Q5 9%, ou 9,
i =1,2,3, sont des idéaux premiers de L. Puisque 7 se ramifie dans k, alors Q/, 9,
@/, sont des idéaux premiers de L qui se ramifient dans /. On pose () = Gal(K>/k)
et () = Gal(K,/L),ona |H ,(K>)| = 3,

32
[EL : EL NN,/ (K5)]

[Hip(K2)| =

et le reste de la démonstration se fait comme dans la partie (1) du théoreme 2.

(2) Comme ;0 = Pf,z’ = 1,2, alors P P,Ok, = y/mmOk,, d’ ot [P P capitule
dans K. Par conséquent les seuls types de capitulation possibles sont : (0,0,0,0) ou
(1,0,0,0).

(3) Supposons que 3 n’est pas reste cubique modulo p. Ona K| = k(y/mm) =k - L',
ou L' = ko(y/mim2) = ko(/p). Puisque p = 4 ou7 (mod 9), alors les idéaux premiers
de ko qui se ramifient dans L’ sont 7y, 7 et A (voir [Is] ou [De]). On désigne par
P/, P, I les idéaux premiers de L au-dessus de m, m, A. Or 1; # 1 (mod A?), alors
J n’est pas norme dans L’'/ko, par suite |H (L')| = 3 et Hi(L') = ([P[],[P;])- Si
I' =~yOp,ouy € L', alors il existe ¢ € Ey, tel que eA = N7y, (7). ce qui implique

que
(6)\,7T17T2> . (E/\,W]?Tg) —1
m 3 T 3 ’
(&m) <)\77ﬁ> _<€,7T2> (%m) 1
T )3\ T ), T )3\ T )/, ’
(), (5)
T ), ™ ),
()= (57)
™ 3 T 3'

Il vient donc que 3 est reste cubique modulo 7; et modulo 73, car A =3 J, ce qui
implique a son tour que 3 est reste cubique modulo p, contrairement a I’hypothese. Il en

par conséquent,

d’ou

et par suite
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résulte que H; (L) = ([I']). Comme [P]] € ([I']), alors [P[] = [I']°, ou s € {0, 1,2},
donc [P]] = [P}], car I'" = T, ainsi [P]*P}] = 1, or [P/P}] = 1, car P|P} =
JmmOrs, dou [P]] = 1, i.e. P est principal dans L. Puisque K| = k - L, alors
POk, = P|Ok,, ceci veut dire que [P;] capitule dans K. On a H(k) = ([P1], [P2]);
alors toutes les 3-classes de k capitulent dans K, par conséquent le seul type possible
est (0,0,0,0). O

Exemples. (1) Prenons p = 7 et ¢ = 2; g n’est pas reste cubique modulo p. Alors
pour k = Q(j,v/14) et kg = Q(j) on a ky = (k/ko)*. Puisque 3 n’est pas non plus
reste cubique modulo p, alors I’'unique type de capitulation possible de H (k) dans K;
(1<i<4)est(0,0,0,0).

(2) On considérep = 13 =4 (mod 9)etq = 11 = —1 (mod 3),ona 13-11% # +1
(mod 9) et 11 n’est pas reste cubique modulo 13. Alors ky = (k/kg)*, ou k estla cléture
normalede I' = Q(v/13 - 112) = Q(+/1573). Puisque 3 n’est pas non plus reste cubique
modulo 13, alors 1’unique type de capitulation possible de H (k) dans K; (1 < i < 4)
est (0,0,0,0).

(3) Pour n = 67 - 22 # 41 (mod 9), 2 n’est pas reste cubique modulo 67, donc
k1 = (k/ko)*. Cependant, 3 est reste cubique modulo 67. Donc les types de capitulation
possibles sont : (1,0,0,0) ou (0,0,0,0).

English extended abstract. Let I' = Q(y/n) be a pure cubic ﬁeld where n is a cube-
free natural integer, & = Q(+/n, j) its normal closure, j = e 5 ko = Q(4), ki the
3-Hilbert class field of k and (k/ko)* the genus field of k/ky. We suppose that the 3-class
group of k is of type (3, 3); then k; contains four extensions K;/k,7 = 1,2,3,4. Our
goal is to study the capitulation problem of the 3-ideal classes of kin K;, 7 = 1,2, 3,4,
when k; = (k/ko)*. To do that we distinguish between the forms of the integer.

In the following theorem, we note by u,,, where p is prime number = 1 (mod 3),
the index of the units subgroups of the subfields of ko(./p)/Q in the units group of

ko(/P)-

Theorem. Let p,qy, qx be primes number such that p = —q; = —q» = 1 (mod 3).
Then

(1) All 3-ideal classes of k become principal in K; where 2 < i < 4.
(2) If up = 1 and n have one of the following forms:
(i) n=3°p°, wherep=1 (mod 9) and e,e; € {1,2},
(i) n = p°q°, wherep=—q =1 (mod 9) and e, e € {1,2},
(iii) n =p°qi'qy> = £1 (mod 9), where p =1 (mod 9) and e, ey, e; € {1,2},
(iv) n = 3€pe]q62 # +1 (mod 9), wherep =1 (mod 9),e = 0,1,2 and e}, e, €
{1,2},
then all 3-ideal classes of k become principal in K.
(3) Letn = p°q['q5* = £1 (mod 9), wherep = 4or7 (mod 9) ande, ey, e, € {1,2},

@) If —q1 # 1 (mod \3), where A\ = 1 — j and <(;1> # 1, then all 3-ideal
3
classes of k become principal in K.
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@

() If —q1 = 1 (mod \?), where A\ = 1 — j and (
p

> # 1, then all 3-ideal
3

classes of k become principal in K.
(4) Let n = 3°p°1¢®> # +1 (mod 9), where p = 4 or 7 (mod 9), e = 0,1,2 and
er,ex € {1,2},
(i) Letq# 1 (mod \). We have:

(a)ife # 0 and < #1, then all 3-ideal classes of k become principal in K.

q
D/3
i 3

(b)ife=0and <p

> %1, then all 3-ideal classes of k become principal in K.

3
3

(i) Let ¢ # 1 (mod \*). We have that if (p) # 1, then all 3-ideal classes of k

3

become principal in K.

To illustrate these results, we give at the end of each case some examples.
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