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SUR LA CAPITULATION DES 3-CLASSES D’IDÉAUX DE LA
CLÔTURE NORMALE DE CERTAINS CORPS CUBIQUES PURS

M. C. ISMAILI ET R. EL MESAOUDI

RÉSUMÉ. Soient Γ = Q( 3
√
n) un corps cubique pur, où n est un entier naturel

sans facteur cubique, k = Q( 3
√
n, j) sa clôture normale, j = exp(2iπ/3) et k1 le

3-corps de classes de Hilbert de k. On suppose que le 3-groupe de classes de k est
de type (3, 3) ; alors k1 contient quatre extensions cubiques Ki/k, i = 1, 2, 3, 4.
Nous étudions le problème de la capitulation des 3-classes d’idéaux de k dans Ki,
i = 1, 2, 3, 4, lorsque k1 = (k/k0)∗, où (k/k0)∗ est le corps des genres relatif de
k/k0 et k0 le corps quadratique Q(j).

ABSTRACT. Let Γ = Q( 3
√
n) be a pure cubic field, where n is a cube-free natural

integer, k = Q( 3
√
n, j) its normal closure, j = exp(2iπ/3) and k1 the 3-Hilbert class

field of k. We suppose that the 3-class group of k is of type (3, 3); then k1 contains
four cubic extensionsKi/k, i = 1, 2, 3, 4. We study the capitulation problem of the
3-ideal classes of k in Ki, i = 1, 2, 3, 4, when k1 = (k/k0)∗, where (k/k0)∗ is the
genus field of k/k0 and k0 the quadratic field Q(j).

1. Introduction. Soient Γ = Q( 3
√
n) un corps cubique pur, où n est un entier sans

facteur cubique, k = Q( 3
√
n, j) sa clôture normale, j = exp(2iπ/3), k1 le 3-corps de

classes de Hilbert de k, k0 = Q(j), (k/k0)∗ le corps des genres de l’extension k/k0 et
nous imposons au 3-groupe des classes d’idéaux de k, notéH(k), d’être de type (3, 3).
Dans ce cas, k1 est de degré 9 sur k et Gal(k1/k) ' H(k) ' Z/3Z × Z/3Z. Par
conséquent, l’extension k1/k admet quatre extensions intermédiaires qu’on désignera
parK1,K2,K3 etK4. Le présent travail consiste à étudier le problème de la capitulation
des 3-classes d’idéaux dans les extensions cubiques cycliques Ki, i = 1, 2, 3, 4, de k
lorsque k1 = (k/k0)∗.

Nous adopterons les notations suivantes :
Γ = Q( 3

√
n) : un corps cubique pur, n ∈ N, où n est sans facteur cubique;

k = Q(j, 3
√
n) : la clôture normale de Γ, où j = exp(2iπ/3) ;

k0 = Q(j) = {x + yj | x, y ∈ Q} : le 3-ième corps cyclotomique;
Ok0 = {x + yj | x, y ∈ Z} : l’anneau des entiers de k0 ;
Ek0 = {±1,±j,±j2} : le groupe des unités de k0 ;
Gal(k/k0) = 〈σ〉, σ3 = id, σ( 3

√
n) = j 3

√
n et σ(j) = j ;
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Gal(k/Γ) = 〈τ〉, τ 2 = id, τ(j) = j2 et τ( 3
√
n) = 3

√
n ;

(k/k0)∗ : le corps des genres relatif de k/k0 ;
F : un corps de nombres;
A : un idéal fractionnaire de F ;
OF : l’anneau des entiers de F . ;
EF : le groupe des unités de F . ;
H(F ) : le 3-groupe des classes d’idéaux de F ;
F1 : le 3-corps de classes de Hilbert au sens ordinaire de F ;
hF : le nombre de classes de F ;
[A] : la classe de A dans le groupe des classes d’idéaux de F .

Dans tout ce qui suit, la lettre p désignera un nombre premier congru à 1 (mod 3) et
les lettres q et qi où i ∈ {1, 2} désigneront un nombre premier congru à −1 (mod 3).
Soit c ∈ Z. Le symbole (

c

p

)
3

= 1

signifie que c est reste cubique modulo p, i.e. la congruence X3 ≡ c (mod p) est
résoluble dans Z. Comme l’anneau des entiersOk0 est principal, hk0 = 1, nous écrirons
pour le symbole de reste normique cubique(

α, β

(π)

)
3

=
(
α, β

π

)
3

et
(
α

(π)

)
3

=
(α
π

)
3

lorsque α, β ∈ k∗0 et π est un entier premier de Ok0 .

2. Généralités. Soient L/M une extension cyclique de degré 3, de groupe de Galois
G = 〈ϕ〉, etR3 le 3-rang du 3-groupe de classes d’idéauxH(L). On pose v = 1+ϕ+ϕ2

et on définit la filtration des sous-groupes de H(L) par

Hi,ϕ(L) = Ker(ϕ− 1)i =
{

[A] ∈ H(L) | [A](ϕ−1)i
= 1

}
;

H1,ϕ(L) s’appelle le 3-groupe des classes ambigües. Lorsqu’il n’y a aucune confusion,
on note Hi,ϕ(L) par Hi(L).

Proposition 1. Si H(L)v = {1} alors on a la relation:

3R3 = |H1(L)| |H2(L)/H1(L)| .

Preuve. Il suffit de remplacer q par 1 et ` par 3 dans la proposition (4.2) de [Gr]. �

Proposition 2. On suppose que H(L)v 6= {1}. Soit m le plus petit entier tel que
Hm(L) = H(L), on posem = 2a+b, 0 ≤ b < 2. On suppose que |Hi+1(L)/Hi(L)| =
3 pour 0 ≤ i < m. Alors m ≥ 2 et de plus :

(i) si m < 3 alors H(L) ' (Z/32Z) ;
(ii) si m = 3 alors H(L) ' (Z/3Z)3 ou bien H(L) ' (Z/32Z)× (Z/3Z) ;

(iii) si m > 3 alors H(L) ' (Z/3a+1Z)b × (Z/3aZ)2−b.
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Preuve. Il suffit de remplacer ` par 3 dans la proposition (4.3) de [Gr]. �

Nous rappelons quelques résultats de la théorie des groupes dont nous aurons besoin.
Pour plus de détails, on peut consulter [Bl] ou [Hu].

Soit p un nombre premier. SoientG un p-groupe,a, b deux éléments deG etA,B deux
sous-groupes de G ; on note [A,B] = 〈[x, y]|x ∈ A, y ∈ B〉, où [a, b] = aba−1b−1.
On pose γ2(G) = [G,G] et par récurrence γi(G) = [Gi−1, G] pour i ≥ 3.

La série G ⊃ γ2(G) ⊃ · · · ⊃ γi(G) · · · s’appelle série centrale inférieure de G et
c’est une série stationnaire. Soitm le petit entier tel que γm(G) = 1 ; on appellem− 1
la classe de G.

Définition 1. (1) Soit m ∈ N tel que m ≥ 3. Tout p-groupe d’ordre pm et de classe
m − 1 est dit de classe maximale. (2) Soit G un p-groupe de classe m > 3, où
[γi−1(G) : γi(G)] = p (i = 1, . . . ,m). On définit γ1(G) par : γ1(G)/γ4(G) est le
centralisateur de γ2(G)/γ4(G) dans G/γ4(G).

Définition 2. Un groupe est dit métacyclique s’il existe un sous-groupe normal N de
G tel que N et G/N sont cycliques.

Les propositions suivantes sont démontrées dans [Bl] ou [Hu].

Proposition 3. Soit G un p-groupe de classe m − 1, où [γi−1(G) : γi(G)] = p
(i = 1, . . . ,m), alors γ1(G) est un p-groupe d’indice p dans G.

Proposition 4. Soit G un 3-groupe de classe maximale, alors [γ2(G), γ2(G)] = 1 et
γ1(G) est métacyclique.

Pour étudier le problème de la capitulation lorsqu’il s’agit d’un corps k = Q(j, 3
√
n),

où H(k) est de type (3, 3) et (k/k0)∗ = k1, nous devons différencier entre les quatre
formes possibles de l’entier n citées dans le théorème suivant (pour la démonstration et
plus de détails, voir [Is]).

Théorème 1. Soient p, q, q1 et q2 des premiers tels que p ≡ −q ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ 1
(mod 3). Soit k1 le 3-corps de classes de Hilbert du normalisé k = Q(j, 3

√
n) de

Γ = Q( 3
√
n), et soit (k/k0)

∗ le corps des genres relatif de k/k0. Alors k1 = (k/k0)
∗ si

et seulement si 3||hΓ, où hΓ est le nombre de classes de Γ = Q( 3
√
n), et n s’écrit sous

l’une des formes suivantes :

(i) n = 3epe1 avec p ≡ 1 (mod 9) et e, e1 ∈ {1, 2}.
(ii) n = qepe1 avec −q ≡ p ≡ 1 (mod 9) et e, e1 ∈ {1, 2}.

(iii) n = peqe1
1 q

e2
2 avec p ou −q1 ou −q2 ≡ 4 ou 7 (mod 9), n ≡ ±1 (mod 9) et

e, e1, e2 ∈ {1, 2}.
(iv) n = 3epe1qe2 avec p ou −q ≡ 4 ou 7 (mod 9), e = 0, 1 ou 2, e2, e1 ∈ {1, 2} et

n 6≡ ±1 (mod 9).

3. Cas où n = 3epe1 avec p ≡ 1 (mod 9). Soit k = Q(j, 3
√
n) la clôture normale

du corps cubique pur Γ = Q( 3
√
n), où n = 3epe1 avec p un premier ≡ 1 (mod 9),

e, e1 ∈ {1, 2} et 3||hΓ, ce qui est équivalent à dire que(
3
p

)
3
6= 1
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(voir [I-ElM]). Sans perte de généralité on peut supposer que e1 = 1.
Nous rappelons que dans ce cas Γ est de première espèce, car n = 3ep 6≡ ±1

(mod 9). On a p = π1π2, où π1 et π2 sont des premiers de k0 tels que π1 ≡ π2 ≡ 1
(mod 3Ok0) et π1 = πτ2 ; par suite les premiers de k0 qui se ramifient dans k sont π1, π2
et λ = 1− j.

Si P1, P2 et I désignent les idéaux premiers de k au-dessus respectivement de π1, π2
et λ, alors on a P 3

1 = π1Ok, P 3
2 = π2Ok et I3 = λOk. Comme πτ2 = π1, 3τ = 3, on

a P τ1 = P2, Iτ = I ; P1, P2 et I sont laissés fixes par σ, car πσi = πi, 3σ = 3. On a
H(k) = 〈[P1], [P2]〉 (voir [Is]).

La proposition suivante nous permet de déterminer explicitement les quatre exten-
sions cubiques de k intermédiaires de k1/k.

Proposition 5. Soit k = Q(j, 3
√
n) le normalisé du Γ = Q( 3

√
n), où n = 3epe1 , p

premier ≡ 1 (mod 9), e = e1 ∈ {1, 2} et 3 n’est pas reste cubique modulo p. Soient
π1 et π2 des premiers de k0 congrus à 1 (mod λ3) tels que p = π1π2. Alors

(1) k1 = (k/k0)∗ = k( 3
√
π1, 3

√
π2).

(2) K1 = k( 3
√
π1π2) = k( 3

√
p), K4 = k( 3

√
π1π2

2), K2 = k( 3
√
π2) et K3 = k( 3

√
π1).

Preuve. Voir [Is]. �

Proposition 6. Soient F/L une extension cyclique de degré premier `, F1 le `-corps de
classes de Hilbert deF etG le groupe de Galois deF1/L. Si le `-groupe de classes deF
est de type (`, `) alorsG est un `-groupe de classe maximalem et [γi−1(G) : γi(G)] = `
(i = 3, . . . ,m).

Preuve. Voir [H-S]. �

Lemme 1. Le 3-groupe de classes de k0( 3
√
π2) est trivial.

Preuve. Puisque p ≡ 1 (mod 9), alors π2 ≡ 1 (mod λ3), ainsi π2 est le seul idéal
premier de k0 qui se ramifie dans L := k0( 3

√
π2) (voir [He]). Par suite, d’après la

formule des classes ambigues (voir [Gr]), on a |H1(L)| = 1, d’où |H(L)| = 1. �

Lemme 2. Soient 〈ψ〉 = Gal(K2/k0( 3
√
π2)) et Q1 un idéal premier de K2 au-dessus

de P1. Si |H1,ψ(K2)| = 3 alors H1,ψ(K2) = 〈[Q1]〉.

Preuve. Comme (voir [Is]) (
π1

π2

)
3

=
(
π2

π1

)
3

= 1

alors π1 se décompose complètement dans L := k0( 3
√
π2). Soient Q′

1, Q′
2 et Q′

3
les idéaux premiers de L au-dessus de π1. Puisque π1 est ramifié dans k, alors les
Q′
i sont totalement ramifiés dans K2, car K2 = k · L. Soient Q1, Q2 et Q3 les

idéaux premiers de K2 au-dessus respectivement de Q′
1, Q′

2 et Q′
3, i.e. Q′

iOK2 = Q3
i

pour i = 1, 2, 3. Si [Qi] = 1, alors il existe γ ∈ K2 tel que Qi = γOK2 ; donc
NK2/L(Qi) = Q′

i = NK2/L(γ)OL, alors π1Ok0 = NK2/k0(γ)Ok0 . Puisque j est
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norme dans k/k0, car p ≡ 1 (mod 9) (voir [Ge]), alors π1 est norme dans k/k0. Il en
résulte que (

π1, 3π1π2

π1

)
3

= 1,

d’où (
π1, 3
π1

)
3

= 1

car (
π1, π1π2

π1

)
3

= 1 .

Ceci contredit le fait que 3 n’est pas reste cubique modulo p. Par conséquent, [Qi] 6= 1,
et comme |H1,ψ(K2)| = 3 et [Qi] 6= 1, alors H1,ψ(K2) = 〈[Qi]〉, i ∈ {1, 2, 3}. �

Soient p un nombre premier congru à 1 (mod 9) et K = k0( 3
√
p). On note par up

l’indice du sous-groupe de EK , engendré par les unités des corps intermédiaires de
K/Q, dans EK .

Définition 3. Soit [Aj ] un générateur du sous-groupe Hj de H(k) (1 ≤ j ≤ 4)
correspondant par la théorie du corps de classes au corps Kj . Soit 1 ≤ j ≤ 4 et soit
ij ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. On dira que la capitulation est de type (i1, i2, i3, i4) pour exprimer
le fait que lorsque ij = s pour un s ∈ {1, 2, 3, 4}, alors seulement la classe [As] et ses
puissances capitulent dans Kj . Si toutes les 3-classes capitulent dans Kj , nous posons
ij = 0.

Théorème 2. Sous les hypothèses de la proposition 5, on a :

(1) Toutes les 3-classes de k capitulent dans K2,K3, et K4.
(2) [P1P2] capitule dans K1. Les seuls types de capitulation possibles sont :

(0, 0, 0, 0) ou (1, 0, 0, 0).
(3) Si up = 1, alors toutes les 3-classes capitulent dans K1, i.e. l’unique type de

capitulation possible est (0, 0, 0, 0).

Preuve. (1) Puisque P 3
2 = π2Ok, alors P2OK2 = 3

√
π2OK2 , d’où [P2] capitule dans

K2. Dans la suite nous allons montrer que [P1] capitule dansK2. On aK2 = k( 3
√
π2) =

L( 3
√

3π1), où L = k0( 3
√
π2), on pose 〈ϕ〉 = Gal(K2/k) et 〈ψ〉 = Gal(K2/L). Si on

applique la formule des classes ambigües sur l’extension K2/L, on obtient

|H1,ψ(K2)| =
33

[EL : EL ∩NK2/L(K∗
2 )]

.

Comme dans ce cas on aH(K2)v
′
= {1}, où v′ = 1+ψ+ψ2, car le 3-groupe de classes

de k0( 3
√
π2) est trivial (lemme 1), alors d’après la proposition 1 on a

3R3 = |H1,ψ(K2)||H2,ψ(K2)/H1,ψ(K2)|,

où R3 est le 3-rang du 3-groupe de H(K2). Et de la suite exacte suivante

1 −→ H1,ψ(K2) −→ H2,ψ(K2) −→ H2,ψ(K2)ψ−1 −→ 1,
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on tire que |H2,ψ(K2)/H1,ψ(K2)| = |H2,ψ(K2)ψ−1|, d’où

3R3 = |H1,ψ(K2)||H2,ψ(K2)ψ−1|.

Appliquons maintenant la formule des classes ambigües par rapport à l’extensionK2/k,
on trouve que

|H1,ϕ(K2)| =
hk

3[Ek : Ek ∩NK2/k(K
∗
2 )]

=
3

[Ek : Ek ∩NK2/k(K
∗
2 )]
,

et comme k1/K2 est non ramifiée, alors 3|hK2 , d’où |H1,ϕ(K2)| = 3 (car sinon
(3, hK2) = 1).

Supposons que [P1] ne capitule pas dansK2. PuisqueP1 se décompose complètement
dans K2, alors H(K2)v 6= {1}, où v = 1 + ϕ + ϕ2, et comme |H1,ϕ(K2)| = 3, alors
|Hi+1,ϕ(K2)/Hi,ϕ(K2)| = 3 pour 0 ≤ i < m (m est le plus petit entier tel que
Hm(K2) = 1). Par suite, d’après la proposition 2, on a quatre possibilités pour la
structure de H(K2).

(i) Supposons qu’on a H(K2) ' (Z/32Z), i.e. m = 2 ; donc R3 = 1, par suite
3 = |H1,ψ(K2)| |Hψ−1

2,ψ (K2)|, d’où |H1,ψ(K2)| = 3 et |Hψ−1
2,ψ (K2)| = 1. Ainsi

H1,ψ(K2) = H2,ψ(K2), et par suite H1,ψ(K2) = H(K2) (voir [Gr]), i.e. 3||hK2 ,
ce qui est absurde, car hK2 = 9.

(ii) Supposons qu’on a m = 3 et H(K2) ' (Z/32Z)× (Z/3Z), donc R3 = 2, alors
|H1,ψ(K2)| |H2,ψ(K2)ψ−1| = 32, par conséquent, |H1,ψ(K2)| = 3 ou 32.
• Si |H1,ψ(K2)| = 3, alors |H2,ψ(K2)ψ−1| = 3, et comme H2,ψ(K2)ψ−1 ⊂

H1,ψ(K2), alors H2,ψ(K2)ψ−1 = H1,ψ(K2). Mais H1,ψ(K2) = 〈[Q1]〉 (par le
lemme 2), il existe donc une classe [A] deH2,ψ(K2) telle que [Aψ−1] = [Q1], i.e.
il existe α ∈ K∗

2 tel que Q1 = αAψ−1. Par suite NK2/L(Q1) = NK2/L(α)OL,
car NK2/L(Aψ−1) = 1, d’où NK2/k0(Q1) = π1Ok0 = NK2/k0(α)Ok0 ; donc π1
est norme dans k/k0, car j est norme dans k/k0 et K2 = k · L. Il en résulte que(

π1, 3π1π2

π1

)
3

= 1

puisque (
π1, π1π2

π1

)
3

= 1 .

Il s’ensuit que (
π1, 3
π1

)
3

= 1

i.e. 3 est reste cubique modulo π1, ce qui est équivalent à dire que 3 est reste
cubique modulo p, en contradiction avec l’hypothèse sur p.
• Si |H1,ψ(K2)| = 32, alors |Hψ−1

2,ψ (K2)| = 1, ainsi H1,ψ(K2) = H2,ψ(K2),
d’où H(K2) = H1,ψ(K2) et, par suite 32||hK2 , contradiction car 33||hK2 .

(iii) Supposons qu’on am > 3 etH(K2) ' (Z/3a+1Z)b×(Z/3aZ)2−b, oùm = 2a+b
et 0 ≤ b < 2. Dans ce cas, on a R3 = 2, donc 32 = |H1,ψ(K2)||Hψ−1

2,ψ (K2)|.
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• Si |H1,ψ(K2)| = 3, on montre, de la même façon que dans le cas oùm = 3 et
H(K2) ' Z/32Z× Z/3Z, que 3 est reste cubique modulo p, ce qui est absurde.
• Si |H1,ψ(K2)| = 32, alors |Hψ−1

2,ψ (K2)| = 1, donc H1,ψ(K2) = H2,ψ(K2),
i.e. H1,ψ(K2) = H(K2), d’où 32||hK2 , ce qui est absurde, car m > 3 implique
que 33|hK2 .

(iv) Supposons qu’on a H(K2) ' (Z/3Z)3. Dans ce cas, on a G = Gal(K(1)
2 /k)

est un 3-groupe d’ordre 34, où K(1)
2 est le 3-corps de classe de Hilbert de K2.

Puisque G/γ2(G) ' H(k) qui est de type (3, 3), alors d’après la proposition 6,
G est de classe maximale et la classe de G est 3, i.e. γ4(G) = 1, donc γ1(G)
est le centralisateur de γ2(G) dans G. Comme Gal(K(1)

2 /K2) est un groupe
abélien, alors Gal(K(1)

2 /K2) ⊂ γ1(G) ⊂ G. D’après la proposition 3, on a γ1(G)
est d’indice 3 dans G. Comme |H(K2)| = 33, alors γ1(G) = Gal(K(1)

2 /K2),
par suite d’après la proposition 4, γ1(G) = H(K2) est métacyclique, ce qui
est absurde car H(K2) est d’exposant 3. D’où [P1] capitule dans K2 et comme
H(k) = 〈[P1], [P2]〉, alors toutes les 3-classes de k capitulent dans K2.

D’après [Is] on a que i4 = 0 et que si i2 = 0, alors i3 = 0, d’où toutes les 3-classes
de k capitulent dans K4 et K3.

(2) Comme π1Ok = P 3
1 et π2Ok = P 3

2 , alors P1P2 = 3
√
π1π2OK1 ; d’où [P1P2]

capitule dansK1. Par conséquent, les types de capitulation possibles sont (0, 0, 0, 0) ou
(1, 0, 0, 0).

(3) Si up = 1, alors le groupe des unités de K = k0( 3
√
π1π2) est EK = 〈ε, εσ,−j〉,

où ε est l’unité fondamentale de Γ = Q( 3
√
p). Par suite j n’est pas norme d’une unité

de K, d’où |H1(K)/H1,s(K)| = 3 où H1,s(K) est le groupe des classes fortement
ambigües dans K/k0 (voir [Ge]). Puisque |H1(K)| = 3, alors |H1,s(K)| = 1. Comme
H1,s(K) = 〈[P ′

1], [P
′
2]〉, où P ′

1 et P ′
2 sont des idéaux premiers de K au-dessus de π1 et

π2, alors P ′
1 et P ′

2 sont principaux dans K. Puisque K1 = k( 3
√
π1π2) = K( 3

√
3), alors

PiOK1 = P ′
iOK1 , où i ∈ {1, 2}, d’où [P1] et [P2] capitulent dans K1. Ainsi, l’unique

type de capitulation possible est (0, 0, 0, 0). �

Exemples. Pour tous les premiers p ∈ {19, 37, 109, 127, 163, 181, 199}, on a : p ≡ 1
(mod 9) et 3 n’est pas reste cubique modulo p, d’où k1 = (k/k0)∗, où k est le normalisé
du corps cubique pur Γ = Q( 3

√
3ep), e ∈ {1, 2}. D’après le théorème 2, les types de

capitulation possibles de H(k) dans les extensions Ki (1 ≤ i ≤ 4) sont : (1, 0, 0, 0)
et (0, 0, 0, 0). Pour p = 19 ou 37, d’après [B-C] on a up = 1, alors l’unique type de
capitulation possible est (0, 0, 0, 0).

4. Cas où n = qepe1 avec p ≡ −q ≡ 1 (mod 9) et e, e1 ∈ {1, 2}. Soit k = Q(j, 3
√
n)

le normalisé du corps cubique pur Γ = Q( 3
√
n), où n = qepe1 et p, q sont des nombres

premiers tels que p ≡ −q ≡ 1 (mod 9), e, e1 ∈ {1, 2} et 3||hΓ, ce qui est équivalent à
dire que q n’est pas reste cubique modulo p.

Nous rappelons que dans ce cas Γ est de deuxième espèce, i.e. n ≡ ±1 (mod 9),
p = π1π2, où π1 et π2 sont des premiers de k0 tels que π1 ≡ π2 ≡ 1 (mod 3Ok0) et
π1 = πτ2 , par suite les premiers de k0 qui se ramifient dans k sont alors π1, π2 et q.
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Nous désignons, comme dans la section 3, par P1, P2 et Q les idéaux premiers de k
au-dessus de π1, π2 et q, i.e. P 3

1 = π1Ok, P 3
2 = π2Ok, et Q3 = qOk. On a P τ1 = P2,

Qτ = Qσ = Q et H(k) = 〈[P1], [P2]〉 (voir [Is]).
La proposition suivante (démontrée dans [Is]) nous permet de déterminer explicite-

ment les quatre extensions cubiques de k intermédiaires de k1/k.

Proposition 7. Soit k = Q(j, 3
√
n) le normalisé de Γ = Q( 3

√
n), où n = qepe1 , p et

q sont des nombres premiers tels que p ≡ −q ≡ 1 (mod 9), e, e1 ∈ {1, 2} et q n’est
pas reste cubique modulo p. Soient de plus π1 et π2 des premiers de k0 congrus à 1
(mod λ3) tels que p = π1π2. Alors

(1) k1 = (k/k0)∗ = k( 3
√
π1, 3

√
π2) ;

(2) K1 = k( 3
√
π1π2) = k( 3

√
p), K4 = k( 3

√
π1π2

2), K2 = k( 3
√
π1) et K3 = k( 3

√
π1).

Théorème 3. Sous les hypothèses de la proposition 7, on a :
(1) Toutes les 3-classes capitulent dans K2, K3 et K4.
(2) [P1P2] capitule dans K1. Les deux seuls types de capitulation possibles sont :

(0, 0, 0, 0) ou (1, 0, 0, 0).
(3) Si up = 1, alors toutes les 3-classes capitulent dans K1, i.e. l’unique type de

capitulation possible est (0, 0, 0, 0).

Preuve. Similaire à celle du théorème 2, il suffit de remplacer q par 3. �

Exemples. (1) Lorsque p = 19 et q = 17 ou 71, q n’est pas reste cubique modulo
p, d’où k1 = (k/k0)∗ où k est le normalisé de Γ = Q( 3

√
qepe1) avec e, e1 ∈ {1, 2}.

Puisque up = 1, alors d’après le théorème 3, l’unique type de capitulation possible de
H(k) dans les extensions Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).

(2) Soit k le normalisé du corps cubique pur Γ = Q( 3
√

17e · 37e1) où e, e1 ∈ {1, 2}.
Comme 17 n’est pas reste cubique modulo 37, k1 = (k/k0)∗. Puisque up = 1 (voir
[B-C]), alors l’unique type de capitulation possible de H(k) dans les extensions Ki

(1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).
(3) Soit k est le normalisé de Γ = Q( 3

√
17e · 127e1) avec e, e1 ∈ {1, 2}. Puisque 17

n’est pas reste cubique modulo 127, on a k1 = (k/k0)∗. Alors, d’après le théorème 3,
les types de capitulation possibles de H(k) dans les extensions Ki (1 ≤ i ≤ 4) sont :
(0, 0, 0, 0) ou (1, 0, 0, 0).

5. Cas où n = peqe1
1 q

e2
2 ou 3epe1qe2 avec p ≡ 1 (mod 9). Soit n = peqe1

1 q
e2
2 ≡ ±1

(mod 9), avec−q1 ou−q2 ≡ 4 ou 7 (mod 9), e, e1, e2 ∈ {1, 2} ou n = 3epe1qe2 6≡ ±1
(mod 9) avec−q ≡ 4 ou 7 (mod 9), e = 0, 1 ou 2, e1, e2 ∈ {1, 2}. Soit k = Q(j, 3

√
n)

le normalisé du corps cubique pur Γ = Q( 3
√
n) tel queH(k) est de type (3, 3) et 3||hΓ,

ce qui est équivalent à (
qe1

1 q
e2
2

p

)
3
6= 1 (1)

lorsque n = peqe1
1 q

e2
2 et à (

3eqe2

p

)
3
6= 1 (2)

lorsque n = 3epe1qe2 .
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Nous noterons par P1, P2, Q1, Q2, Q et I les idéaux premiers de k au-dessus
respectivement de π1, π2, q1, q2, q et λ si λ est ramifié dans k, avec p = π1π2 dans
k0. La proposition 8 ci-dessous est démontrée dans [Is] et [I-ElM]. Le théorème 4 se
démontre de la même manière que le théorème 2 en utilisant (1) ou (2), selon l’écriture
de n, pour prouver que π1 ne peut pas être norme dans k/k0. Les notations dans la
proposition et le théorème sont les mêmes que ci-dessus.

Proposition 8. (1) k1 = k( 3
√
π1, 3

√
π2).

(2)H(k) = 〈[P1], [P2]〉.
(3) K1 = k( 3

√
π1π2), K2 = k( 3

√
π2), K3 = k( 3

√
π1) et K4 = k( 3

√
π2

1 = π2).

Théorème 4. (1) Toutes les 3-classes capitulent dans K2, K3 et K4.
(2) [P1P2] capitule dansK1. Les seuls types de capitulation possibles sont (0, 0, 0, 0)

ou (1, 0, 0, 0).
(3) Si up = 1, alors toutes les 3-classes capitulent dans K1, i.e. l’unique type de

capitulation possible est (0, 0, 0, 0).

Exemples. (1) Si on considère p = 19, q = 2, q2 = 5, on a(
2 · 5
19

)
3
6= 1 et

(
22 · 52

19

)
3
6= 1 .

Soit k le normalisé de Γ = Q( 3
√

19 · 2 · 5) = Q( 3
√

190) ou Γ = Q( 3
√

19 · 22 · 52) =
Q( 3
√

1900), alors k1 = (k/k0)∗. D’après le théorème 4, l’unique type de capitulation
possible de H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0), car up = 1.

(2) Prenons p = 37, q1 = 5, q2 = 7 ; on a(
5 · 7
37

)
3
6= 1

et donc k1 = (k/k0)∗, où k est le normalisé de Γ = Q( 3
√

37 · 5 · 7) = Q( 3
√

1295).
Puisque up = 1(voir [B-C]), alors l’unique type de capitulation possible de H(k) dans
Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).

(3) Soient Γ = Q( 3
√

3 · 5 · 19) = Q( 3
√

285) et k sa clôture normale. Comme(
3 · 5
19

)
3
6= 1,

alors k1 = (k/k0)∗. D’où l’unique type de capitulation possible de H(k) dans Ki

(1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0), car up = 1.
(4) Si on considère p = 19, q = 5 et e = 0, alors on aura pq = 19 ·5 6≡ ±1 (mod 9)

et (
5

19

)
3
6= 1,

alors k1 = (k/k0)∗, où k est le normalisé de Γ = Q( 3
√

19 · 5) = Q( 3
√

95). D’où
l’unique type de capitulation possible de H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0), car
up = 1.
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(5) Soient Γ = Q( 3
√

109 · 2 · 5) = Q( 3
√

1090) et k sa clôture normale. Comme(
2 · 5
109

)
3
6= 1,

on a k1 = (k/k0)∗. D’où les types de capitulation possibles deH(k) dans Ki (1 ≤ i ≤
4) sont : (0, 0, 0, 0) ou (1, 0, 0, 0).

6. Cas oùn = peqe1
1 q

e2
2 ≡ ±1 (mod 9) avec p ≡ 4 ou 7 (mod 9). Ici e, e1, e2 ∈ {1, 2}

et sans perte de généralité on peut supposer que e = 1. Soient p = π1π2 (car p ≡ 1
(mod 3)), π3 = −q1 et π4 = −q2, où les πi sont des premiers de k0 congrus à 1
(mod 3Ok0). Alors k = k0( 3

√
x) où x = π1π2π

e1
3 π

e2
4 ≡ 1 (mod λ3), car n ≡ ±1

(mod 9).
Nous rappelons que les idéaux premiers qui se ramifient dans k/k0 sont P1, P2,Q1 et

Q2 où P 3
1 = π1Ok, P 3

2 = π2Ok, Q3
1 = π3Ok, et Q3

2 = π4Ok. Pour traiter le problème
de la capitulation dans ce cas, nous allons distinguer deux situations, selon que π3 6≡ 1
ou π3 ≡ 1 (mod λ3).

6.1. Cas où π3 6≡ 1 (mod λ3). On pose x1 = π1π
2
2 et x2 = π1π

r
3 , où r = 1 ou 2 est

choisi tel que x2 = π1π
r
3 ≡ 1 (mod λ3). Alors (voir [Is])

Proposition 9. (1) k1 = k( 3
√
x1, 3

√
x2).

(2) K1 = k( 3
√
πe1+r

3 πe2
4 ), K4 = k( 3

√
π2

1π2) et les deux autres extensions cubiques

de k permutées par τ sont k( 3
√
x2) = k( 3

√
π1πr3) et k( 3

√
π2πr3).

Lemme 3. Qe1+r
1 Qe2

2 est un idéal non principal dans k.

Preuve. Si Qe1+r
1 Qe2

2 = αOk avec α ∈ k∗, alors Nk/k0(Q
e1+r
1 Qe2

2 ) = Nk/k0(α)Ok0 ,
donc qe1+r

1 qe2
2 Ok0 = Nk/k0(α)Ok0 . Ainsi il existe ε ∈ Ek0 tel que εqe1+r

1 qe2
2 =

Nk/k0(α), d’où (
εqe1+r

1 qe2
2 , x

π1

)
3

=
(
εqe1+r

1 qe2
2 , x

π2

)
3

= 1

et d’après les propriétés du symbole de reste normique (voir [Ha] ou [I-ElM]), nous
obtenons que(

ε, π1

π1

)
3

=
(
qe1+r

1 qe2
2 , π1

π1

)
3

=
(
ε, π2

π2

)
3

(
qe1+r

1 qe2
2 , π2

π2

)
3

= 1,

d’où (
qe1+r

1 qe2
2

π1

)
3

=
(
qe1+r

1 qe2
2

π2

)
3

= 1

ce qui contredit le fait que (
qe1+r

1 qe2
2

p

)
3
6= 1 . �
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Lemme 4. Soit F = k0( 3
√
π1πr3). Le 3-groupe de classes de F est trivial.

Preuve. Comme π1π
r
3 ≡ 1 (mod λ3), alors λ est non ramifié dans F . Les seuls pre-

miers qui se ramifient dans F/k0 sont donc π1 et π3. D’après la formule des classes
ambigües, on a

|H1(F )| = 3
[Ek0 : Ek0 ∩NF/k0(F ∗)]

.

Comme p ≡ 4 ou 7 (mod 9), alors j n’est pas norme dans F/k0, ce qui signifie que
[Ek0 : Ek0 ∩NF/k0(F

∗)] = 3. D’où |H1(F )| = 1 et par suite, |H(F )| = 1. �

Théorème 5. Sous les hypothèses de la proposition 9, on a :

(1) Toutes les 3-classes capitulent dans K2,K3 et K4.
(2) [Qe1+r

1 Qe2
2 ] capitule dans K1 et les seuls types de capitulation possibles sont

(1, 0, 0, 0) et (0, 0, 0, 0).
(3) Si q1 n’est pas reste cubique modulo p, l’unique type de capitulation possible

est (0, 0, 0, 0).

Preuve. (1) Montrons que toutes les 3-classes capitulent dans K2 := k( 3
√
π1πr3). On a

K2 = k( 3
√
π1πr3) = F

(
3
√
π2π

2r+e1
3 πe2

4

)
où F = k0( 3

√
π1πr3). Soient P ′

1 et Q′
1 les idéaux premiers de F au-dessus de π1 et π3,

i.e. π1OF = P ′
1

3 et π3OF = Q′
1

3. Puisque |H(F )| = 1 (lemme 4), alors P ′
1 et Q′

1 sont
principaux dans F , et comme P1OK2 = P ′

1OK2 et Q1OK2 = Q′
1OK2 , car K2 = k · F ,

alors [P1] et [Q1] capitulent dans K2. D’après [I-ElM], on a(
π3

π1

)
3
6= 1 ou bien

(
π4

π1

)
3
6= 1 .

Dans le premier cas, toutes les 3-classes capitulent dans K2, car les deux classes [P1]
et [Q1] qui engendrent H(k) capitulent dans K2. Dans le second cas, deux sous-cas
surviennent selon que r = e1 ou r ≡ 2e1 (mod 3) :

(a) r = e1, alors on a

K2 = k( 3
√
π1πr3) = L( 3

√
π1π

e1
3 )

où L = k0( 3
√
π2π

e2
4 ). Puisque π1π2π

e1
3 π

e2
4 ≡ 1 (mod λ3) et π1π

e1
3 ≡ 1

(mod λ3), alors π2π
e2
4 ≡ 1 (mod λ3), d’où les seuls idéaux premiers qui se

ramifient dans k0( 3
√
π2π

e2
4 ) sont π2 et π4, par suite |H1(L)| = 1, d’où le 3-

groupe de classes de L est trivial.
Soit P ′

2 etQ′
4 les idéaux premiers de L au-dessus respectivement de π2 et π4.

D’une part, P ′
2 et Q′

2 sont principaux dans L car |H(L)| = 1, et d’autre part,
on a P2OK2 = P ′

2OK2 et Q2OK2 = Q′
2OK2 , alors [P2] et [Q2] capitulent dans

K2, d’où le résultat.
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(b) r ≡ 2e1 (mod 3). Alors on a

K2 = k( 3
√
π1πr3) = K( 3

√
π1πr3)

où K = k0( 3
√
π2

1π2π
e2
4 ). Or π1π2π

e1
3 π

e4
4 ≡ 1 et π1π

2e1
3 ≡ 1 (mod λ3), donc

π2
1π2π

3e1
3 πe2

4 ≡ 1 (mod λ3) ; d’où λ est non ramifié dansK, par suite les idéaux
premiers de k0 qui se ramifient dans K sont π1, π2 et π4. Ainsi, le nombre des
3-classes ambigües de K/k0 est

|H1(K)| = 32

[Ek0 : Ek0 ∩NK/k0(K∗)]

puisque π1 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est pas norme dansK/k0, d’où |H1(K)| =
3 et H1(K) = 〈[P ′′

1 ], [P ′′
2 ], [Q′′

2]〉, où P ′′
1 , P ′′

2 et Q′′
2 désignent respectivement

des idéaux premiers de K au-dessus de π1, π2 et π4. Comme [P1] capitule
dans K2, alors P ′′

1 devient principal dans K2, car P1OK2 = P ′′
1 OK2 . Puisque

|H1(K)| = 3, alors [P ′′
1 P

′′
2 ] = 1 ou [P ′′2

1P
′′
2 ] = 1, donc P ′′

2 = αP ′′
1
a dans K,

où α ∈ K∗ et a ∈ {0, 1, 2}, par suite P ′′
2 devient principal dans K2. Comme

P2OK2 = P ′′
2 OK2 , alors [P2] capitule dansK2. D’où [P1], [P2] et [Q1] capitulent

dans K2. Comme [P1P2Qe1
1 Q

e2
2 ] = 1 dans k, alors [Q2] capitule dans K2, d’où

toutes les 3-classes de k capitulent dans K2.
D’après [Is] on a i4 = 0 et si i2 = 0, alors i3 = 0, par conséquent, toutes les

3-classes de k capitulent dans K3 et K4.

(2) Puisque q1Ok = Q3
1 et q2Ok = Q3

2, alors

Qe1+r
1 Qe2

2 OK1 = 3
√
qe1+r

1 qe2
2 OK1 ;

par suite [Qe1+r
1 Qe2

2 ] capitule dansK1. Il en résulte que les types de capitulation possibles
sont : (1, 0, 0, 0) ou (0, 0, 0, 0).

(3) Pour la démonstration, nous allons distinguer deux cas :

(a) r = e1. On pose L = k0( 3
√
πe1+r

3 πe2
4 ), alors on a

K1 = k( 3
√
πe1+r

3 πe2
4 ) = k · L .

On note parQ′
1 etQ′

2 les idéaux premiers deL au-dessus de π3 et π4. Le nombre
des classes ambigües dans l’extension L/k0 est

|H1(L)| = 3
[Ek0 : Ek0 ∩NL/k0(L∗)]

.

Comme π3 6≡ ±1 (mod λ3), alors j n’est pas norme dans L/k0, donc [Ek0 :
Ek0 ∩ NL/k0(L

∗)] = 3 ; d’où |H1(L)| = 1, par suite (3, hL) = 1. Ainsi
Q′

1 et Q′
2 sont principaux dans L. D’autre part, on a Q1OK1 = Q′

1OK1 et
Q2OK1 = Q′

2OK1 , car K1 = k · L, d’où [Q1] et [Q2] capitulent dans K1.
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Soit maintenant F = k0( 3
√
π1π2π2r

3 ), alors

K1 = F ( 3
√
πe1+r

3 πe2
4 ) .

Soient P ′′
1 , P

′′
2 ,Q′′

1 les idéaux premiers de F respectivement au-dessus de π1, π2
et π3. Le nombre des classes ambigües dans l’extension F/k0 est |H1(F )| = 3.
Puisque (

π3

π1

)
3
6= 1,

car (
q1

p

)
3
6= 1,

on démontre comme dans le lemme 3 que Q′′
1 est non principal dans F , par

suite H1(F ) = 〈[Q′′
1 ]〉, d’où [P ′′

1 ] ∈ 〈[Q′′
1 ]〉, car [P ′′

1 ] est une classe ambigüe
dans F/k0. Ainsi il existe γ ∈ F ∗ tel que P ′′

1 = γQ′′
1
a, avec a = 0, 1 ou 2,

or P1OK1 = P ′′
1 OK1 et Q1OK1 = Q′′

1OK1 , alors P1OK1 = Q′′
1
a(γOK1) =

Qa
1(γOK1), d’où [P1] capitule dans K1, car [Q1] capitule dans K1. Comme

H(k) = 〈[P1], [Q1]〉, alors toutes les 3-classes de k capitulent dans K1.

(B) r 6= e1, i.e. r + e1 = 3. On observe d’abord que(
qe1+r

1 qe2
2

p

)
3
6= 1 ⇒

(
qe2

2
p

)
3
6= 1 ⇒

(
π4

π1

)
3
6= 1

et donc
H(k) = 〈[P1], [Q1]〉 = 〈[P1], [Q2]〉 .

Soit M = k0( 3
√
π4 ) et N = k0( 3

√
π1π2π

e1
3 ), alors on a

K1 = k( 3
√
π4 ) = M( 3

√
π1π2π

e1
3 ) = N( 3

√
π4 ) .

Soit Q′
2 l’idéal premier de M au-dessus de π4. Or π4OM = Q′

2
3 ; alors Q′

2 est
principal dans M et puisque Q2OK1 = Q′

2OK1 (car K1 = k ·M ), alors [Q2]
capitule dans K1. Comme(

π4

π1

)
3
6= 1 et

(
π1π2π

e1
3

π4

)
3

= 1,

alors π1 est inerte dans M et π4 se décompose complètement dans N , par
suite P1 est inerte dans K1 et Q2 se décompose complètement dans K1, car
K1 = M · k = N · k. Puisque [Q1] ∈ 〈[P1], [Q2]〉 et Q1 se décompose
complètement dans K1, alors [Q1] ∈ 〈[Q2]〉, d’où [Q1] capitule dans K1. Le
nombre des classes ambigües dans l’extension N/k0 est

|H1(N)| = 32

[Ek0 : Ek0 ∩NN/k0(N∗)]
.
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Or π1 6≡ 1 (mod λ3), alors [Ek0 : Ek0 ∩ NN/k0(N
∗)] = 3, d’où |H1(N)| = 3.

Finalement, on a (
π3

π1

)
3
6= 1,

et donc H1(N) = 〈[Q′′
1 ]〉. Par suite, [P ′′

1 ] ∈ 〈[Q′′
1 ]〉 car [P ′′

1 ] est une classe
ambigüe. Ainsi il existe γ ∈ N tel que P ′′

1 = γQ′′
1 . D’autre part, on a P1OK1 =

P ′′
1 OK1 = γQ′′

1OK1 , d’où [P1] capitule dans K1. CommeH(k) = 〈[P1], [Q1]〉,
toutes les 3-classes de k capitulent dans K1. �

6.2. Cas où π3 ≡ 1 (mod λ3). Posons x2 = π1π
r
4 , où r est choisi tel que x2 ≡ 1

(mod λ3). On a alors les mêmes résultats que pour le premier cas, il suffit de remplacer
π3 par π4, e1 par e2 et Q1 par Q2.

Exemples. (1) Prenons p = 13, q1 = 2, q2 = 5. On a 13 · 22 · 5 ≡ −1 (mod 9), p ≡ 4
(mod 9) et −q1 = π3 ≡ 7 (mod λ3). Notons que 13 = (4 + 3j)(1 − 3j) = π1π2, où
π1 ≡ π2 ≡ 7 (mod λ3) et π1π

2
3 ≡ 1 (mod λ3), i.e. r = 2. Puisque(

24 · 5
13

)
3
6= 1

alors k1 = (k/k0)∗ où k est le normalisé de Γ = Q( 3
√

13 · 22 · 5) = Q( 3
√

260). Comme
2 n’est pas reste cubique modulo 13, alors d’après le théorème 5, l’unique type de
capitulation possible de H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).

(2) Si on considère p = 7, q1 = 2, q3 = 11, on aura 7 = (1 + 3j)(−2− 3j) = π1π2,
π1 ≡ π2 ≡ 4 (mod λ3) et π3 = −q1 ≡ 7 (mod λ3), alors π1π3 ≡ 28 ≡ 1 (mod λ3),
i.e. r = 1. Comme (

22 · 11
7

)
3
6= 1

alors k1 = (k/k0)∗, où k = Q(j, 3
√
n) avec n = 7 · 2 · 11 = 154. Puisque 2 n’est pas

reste cubique modulo 7, alors l’unique type de capitulation possible de H(k) dans Ki

(1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).
(3) Prenons p = 13, q1 = 5, q2 = 11 et n = 13 · 5 · 112 ≡ −1 (mod 9). On a

13 = (4 + 3j)(1− 3j) = π1π2, où π1 ≡ π2 ≡ 7 (mod λ3) et π3 = −5 ≡ 4 (mod λ3),
donc π1π3 ≡ 28 ≡ 1 (mod λ3), par suite r = 1. Comme(

52 · 112

13

)
3
6= 1

alors k1 = (k/k0)∗. À noter que 5 est reste cubique modulo 13, d’où les types de
capitulation possibles sont : (1, 0, 0, 0) ou (0, 0, 0, 0).

Nous traitons le cas où n s’écrit sous la forme (iv) du théorème 1 avec p ≡ 4 ou 7
(mod 9) en deux étapes : e = 0 et e 6= 0.
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7. Cas où n = 3epe1qe2 avec p ≡ 4 ou 7 (mod 9). Ici e, e1, e2 ∈ {1, 2} et sans perte
de généralité on suppose que e1 = 1. Soit p = π1π2 et π = −q, où les πi et π sont
des premiers de k0 congrus à 1 (mod 3Ok0), alors k = k0( 3

√
x), où x = 3eπ1π2π

e2 .
Comme n = 3epe1qe2 6≡ ±1 (mod 9), alors les idéaux premiers qui se ramifient dans
k/k0 sont π1Ok = P 3

1 , π2Ok = P 3
2 , qOk = Q3 et λOk = I3 oùQ est un idéal premier

de k, 3Ok0 = λ2Ok0 et λ = 1− j.

7.1. Cas où π 6≡ 1 (mod λ3). On pose x1 = π1π
2
2 et x2 = π1π

r, où r = 1 ou 2 est
choisi tel que π1π

r ≡ 1 (mod λ3). Alors, comme démontré dans [Is], on a

Proposition 10. (1) k1 = k( 3
√
x1, 3

√
x2).

(2) K1 = k( 3
√
πe2+r3e), K4 = k( 3

√
π2

1π2) et les deux autres extensions cubiques de

k permutées par τ sont k( 3
√
π1πr) et k( 3

√
π2πr).

Lemme 5. Soient L′ = k0( 3
√

3eπ2
1π2) et P ′′

1 l’idéal premier de L′ au-dessus de π1. Si
3 n’est pas reste cubique modulo π1, alors H1(L′) = 〈[P ′′

1]〉.

Preuve. Les idéaux premiers de k0 qui se ramifient dans L′ sont π1, π2, λ = 1− j (voir
[He]). Puisque π1 6≡ 1 (mod λ3) (car p ≡ 4 ou 7 (mod 9)) alors j n’est pas norme dans
L′/k0 ([Ge]), par suite, d’après la formule des classes ambigües, on a |H1(L′)| = 3.

Si P ′′
1 = αOL′ où α ∈ L′∗, alors π1Ok0 = NL′/k0(α)Ok0 ; donc il existe ε ∈ Ek0

tel que επ1 = NL′/k0(α), par conséquent,(
επ1, π

2
1π23e

π1

)
3

=
(
επ1, π

2
1π23e

π2

)
3

= 1.

Par les propriétés du symbole de reste normique on obtient(
π1, 3
π1

)
3

= 1

ce qui voudrait dire que 3 est reste cubique modulo π1, contrairement à l’hypothèse.
D’où [P ′′

1] 6= 1. Comme [P ′′
1]3 = 1, car π1OL′ = P ′′3

1, alors H1(L′) = 〈[P ′′
1]〉. �

Théorème 6. Sous les hypothèses de la proposition 10, on a :
(1) Toutes les 3-classes capitulent dans K2,K3 et K4.
(2) [Qe2+rI2e] capitule dans K1. Les seuls types de capitulation possibles sont :

(0, 0, 0, 0) ou (1, 0, 0, 0).
(3) Si q n’est pas reste cubique modulo p, alors l’unique type de capitulation

possible est (0, 0, 0, 0).

Preuve. Rappelons d’abord que, d’après [I-ElM], on a(
3eqe2+r

p

)
3
6= 1

et par suite (
π

π1

)
3
6= 1 ou bien

(
3
π1

)
3
6= 1 .
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Dans le premier cas, on a H(k) = 〈[P1], [Q]〉, tandis que dans le second on a plutôt
H(k) = 〈[P1], [I]〉.

(1) Montrons que toutes les 3-classes capitulent dans K := k
(

3
√
π1πr

)
. On a K =

L
(

3
√

3eπ1π2πe2
)
, où L = k0

(
3
√
π1πr

)
. Soient P ′

1 et Q′ les idéaux premiers de L
au-dessus respectivement de π1 et q dans L. Comme π 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est
pas norme dans L/k0, donc [Ek0 : Ek0 ∩ NL/k0(L

∗)] = 3, par suite |H1(L)| = 1,
d’où |H(L)| = 1. Ainsi P ′

1 et Q′ sont principaux dans L. Si π n’est pas reste cubique
modulo π1, alors H(k) = 〈[P1], [Q]〉, comme P1OK = P ′

1OK et QOK = Q′OK , car
K = k · L, alors les 3-classes [P1] et [Q] capitulent dans K, ainsi toutes les 3-classes
de k capitulent dans K.

(2) Supposons que 3 n’est pas reste cubique modulo π1, dans ce cas nous allons
distinguer deux situations : r = e2 ou r ≡ 2e2 (mod 3).

• r = e2 : dans ce cas, on a

K = k
(

3
√
π1πe2

)
= F

(
3
√
π1πe2

)
où F = k0

(
3
√

3eπ2

)
.

Comme π2 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est pas norme dans F/k0, c’est-à-dire
[Ek0 : Ek0 ∩NF/k0(F

∗)] = 3, d’où |H1(F )| = 1, ainsi |H(F )| = 1. Soient P ′
2

et I ′ les idéaux premiers de F au-dessus respectivement de π2 et λ, d’une part,
puisque |H(F )| = 1, alors P ′

2 et I ′ sont principaux dans F , d’autre part on a
P ′

2OK = P2OK et IOK = I ′OK , par suite les 3-classes [P1] et [I] capitulent
dans k

(
3
√
π1πr

)
. Puisque H(k) = 〈[P1], [I]〉 alors toutes les 3-classes de k

capitulent dans K.
• r ≡ 2e2 (mod 3) : dans ce cas, on a plutôt

K = k
(

3
√
π1π2e2

)
= L′

(
3
√
π1π2e2

)
où L′ = k0

(
3
√
π2

1π23e
)
.

Puisque π1 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est pas norme dans L′/k0, par suite
|H1(L′)| = 3. Soient P ′′

1 , P ′′
2 et I ′′ les idéaux premiers de L′ au-dessus re-

spectivement de π1, π2 et λ. Comme 3 n’est pas reste cubique modulo p,
alors H1(L′) = 〈[P ′′

1 ]〉 (Lemme 5). D’une part on a [P1] capitule dans K,
or P1OK = P ′′

1 OK ; donc P ′′
1 devient principal dans K, d’autre part on a

[I ′′] ∈ 〈[P ′′
1 ]〉, alors I ′′ devient principal dans K, par conséquent [I] capitule

dansK, car IOK = I ′′OK , par suite toutes les 3-classes de k capitulent dansK.

D’après [Is] on a i4 = 0 et si i2 = 0 alors i3 = 0, d’où toutes les 3-classes de k
capitulent dans K4 et k( 3

√
π2πr).

(3) La démonstration est la même que celle du théorème 5, il suffit de remplacer π1 par
π et π2 par 3. �

7.2. Cas où π ≡ 1 (mod λ3). Posons x1 = π et x2 = π1π
2
2 . Dans ce cas, dire que q

n’est pas reste cubique modulo p est équivalent à dire que 3||hΓ (voir [I-ElM]).
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Proposition 11. (1) k1 = k( 3
√
x1, 3

√
x2).

(2) K1 = k( 3
√
π), K4 = k( 3

√
π1π2

2) et k( 3
√
ππ1π2

2) et k( 3
√
ππ2

1π2) sont les deux
autres extensions cubiques de k permutées par τ .

(3)H(k) = 〈[P1], [Q]〉.

Preuve. Pour (1) et (2) voir [Is] et pour (3) voir [I-ElM]. �

Lemme 6. Les idéaux P ′
1, P

′
2,Q′ sont non principaux dans L := k0( 3

√
ππ2

1π2).

Preuve. Si P ′
1 = γOL avec γ ∈ L∗, alors π1Ok0 = NL/k0(γ)Ok0 ; il existe donc

ε ∈ Ek0 tel que επ1 = NL/k0(γ), d’où(
επ1, ππ

2
1π2

π1

)
3

=
(
επ2, ππ

2
1π2

π2

)
3

= 1

si bien que (
ε, π2

1
π1

)
3

(
π1, π

π1

)
3

=
(
ε, π2

π1

)
3

= 1 .

Par conséquent, on a (
π1, π

π1

)
3

= 1

c’esy-à-dire (
q

p

)
3

= 1,

ce qui est absurde. D’où P ′
1 est non principal dans L. On démontre de la même manière

que P ′
2 et Q′ sont non principaux dans L (il suffit de remplacer π1 par π2 ou π). �

Dans le théorème suivant on note K2 := k( 3
√
ππ2

1π2) et K3 := k( 3
√
ππ1π2

2).

Théorème 7. Sous les hypothèses de la proposition 11, on a :

(1) Toutes les 3-classes de k capitulent dans K2,K3,K4.
(2) [Q] capitule dansK1 et les seuls types de capitulation possibles sont : (0, 0, 0, 0)

ou (1, 0, 0, 0).
(3) Si 3 n’est pas reste cubique modulo p, alors l’unique type de capitulation

possible est (0, 0, 0, 0).

Preuve. (1) Montrons que toutes les 3-classes de k capitulent dans K2. On pose

L = k0( 3
√
ππ2

1π2) .

Comme ππ2
1π2 ≡ 1 (mod λ3), alors les idéaux premiers de k0 qui se ramifient dans

L sont π1, π2 et π. Nous noterons P ′
1, P ′

2, Q′ les idéaux premiers de L au-dessus de
π1, π2, π. Comme π1 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est pas norme dans L/k0, par suite
|H1(L)| = 3 et H1(L) = 〈[P ′

1]〉 = 〈[P ′
2]〉 = 〈[Q′]〉, car P ′

1, P ′
2, Q′ sont non principaux
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dans L et [P ′
1

3] = [P ′
2

3] = [Q′3] = 1 (lemme 6). D’une part on a [P ′
1] ∈ 〈[P ′

2]〉, alors
[P ′

1P
′
2] = 1, car sinon [P ′

1
2P ′

2] = 1 et comme

Q′P ′
1

2
P ′

2 = 3
√
ππ2

1π2OL

alors [Q′] = 1, ce qui est absurde (lemme 6). D’autre part on a [Q′] ∈ 〈[P ′
1]〉, alors

[P ′
1Q′] = 1, car sinon [P ′

1
2Q′] = 1, et comme Q′P ′

1
2P ′

2 est principal dans L, donc
[P ′

2] = 1, ce qui est absurde (lemme 6). PuisqueK2 = k·L, alorsP1P2OK2 = P ′
1P

′
2OK2

et P1QOK2 = P ′
1Q′OK1 , d’où [P1P2] et [P1Q] capitulent dans K1, car P ′

1P
′
2 et P ′

1Q′

sont principaux dans L.

On pose F = k0( 3
√

3eπe2+1π2
2), alors on a K2 = F · k. On montre maintenant que

toutes les 3-classes de k capitulent dans K2 peu importe la valeur de e2 :
• si e2 = 2, alors les idéaux premiers de k0 qui se ramifient dans F sont λ et π2,

par suite

|H1(F )| = 3
[Ek0 : Ek0 ∩NF/k0(F ∗)]

.

Comme π2 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est pas norme dans F/k0, c’est-à-dire
[Ek0 : Ek0 ∩NF/k0(F

∗)] = 3, d’où |H1(F )| = 1. Ainsi, le 3-groupe des classes
de F est trivial, par conséquent l’idéal premier P ′′

2 qui est au-dessus de π2 est
principal dans F . Puisque K2 = F · k, alors P2OK2 = P ′′

2 OK2 , donc [P2]
capitule dans K2, or [P1P2] capitule dans K2, alors [P1] capitule dans K2. On
sait déjà que [P1Q] capitule dans K2, par suite [Q] capitule dans K2. D’où
toutes les 3-classes de k capitulent dans K2, car H(k) = 〈[P1], [Q]〉.

• si e2 = 1, i.e. 3 ne divise pas e2 + 1, alors les idéaux premiers de F qui se
ramifient dans K2 sont λ, π et π2. On désigne par P ′′

2 , Q′′ les idéaux premiers
de F au-dessus de π2 et π. Puisque π2 6≡ 1 (mod λ3), alors j n’est pas norme
dans F/k0, d’où |H1(F )| = 3 et H1(F ) = 〈[P ′′

2 ], [Q′′]〉. D’où [P ′′
2 Q′′] = 1 ou

[P ′′2
2Q′′] = 1. À noter que Q′′ est non principal, car si [Q′′] = 1, alors il existe

γ ∈ F tel que Q′′ = γOF ; donc επ = NF/k0(γ), où ε ∈ Ek0 , par suite(
επ, 3eπ2π2

2
π

)
3

= 1 .

En utilisant les propriétés du symbole de reste normique on obtient :(
ε, π2

π

)
3

(
π, π2

2
π

)
3

= 1 .

Comme π ≡ 1 (mod λ3), alors(ε, π
π

)
3

=
( ε
π

)
3

= 1

d’où (π, π2

π

)2

3
= 1 .
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Ainsi (π, π2

π

)
3

= 1 ⇒
(π2

π

)
3

= 1 ⇒
(
π

π2

)
3

= 1

ce qui est absurde car q n’est pas reste cubique modulo p. On en déduit que
[Q′′] = 1. Maintenant, si [P ′′2

2Q′′] = 1, alors il existe γ ∈ F tel que P ′′2
2Q′′ =

γOF ; donc επ2
2π = NF/k0(γ), où ε ∈ Ek0 , par suite(

επ2
2π, 3

eπ2π2
2

π

)
3

= 1 .

En utilisant les propriétés du symbole de reste normique, on obtient :(ε, π
π

)
3

(
π2

2, π
2

π

)
3

(
π, π2

2
π

)
3

= 1 .

Comme π ≡ 1 (mod λ3), alors(ε, π
π

)
3

=
( ε
π

)
3

= 1,

d’où (π2, π

π

)
3

(π, π2

π

)2

3
= 1 .

Ainsi (π, π2

π

)
3

= 1 ⇒
(π2

π

)
3

= 1 ⇒
(
π

π2

)
3

= 1

ce qui est absurde car car q n’est pas reste cubique modulo p. On en déduit
que [P ′′

2 Q′′] = 1. Puisque K2 = F · k, alors P2QOK2 = P ′′
2 Q′′OK2 ; donc

[P2Q] capitule dans K2 et comme P ′
1

2P ′
2Q est principal dans L, alors [P 2

1P2Q]
capitule dansK2, car P 2

1P2QOK2 = P ′
1

2P ′
2Q′OK2 , d’où [P1] capitule dansK2.

On sait déjà que [P1Q] capitule dans K2, par conséquent toutes les 3-classes de
k capitulent dans K2, puisque H(k) = 〈[P1], [Q]〉.

D’après [Is],on a i4 = 0 et si i2 = 0, alors i3 = 0, d’où toutes les 3-classes de k
capitulent dans K3 et K4.

(2) On a πOk = Q3, donc QOK1 = 3
√
πOK1 , car K1 = k( 3

√
π), par suite [Q] capitule

dansK1. D’où d’après (1), les seuls types de capitulation possibles sont : (1, 0, 0, 0) ou
(0, 0, 0, 0).

(3) Supposons que 3 n’est pas reste cubique modulo p. On a K1 = k · L′, où L′ =
k0( 3
√

3eπ1π2). Soient P ′
1, P ′

2, I ′ les idéaux premiers de L′ au-dessus de π1, π2, λ.
Comme p ≡ 4 ou 7 (mod 9), alors [Ek0 : Ek0 ∩ NL′/k0(L

′)] = 3, donc |H1(L′)| = 3
et H1(L′) = 〈[P ′

1],= [I ′]〉. Si [P ′
1] = 1, alors [P ′

2] = 1, car P ′
1
τ = P ′

2. Puisque
[I ′2eP ′

1P
′
2] = 1 dans L′, alors [I ′] = 1, par suite H1(L′) = {1} ce qui est absurde.

D’où H1(L′) = 〈[P ′
1]〉. Si I ′ = γOL′ où γ ∈ L′∗, alors il existe ε ∈ Ek0 tel que

ελ = NL/k0(γ), par suite(
ελ, 3π1π2

π1

)
3

=
(
ελ, 3π1π2

π2

)
3

= 1 .
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Puisque (
ε, π1

π1

)
3

=
(
ε, π2

π2

)
3

alors (
λ, π1

π1

)
3

=
(
λ, π2

π2

)
3
.

Donc, (
−3j, π1

π1

)
3

=
(
−3j, π2

π2

)
3

qui implique (
3
π1

)
3

=
(

3
π2

)
3

= 1

c’est-à-dire que 3 serait reste cubique modulo p, contrairement à l’hypothèse. Par
conséquent, [I ′] 6= 1. Il en résulte que H1(L′) = 〈[P ′

1]〉 = 〈[I ′]〉, donc [P ′
1] = [I ′s], où

s ∈ {1, 2}, par suite [P ′
1

2P ′
2] = 1, car I ′τ = I ′. CommeK1 = k ·L′, alors P 2

1P2OK1 =
P ′

1
2P ′

2OK1 , par suite [P 2
1P2] capitule dans K1. D’une part, on a [I] ∈ 〈[P1], [Q]〉, alors

[I] = [P a1 Qb], où a, b ∈ {0, 1, 2}.
D’autre part, q n’est pas reste cubique modulo p mais 3p l’est modulo q, donc π1 est

inerte dans k0( 3
√
π) et π se décompose complètement dans L′. Par suite, P1 est inerte

dans K1 et Q se décompose complètement dans K1 = k( 3
√
π) = k · L′. Comme(

j, π

π

)
3

= 1

car π ≡ 1 (mod λ3), on a(
λ2, π1

π1

)
3

=
(
−3j, π
π

)
3

=
(

3, π
π

)
3

= 1,

si bien que (
λ, π

π

)
3

= 1

et par la formule produit (
λ, π

λ

)
3

= 1 .

D’où λ se décompose complètement dans k0( 3
√
π), par conséquent I se décompose

complètement dans K1 = k( 3
√
π). Il en résulte que [I] = [Qb], i.e. a = 0. D’où [I]

capitule dansK1, puisque [Q] capitule dansK1. Comme [I2eP1P2Qe] = 1, alors [P1P2]
capitule dans K1, par suite [P1] capitule dans K1, car [P 2

1P2] capitule dans K1. D’où
toutes les 3-classes de k capitulent dans K1. �



M. C. Ismaili et R. El Mesaoudi 69

Exemples. Rappelons que 7 = (1+3j)(−2−3j) = π1π2, où π1 ≡ π2 ≡ 4 (mod λ3).

(1) Prenons p = 7, q = 5, on a π = −5 ≡ 4 (mod λ3) et π1π
2
2 ≡ 1 (mod λ3), alors

r = 2. Puisque (
3 · 53

7

)
3
6= 1

alors k1 = (k/k0)∗, où k = Q(j, 3
√
n) avec n = 3 ·7 ·5 = 105. Comme 5 n’est pas reste

cubique modulo 7, alors d’après le théorème 6, l’unique type de capitulation possible
de H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).

(2) Soit k = Q(j, 3
√
n) avec n = 3 · 7 · 17 = 357. Si π = −17, on aura π ≡ 1

(mod λ3). Comme 17 n’est pas reste cubique modulo 7, k1 = (k/k0)∗. De plus, comme
3 n’est pas non plus reste cubique modulo 7, alors d’après le théorème 7, l’unique type
de capitulation possible de H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).

(3) Soit k = Q(j, 3
√
n) avec n = 3 · 67 · 17 = 3417. On a π = −17 ≡ 1 (mod λ3).

Comme 17 n’est pas reste cubique modulo 67, k1 = (k/k0)∗. Mais cette fois-ci, 3 est
reste cubique modulo 67, d’où d’après le théorème 7, les types de capitulation possibles
sont : (1, 0, 0, 0) ou (0, 0, 0, 0).

(4) Prenons p = 13 et q = 5, on a p ≡ 4 (mod 9) et π = −q ≡ 4 (mod λ3).
Comme 13 = (4 + 3j)(1 − 3j) = π1π2 avec π1 ≡ 7 (mod λ3), alors π1π ≡ 28 ≡ 1
(mod λ3), donc r = 1. Puisque (

3 · 52

13

)
3
6= 1

alors k1 = (k/k0)∗, où k est la clôture normale de Γ = Q( 3
√

3 · 13 · 5) = Q( 3
√

195).
Par ailleurs, 5 est reste cubique modulo 13, donc les types de capitulation possibles de
H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4) sont : (1, 0, 0, 0) ou (0, 0, 0, 0).

8. Cas où n = pe1qe2 6≡ ±1 (mod 9) avec p ≡ 4 ou 7 (mod 9). Ici e2 ∈ {1, 2}.
Comme Q( 3

√
ab2) = Q( 3

√
a2b), a, b ∈ N, nous pouvons supposer sans perte de généra-

lité que e1 = 1.
Puisque p ≡ 1 (mod 3), alors p = π1π2 où π1 et π2 sont des premiers de k0 tels que

πτ1 = π2 et π1 ≡ π2 ≡ 1 (mod 3Ok0). Or n = pqe2 6≡ ±1 (mod 9), alors les premiers
de k0 qui se ramifient dans k sont πiOk = P 3

i , i = 1, 2, qOk = Q3 et λOk = I3 (voir
[De]), où P1, P2,Q et I sont des idéaux premiers de k.

Proposition 12. Soit k = k0( 3
√
n), où n = pe1qe2 6≡ ±1 (mod 9) avec p ≡ 4 ou 7

(mod 9) et 3||hΓ. Alors

(1) H(k) = 〈[P1], [P2]〉.
(2) k1 = k( 3

√
π1, 3

√
π2).

(3) K1 = k( 3
√
π1π2), K2 = k( 3

√
π2), K3 = k( 3

√
π1) et K4 = k( 3

√
π2

1π2).

Preuve. Voir [Is] et [I-ElM]. �
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Théorème 8. Sous les hypothèses de la proposition 12, on a :
(1) Toutes les 3-classes de k capitulent dans K2,K3 et K4.
(2) [P1P2] capitule dans K1. Les seuls types de capitulation possibles sont :

(1, 0, 0, 0) ou (0, 0, 0, 0).

(3) Si
(

3
p

)
3
6= 1, alors le seul type de capitulation possible est (0, 0, 0, 0).

Preuve. (1) On a K2 = k( 3
√
π2) = k · L, où L = k0( 3

√
π2).

Comme p ≡ 4 ou 7 (mod 9), alors π2 6≡ 1 (mod λ3), par suite j n’est pas norme
dansL/k0 ([Ge]) et les idéaux premiers de k0 qui se ramifient dansL sont π2 et λ ([He]).
D’où |H1(L)| = 1, ceci veut dire que 3 ne divise pas hL. Comme π2 est reste cubique
moduloπ1, alorsπ1 se décompose complètement dansL. Soitπ1OL = Q′

1Q′
2Q′

3, oùQ′
i,

i = 1, 2, 3, sont des idéaux premiers de L. Puisque π1 se ramifie dans k, alors Q′
1, Q′

2,
Q′

3 sont des idéaux premiers de L qui se ramifient dansK2. On pose 〈ϕ〉 = Gal(K2/k)
et 〈ψ〉 = Gal(K2/L), on a |H1,ϕ(K2)| = 3,

|H1,ψ(K2)| =
32

[EL : EL ∩NK2/L(K∗
2 )]

et le reste de la démonstration se fait comme dans la partie (1) du théorème 2.

(2) Comme πiOk = P 3
i , i = 1, 2, alors P1P2OK1 = 3

√
π1π2OK1 , d’où [P1P2] capitule

dans K1. Par conséquent les seuls types de capitulation possibles sont : (0, 0, 0, 0) ou
(1, 0, 0, 0).

(3) Supposons que 3 n’est pas reste cubique modulo p. On a K1 = k( 3
√
π1π2) = k ·L′,

oùL′ = k0( 3
√
π1π2) = k0( 3

√
p). Puisque p ≡ 4 ou 7 (mod 9), alors les idéaux premiers

de k0 qui se ramifient dans L′ sont π1, π2 et λ (voir [Is] ou [De]). On désigne par
P ′

1, P
′
2, I

′ les idéaux premiers de L′ au-dessus de π1, π2, λ. Or π1 6≡ 1 (mod λ3), alors
j n’est pas norme dans L′/k0, par suite |H1(L′)| = 3 et H1(L′) = 〈[P ′

1], [P
′
2]〉. Si

I ′ = γOL′ , où γ ∈ L′∗, alors il existe ε ∈ Ek0 tel que ελ = NL′/k0(γ), ce qui implique
que (

ελ, π1π2

π1

)
3

=
(
ελ, π1π2

π2

)
3

= 1,

par conséquent, (
ε, π1

π1

)
3

(
λ, π1

π1

)
3

=
(
ε, π2

π2

)
3

(
λ, π2

π2

)
3

= 1,

d’où (
λ, π1

π1

)
3

=
(
λ, π2

π2

)
3

et par suite (
λ2, π1

π1

)
3

=
(
λ2, π2

π2

)
3
.

Il vient donc que 3 est reste cubique modulo π1 et modulo π2, car λ2 = −3j, ce qui
implique à son tour que 3 est reste cubique modulo p, contrairement à l’hypothèse. Il en
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résulte que H1(L′) = 〈[I ′]〉. Comme [P ′
1] ∈ 〈[I ′]〉, alors [P ′

1] = [I ′]s, où s ∈ {0, 1, 2},
donc [P ′

1] = [P ′
2], car I ′τ = I ′, ainsi [P ′

1
2P ′

2] = 1, or [P ′
1P

′
2] = 1, car P ′

1P
′
2 =

3
√
π1π2OL′ , d’où [P ′

1] = 1, i.e. P ′
1 est principal dans L′. Puisque K1 = k · L, alors

P1OK1 = P ′
1OK1 , ceci veut dire que [P1] capitule dans K1. On a H(k) = 〈[P1], [P2]〉;

alors toutes les 3-classes de k capitulent dans K1, par conséquent le seul type possible
est (0, 0, 0, 0). �

Exemples. (1) Prenons p = 7 et q = 2; q n’est pas reste cubique modulo p. Alors
pour k = Q(j, 3

√
14) et k0 = Q(j) on a k1 = (k/k0)∗. Puisque 3 n’est pas non plus

reste cubique modulo p, alors l’unique type de capitulation possible de H(k) dans Ki

(1 ≤ i ≤ 4) est (0, 0, 0, 0).
(2) On considère p = 13 ≡ 4 (mod 9) et q = 11 ≡ −1 (mod 3), on a 13 ·112 6≡ ±1

(mod 9) et 11 n’est pas reste cubique modulo 13. Alors k1 = (k/k0)∗, où k est la clôture
normale de Γ = Q( 3

√
13 · 112) = Q( 3

√
1573). Puisque 3 n’est pas non plus reste cubique

modulo 13, alors l’unique type de capitulation possible de H(k) dans Ki (1 ≤ i ≤ 4)
est (0, 0, 0, 0).

(3) Pour n = 67 · 22 6≡ ±1 (mod 9), 2 n’est pas reste cubique modulo 67, donc
k1 = (k/k0)∗. Cependant, 3 est reste cubique modulo 67. Donc les types de capitulation
possibles sont : (1, 0, 0, 0) ou (0, 0, 0, 0).

English extended abstract. Let Γ = Q( 3
√
n) be a pure cubic field, where n is a cube-

free natural integer, k = Q( 3
√
n, j) its normal closure, j = e

2iπ
3 , k0 = Q(j), k1 the

3-Hilbert class field of k and (k/k0)∗ the genus field of k/k0. We suppose that the 3-class
group of k is of type (3, 3); then k1 contains four extensions Ki/k, i = 1, 2, 3, 4. Our
goal is to study the capitulation problem of the 3-ideal classes of k in Ki, i = 1, 2, 3, 4,
when k1 = (k/k0)∗. To do that we distinguish between the forms of the integer.

In the following theorem, we note by up, where p is prime number ≡ 1 (mod 3),
the index of the units subgroups of the subfields of k0( 3

√
p)/Q in the units group of

k0( 3
√
p).

Theorem. Let p, q1, q2 be primes number such that p ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ 1 (mod 3).
Then
(1) All 3-ideal classes of k become principal in Ki where 2 ≤ i ≤ 4.
(2) If up = 1 and n have one of the following forms:

(i) n = 3epe1 , where p ≡ 1 (mod 9) and e, e1 ∈ {1, 2},
(ii) n = peqe1 , where p ≡ −q ≡ 1 (mod 9) and e, e1 ∈ {1, 2},

(iii) n = peqe1
1 q

e2
2 ≡ ±1 (mod 9), where p ≡ 1 (mod 9) and e, e1, e2 ∈ {1, 2},

(iv) n = 3epe1qe2 6≡ ±1 (mod 9), where p ≡ 1 (mod 9), e = 0, 1, 2 and e1, e2 ∈
{1, 2},

then all 3-ideal classes of k become principal in K1.
(3) Letn = peqe1

1 q
e2
2 ≡ ±1 (mod 9), where p ≡ 4 or 7 (mod 9) and e, e1, e2 ∈ {1, 2},

(a) If −q1 6≡ 1 (mod λ3), where λ = 1 − j and
(
q1

p

)
3
6= 1, then all 3-ideal

classes of k become principal in K1.
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(b) If −q1 ≡ 1 (mod λ3), where λ = 1 − j and
(
q2

p

)
3
6= 1, then all 3-ideal

classes of k become principal in K1.

(4) Let n = 3epe1qe2 6≡ ±1 (mod 9), where p ≡ 4 or 7 (mod 9), e = 0, 1, 2 and
e1, e2 ∈ {1, 2},

(i) Let q 6≡ 1 (mod λ3). We have:

(a) if e 6= 0 and
(
q

p

)
3
6=1, then all 3-ideal classes of k become principal inK1.

(b) if e = 0 and
(

3
p

)
3
6=1, then all 3-ideal classes of k become principal inK1.

(ii) Let q 6≡ 1 (mod λ3). We have that if
(

3
p

)
3
6= 1, then all 3-ideal classes of k

become principal in K1.

To illustrate these results, we give at the end of each case some examples.
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[De] R. Dedekind, Über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern, J.

Reine Angew. Math. 121 (1900), 40–123.
[Ge] F. Gerth III, On 3-class groups of cyclic cubic extensions of certain number fields, J.

Number Theory 8 (1976), 84–98.
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premier l, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 23 (1973), no 3, 1–48; no 4, 1-44.
[Ha] H. Hasse, Newe begründung und verallgemeinerung der theorie der normenrest Sym-

bols, J. Reine Angew. Math. 162 (1930), 134–143.
[He] E. Hecke, Lectures on the Theory of Algebraic Numbers, Graduate Texts in Mathe-

matics, vol. 77, Springer-Verlag, New York-Berlin, 1981.
[H-S] F. P. Heider et B. Schmithals, Zur Kapitulation der Idealklassen in unverzweigten

primzyklischen Erweiterungen, J. Reine Angew. Math. 336 (1982), 1–25.
[Hu] B. Huppert, Endliche Gruppen. I, Springer-Verlag, Berlin, 1967.
[Is] M. C. Ismaili, Sur la capitulation des 3-classes d’idéaux de la clôture normale d’un
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M. C. ISMAILI ET R. EL MESAOUDI
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