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SUR LA CAPITULATION DES 2—CLASSES D’IDEAUX DE Q(\/E, V=2)
ABDELMALEK AZIZI ET IKRAM BENHAMZA

RESUME. Soit K = Q(V/d,+/—2), d étant un entier positif sans facteur carré et
différent de 2. Soit C; le 2-groupe de classes de K. Dans le présent travail, on
détermine tous les entiers d tels que C, soit de type (2,2). On étudie la capitu-
lation des 2-classes d’idéaux de K (C, étant supposé de type (2,2)) dans les
sous-extensions propres du 2-corps de classes de Hilbert de K.

ABSTRACT. Let K = Q(\/ﬁ, v/—2), with d a square-free positive integer different
from 2. Let C, be the 2-component of the class group of K. In this paper, we
determine all the integers d such that C, is of type (2,2). We study the capitulation
of the 2-ideal classes of K (C, being assumed of type (2,2)) in the subfields of the
Hilbert 2-class field of K.

1. Introduction. Soient k un corps de nombres et k() le corps de classes de Hilbert
de k, c’est-a-dire I’extension abélienne maximale non ramifiée de k. Il est connu que
tout idéal de k devient principal (on dit encore capitule) lorsqu’on I’étend a un idéal
de k1), Toutefois, cette propriété n’est pas toujours vérifiée dans les sous-extensions
propres de k(l)/ k. C’est pourquoi plusieurs mathématiciens se sont penchés sur les
problémes de capitulation dans les extensions intermédiaires de k(! /K ; voir par exem-
ple [1,5,7,16,18,19].

Nous contribuons ici a cette étude par certains résultats sur la capitulation des 2-
classes d’idéaux des corps biquadratiques imaginaires de la forme Q(\/&, v/—2) dont
le 2-groupe de classes est de type (2,2). Puisqu’on est confronté au passage a des
questions de groupes de classes et d unités, les deux premieres sections de I’article sont
consacrées a ce sujet.

2. Sur le 2-groupe de classes de Q(v/d, v/—2 ). Dans tout ce qui suit, on désigne par
K le corps Q(v/d, /=2 ), d étant un entier positif différent de 2 et sans facteur carré.
Soient Ef (resp. Ey) le groupe des unités de K (resp. de Q(v/d)), W le groupe des
racines de 1’unité contenues dans K et e = 7 + sv/d, ’unité fondamentale de Q(+/d ).

On rappelle que I’indice des unités () de K est I'indice [Ex : W Ey]. D’aprés [3],
ona @ = 1ou?2.Deplus, Q = 2sietseulement si N(ey) = letr+1our— 1estun
carré dans N.
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On peut se demander pour quels entiers d le 2-groupe de classes de K est de type
(2,2). Une réponse a cette question est fournie par le théoréme suivant, extrait de la
theése inédite du second auteur [5] et qu’on trouve aussi dans [17].

Théoréme 1. Le corps K = Q(v/d,/=2) a un 2-groupe de classes de type (2,2) si
et seulement si d prend 'une des formes suivantes :

(1) d=2q1q2, q =-1 (mod8), ¢ =3 (mod 8) et <QI> =+1.

(i) d=pg p=5(mod8), ¢g=-1 (mod4) er (f]) ou (> =1

2

(iv) d=q1q2, @ =q =3 (mod 8), () =+l ]k2X+€Y!> -

(v) d=2pq, p=1 (mod8), g=—1 (mod4) et <q>: -1

(i) d=pips, p1=5 (mod8), pr=1 (mod8), <p]>

Ici p, p;, q et q; sont des entiers premiers positifs. Dans (iv), X et Y sont tels que
@ = E2X2+20XY +2mY? et q = 2 —2mk? X, Y, k, £ et m étant dans Z.. De

plus, (—) désigne le symbole de Legendre.

Preuve. Soient (5 le 2-groupe de classes de K, K. él) le 2-corps de classes de Hilbert de
K et K* le corps des genres de K. Par la théorie des corps de classes, C; est isomorphe

a Gal(K\"V /K).
Supposons que 5 est d’ordre 4. Comme K C K* C Kz(l), trois cas se présentent,
asavoir K* = K, K* = Kz(l) et [K* : K| = 2. Examinons-les a tour de role.

Premier cas: K* = K. Notons G = Gal(Kz(l)/Q) L’extension K /Q est nor-
male ; voir par exemple [11]. On a alors G/G’ = Gal(K*/Q) et G' = Gal(Kz(l)/K* ).
Comme G /G’ est de type (2,2), alors d’apres [20] G’ est cyclique et par suite C; est
cyclique. Ce cas est donc a écarter.

Deuxieme cas: K* = Kél). Dans ce cas, si C est d’ordre 4 il est alors de type
(2,2). En effet, C, est isomorphe a Gal(Kz(])/K) = Gal(K*/K). Or Gal(K*/K) est
un sous-groupe de Gal(K™*/Q) de type (2,...,2); voir [10]. Par ailleurs, on sait que

Q= ][ )
p| Dk

ol e(p) est I’indice de ramification d’un nombre premier p divisant le discriminant D g
de K ; voir [10]. Donc K* = K" implique que

H e(p) = 16.
p|Dk

Ainsi y a-t-il au plus 4 nombres premiers qui se ramifient dans K et par suite dans

Q(Vd).
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Désignons par p et p; des nombres premiers positifs congrus a 1 (mod 4) et par g et
q; des nombres premiers positifs congrus a —1 (mod 4). Les formes possibles de d sont

212, 2p1p2,  Pq, P1p2p3, P12, 2q1G2q43,  2qpipa.

D’apres [21], on a la relation
1 1
h= 3 Qh(d)h(—2d)h(-2) = 3 Qh(d)h(—2d),

ou @ est I'indice d’unités de K et h, h(d), h(—2d) et h(—2) sont respectivement les

nombres de classes de K, Q(v/d ), Q(v/—2d ) et Q(v/—2).

Considérons le cas ou d = 2q;q», avec

<q1> =+1.
@

Soient C%(¢) le 2-groupe de classes de Q(v/¢) au sens restreint et ¢ I’unité fonda-
mentale de Q(v/7 ). D’apres [13], §10, si ¢; ou g2 = 3 (mod 8), alors C}(d) s’exprime
comme le produit de deux groupes cycliques d’ordre 2. Ainsi la 2-partie de h(d) est
égale a2. Dansle casotiq; = ¢» = —1 (mod 8), C%(d) est le produit de deux groupes
cycliques dont un est au moins d’ordre 4, d’ou 4 divise h(d).

En outre, on a d’apres [13] (voir §11, cas 5) que si ¢ = 3 (mod 8), alors la 2-partie
de h(—2d) est égale a 4. Sinon C%(—2d) = C5(—qi1¢2) est le produit de deux groupes
cycliques dont un est au moins d’ordre 4. Conséquemment, 8 divise 2(—2d). On en
déduit que la 2-partie de h est égale a 4 si et seulement si ¢; = 3 (mod 8) et @ = 1.

Ceci est encore équivalent 2 ¢; = 3 (mod 8) et ¢ = —1 (mod 8). En effet, soit
@ = 1; montrons que ¢ = —1 (mod 8). Ecrivons e4 = r + sv/2q1qa, ol r et s € Z.
On ar? — 2qiqps® = 1, c’est-d-dire (r + 1)(r — 1) = 2q;¢25>. De plus, le plus grand
diviseur commun de 7 + 1 et » — 1 divise 2. Par conséquent, il existe ¢, j, k € I tels que
2iq{q§(r + 1) est un carré dans N.

On est alors conduit aux observations suivantes :

(a) L’indice @ est égal a 1 si et seulement si r + 1 et 2q;¢q2(r + 1) ne sont pas des

carrés dans N. En fait /r — 1 € N < /2¢q1q2(r + 1) € N, au vu de la relation
(r+1)(r—1) =2qqs
(b) 2(r + 1) et g1g2(r + 1) ne sont pas des carrés dans N. En effet, supposons que
2(r + 1) appartienne a N. Il existerait alors deux entiers n et m tels que

{T+1:2n2,

r—1=qq@m’.
Mais ceci entrainerait que 264 = (nv/2 + m./qiq; )? et par suite

Vea = 2n+my2q¢)/2 € Q(\V2q02),

ce qui contredit le fait que &4 est I’'unité fondamentale de Q(1/2¢1¢, ). Il en est
de méme si q1q2(r + 1) est un carré dans N.
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(¢) qi(r+1) n’est pas un carré dans N. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait
alors n, m € N tels que

r+1=qn?
r—1=2¢pm?.

11 s’ensuivrait alors que 2 = ¢;n> — 2gam? ou encore 2q; = (qln)2 (mod q)2,

c’est -a-dire
2
q2 Q2

ce qui constitue une contradiction.
(d) g2(r + 1) n’est pas un carré dans N. En effet, dans le cas contraire on pourrait
trouver n, m € N tels que

r+1=qn?,
r—1=2¢m?.

Mais alors on déduirait que 2 = gun? — 2¢;m? et par suite —4q; = (2q;m)>
(mod q),, soit encore

—4
()= ()=
Q@ Q@
ce qui est absurde.

(e) De la méme facon, on montre que 2¢»(r + 1) n’est pas un carré dans N.

I découle de tout ceci que 2¢;(r + 1) est un carré dans N. Il existe donc n,m € N
tels que

r+1=2qn?,
r—1=qgm?.

1l s’ensuit que 2 = 2¢;n”> — ¢;m? ou encore

) 2 2
< qz) — 41 et <> — ()5 = 41
q1 qi

On conclut alors que ¢ = —1 (mod 8).

Inversement, si ¢ = 3 (mod 8) et g = —1 (mod 8), alors 'indice () est égal a 1.
Ceci vient du fait que sinon, 7 + 1 ou 2q; g2 (r + 1) seraient des carrés dans N. Dans le
premier cas, il existerait alors n, m € N tels que

r+1= nz,
r—1=2qq@m?.

On aurait alors 2 = n? — 2¢;gm?* ou encore

()
— | =+1,
qQ
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ce qui mene a une contradiction. Dans le second cas, on pourrait trouver n, m € N tels
que

2

r+1 :2q1qzn2,
r—1=m".

Par conséquent, on aurait alors —2 = m? — 2¢; ¢;n’ ou encore

2 2
()-()--
a2 a1
ce qui est également absurde.

Tel qu’énoncé au point (i) du théoréeme 1, il y a donc bien équivalence entre ¢, = 3
(mod 8) et @ = 1 d’une partet g =3 (mod 8) et gy = —1 (mod 8) d’autre part.

Par le méme raisonnement, on étudie les autres formes de d. On trouve que dans ce
cas la 2-partie de h est égale a 4 si et seulement si d vérifie I’'une des conditions (i) et
(i1) du théoreme 1 ci-dessus.

Troisiéme cas: [K* : K] = 2. Dans ce cas

I ew) =3.

p|Dk

Donc au plus 3 nombres premiers se ramifient dans K et par suite dans Q(+/d ). Les
formes possibles de d sont

qu, bip2, 4192, 2pa q.

Considérons par exemple le cas ou d = 2pq. Nous utilisons les résultats de [12] et
[13] sur la divisibilité par 4 et par 8 de h(d) et de h(—2d). On peut distinguer quatre
cas:

()
q

Dans ce cas, |C%(d)| = 4. D’une part, comme N (¢35, ) = +1, alors h(d) = 2
(mod 4). D’autre part, la 2-partie de h(—2d) qui est égale a |C%(—2d)| vaut 2.
Par conséquent, la 2-partie de h est égale a 4 si et seulement si I’indice ) = 2.

(b) <p> —+1,p=5 (mod 8) et <_q) =1
q D /4

Dans ce cas, h(d) est congru a 2 (mod 4). En revanche, la 2-partie de h(—2d)
est 4. Ainsi la 2-partie de h vaut 4 si et seulement si () = 1.

©) <p> —+1,p=5 (mod 8) et <_q) — 41
q D /4
Dans ce cas, h(d) =2 (mod 4), et 8|h(—2d). Donc 8 divise h.

(d) <Z> —+1,p=1 (mod 8)

Dans ce cas, 4 divise h(d) et h(—2d). Donc 8 divise h.
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En résumé, la 2-partie de h vaut 4 dans ce cas si et seulement si

<p>:—1 et Q=2

q

<p>:+1, p=5 (mod8) et <_q) - 1.
q D /g4

Etudions maintenant la structure de () dans ce cas. Soient F' un corps de nombres,
ho le nombre de classes de F' et E'r le groupe des unités de F'. Soient M une extension
quadratique de F', C)s le groupe de classes de M, o un générateur du groupe de Galois
de M/F ettle nombre des idéaux premiers ramifiés dans cette extension.

ou

Théoreme 2. Soient D le sous-groupe de Cyy constitué des classes stables par o, r
le rang de la partie libre de Er, Vi ['ensemble des unités de Er qui sont normes
d’éléments de M et q* tel que [V : E%] = 29", Si hg est impair; alors I’ordre de D est
égal a hy2t+a" —(r+2),

Preuve. Voir [6], §13 et une note de Lemmermeyer concernant cette derniére formule
dans [15]. O

En particulier si F' est une extension quadratique imaginaire, dont le nombre de
classes est impair et C js la 2-partie de C'yy, alors on a :
Lemme 3.

(i) Conestdetype (2,...,2) < lerangde Copr =t+q* —2 =rget Cypp est
d’ordre 2.
(i) Co . estdetype (2,2) < t+q* =4 et Cyp estd’ordre 4.

Preuve. Voir le lemme 8 dans [4]. [
Remarque 4. Soient F = Q(v/—2) et M = K = F(+/d). On suppose que C» est

d’ordre 4. Alors d’apres le théoreme 2, ¢ + ¢* — 2 < 2, c’est-a-dire ¢ + ¢* < 4. De plus,
ona Fp={—1,+1}et E%, CVe CFEp,doug*=00ul.

Soit donc d = 2pq et supposons de plus que I’on ait soit

<p>:1 et Q=2

q

<p):+1, p=5 (mod8) et (—q) =—1.
q P /4

On a les propriétés suivantes :

(@) Sip=5 (mod 8) et g = —1 (mod 8), alors p et ¢ sont inertes dans Q(/—2).
De plus, on a e(2) = 2. Il n’y a donc que deux idéaux premiers de Q(v/—2)
qui se ramifient dans K. Par le lemme 3, on voit que C5 est cyclique.

(b) Sip=1 (mod 8)etq =3 (mod 8), alors pet g se décomposent dans Q(y/—2 )
ett =4,dou ¢ = 0etC, estde type (2,2).

ou encore
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() Sip =5 (mod 8) et ¢ = 3 (mod 8), alors p est inerte dans Q(v/—2) et
q 8’y décompose. Ainsi trois premiers de Q(y/—2) se ramifient dans K =
Q(V=2,v2pq).

Voyons si —1 est norme d’un élément de K. Soient F' = Q(v/=2) et
K = F(v/d). D’apres le théoréme normique de Hasse, — 1 est norme d’élément
de K si et seulement si —1 est norme locale en tout idéal premier P de F'. En
d’autres termes, on a:

(2pg, —1)p = +1 pour tout P idéal premier de F' = Q(v —2).

Soit (2pg, —1)p le symbole de Hilbert de 2pq et —1 en P, dont les propriétés
sont rappelées dans [4]. Soit ¢ = Q1Q)2, ou @1, Q> sont deux idéaux premiers
de Q(v/=2). On trouve (2pg, —1)g, = —1, d’ott —1 n’est pas norme dans K.
Par conséquent C, est cyclique.
(d) Sip=1 (mod 8) et ¢ = —1 (mod 8), alors p se décompose dans Q(y/—2)
tandis que ¢ y est inerte. Comme e(2) = 2 alors ¢ = 3. On a encore besoin de
voir si —1 est norme dans K. On trouve cette fois que

(2pq,—1)p = +1 pour tout P idéal premier de F' = Q(v/—2).

Ainsi, —1 est norme de K = F'(1/2pq ) et par conséquent C; est de type (2,2).
Bref dans ce cas C; est de type (2, 2) si et seulement si d = 2pq et

p=1 (mod8), ¢g=-1 (mod4), (5):_1 et Q=2.

Avec le méme raisonnement que pour le cas (i) du théoreme 1, on vérifie qu’on
a toujours ) = 2.

On traite de la méme fagon les autres formes de d. On trouve que C est de
type (2,2) et [K* : K| = 2 si et seulement si d vérifie 'une des conditions (iii),
(iv) ou (v) du théoreme 1. Ceci achéve la démonstration du théoreme 1. [

Soit L une sous-extension propre de Kél) /K. D’apres [7], le nombre des 2-classes
d’idéaux de K qui capitulent dans L estégal a2 - [Ef : Ny i (EL)], Ex et Ef, étant
respectivement les groupes d’unités de K et de L.

Certaines sous-extensions propres de Kz(l) /K se présentent sous la forme

Q(V/di,\/dr,v/=m).

Ainsi, dans le but d’étudier la capitulation des 2-classes d’idéaux de K, on détermine
d’abord les groupes d’unités de ces sous-extensions.

3. Unités de certains corps de la forme Q(\/d;,/d>,v/—m ). On désigne par SFU
un systeme fondamental d’unités. On note () ’indice des unités de K et £y 'unité
fondamentale de Q(+/¢) pour un entier positif ¢ sans facteur carré.
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Proposition 5. Soit d = 2q,q, avec q et q; deux nombres premiers tels que

g1=-1 (mod8), ¢ =3 (mod38) et (Zl>:+1.
2

Alors

A {200 VEa1€2q05 v/ —€2¢, } est un SFU de Q(/q1,v/2q2, V=2 ).
(i1) {\/52!1| Eqp> \/5q252q1q27 \/_52611 5!1252%(12} est un SFU de Q(\/ 2q1, \/(727 V=2 )
(i) {\/Eamtrna €2, Eqq } est un SFU de Q(v/2, \/q1qa, v/ —1).

Preuve. Selon [21], un SFU d’un corps de nombres biquadratiques Lo =Q(v/d,v/d2)
est constitué de trois éléments pi1, po et 3 choisis parmi €1, €3, €3, leurs produits ou
leurs racines carrées appartenant a L, d3 étant la partie sans facteurs carrés du produit
didy.

Quant au corps L = Q(v/dy,/da,~/—m ), m # 1, si on indice d’unités vaut 1, il
garde alors le méme SFU que L. Sinon, il existe une unité € de Ly pour laquelle me
est un carré dans L et {1, po,/—¢} estun SFU de L ; voir [1].

(1) Si Lo = Q(\/q1,Vv2q2 ), on voit que /2eq,, \/2624,, \/E291q, €L \/Eq €2
appartiennent a Q(,/q1, v/2q2 ) et par suite {,/€2¢,q,, /€q1€2¢2+ v/ —€2¢, } €St UN
SFU de Q(\/71, V20, V—2).

(2) Si Ly = Q(v/2q1,+/q2 ), on montre que +/2e2q,, /24, \/2€2q,q, SOt dans

Q( V241, \/CTZ) Ainsi \/521115!12’ \/qu<€2q1qz’ \/€2q1€2q1q2 et V 252!11511252!11112 ap-
partiennent 2 Q(1/2qy, V& ). Donc {\/squ €qr VERE2q1020 vV —E24q1 € €2q1q0 1 €St
un SFU de Q(v/2q1, /32, V—2).

(3) Si Lo = Q(V2,\/@i@), alors \/Eqgeaqq € QV2, VTG0 ). et \fqq ¢
Q(V2, /712 ). L'unité &, étant de norme —1, IVEnaB2q1025 €25 Eqrgy } €L UN
SFU de Q(v2, /q1¢2 ). L’indice des unités de Q(v2, /q1q2,vV/—1) vaut 1;
voir [5]. Ainsi Q(v/2, Va2, v/—1) ale méme SFU que Q(v/2, Vg ). O

Les propositions suivantes s’obtiennent par des raisonnements semblables.

Proposition 6. Soit d = pq avec p et q deux nombres premiers tels que

p=5 (mod8), g=-1 (modd) et <2> ou <p>:—1.

q q
Alors
() {\/Epg>€p» V—Eq} 0u {\/EqEpq, Eps /—Eq) est un SFU de Q(\/D, /G, V—2).
(ii) {\/Z2pEpg> €2p> v/ —E2¢} O {\/Epq; E2ps \/—E2q} est un SFU de Q(v/2p,/2q,
(iii) {\/E2pqEpqs €2, E2pq} et un SFU de Q(V2, \/pg, v/ —1).

Proposition 7. Soit d = p;p; avec py et py deux nombres premiers tels que

pr=5 (mod8), p,=1 (mod38) er <1;1>:_1.
2
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Alors un seul des ensembles {\/Ep EpEpiprs Eprs Epipa } OU {/—€p1€pmEprpas Eprs Epipa |
est un SFU de Q(/p1, \/P2, V—2).

Preuve. Soit Ly = Q(/p1, /P2 )- Les unités ¢, , €, et &y, p, sont toutes de norme —1.
Donc si on note B = {€p,,€py, €pipys €p1Epas Ep1Epipas EpaEpinas Epi1EpEpipy 1 1'UMIquE
¢lément de B qui peut &tre un carré dans Lg est €y, €p,Ep,p, -

Supposons d’abord que /), €p,€p,p, € Lo. Dans ce cas, {/Ep€p,8pp2s Epys Epips }
estun SFU de Ly. Soit @, I'indice des unités de L = Q(,/p1, /P2, vV—2).OnaQp = 1
ou 2 et Q1 = 2 si et seulement s’il existe une unité € de Ly telle que V2e € Ly voir
[3]. Pour calculer I’indice (07, on se ramene a résoudre 1’équation

(—1)'d, /splspzsplmilsgze?lm =a?, i;,te{0,1}, ac L. (1)

D’une part, la positivité des ¢, exige que ¢ soit nul. D autre part, on a:

(a) Sii; = 1, alors on aura

(NLO/Q(\/;F])(CV))2 = £2%,,.

Autrement dit, , /£, ou \/—¢,, appartiendra a Q(,/p1 ), ce qui est impossible.
(b) Si¢; = 0, on doit alors résoudre 1’équation

25;22€§1p2 =a? i;€{0,1}, ac L. (2)

Or si iy = 1, alors en appliquant la norme de Lg sur Q(,/p1pz ), on obtient

2 2i 2
2 = (NLO/Q(\/plpz)(a)) )
ce qui entraine que v/—1 € Q(,/pip2 ). On en déduit qu’il faut alors avoir i, =

0. Mais dans ce cas 25;3”,2 = o implique que /2 € Ly ou v/—1 € Q(/p1 ), ce
qui n’est pas vrai sous nos conditions. Par conséquent I’équation (1) n’est pas

résoluble, et I’indice @, est égal a 1. On conclut que { /5, €p,Ep1p2s Epas Epip |
est un SFU de L aussi.

Supposons maintenant que /€, €p,epp & Lo. Dans ce cas, \/2ep,Ep,Epp, € Lo ; voIr

[1]. De plus, {€p,,€p,, Ep,p, } €8t un SFU de Ly et I’indice des unités @7, est égal a 2.
Par conséquent, {\/—€p,€p,Epip2> Eprs Epipy + €St Un SFUde L. [

Proposition 8. Soit d = q1q» avec q1 et q» deux nombres premiers tels que

q -2
=qp =3 d 8 — ] =41 et — | =1
a=q (mod 8), <q2> e <yk2X+£Y|> ’

on2qp = K*X?>+2XY +2mY? et g1 = 0> —2mk?, X,Y, k,{ et m étant dans Z.

Alors {\/52111€2CI27 \/‘521125%(127 vV €2 }0” {\/ €2q1€2q0 VEqa2s V T E2¢n } estun SFU de
Q(\/ 26]17 V 26]27 \% -2 )
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Proposition 9. Soit d = 2pq avec p et q deux nombres premiers tels que

p=1 (mod8), g=-1 (mod4) er <p>:—1.
q

Alors {\/E24€2pq, Ep» \/—€24 } est un SFU de Q(/p, v/2q, V-2 ).

Remarque 10. Pour les preuves détaillées de ces propositions, ainsi que d’autres résul-
tats sur les unités des corps Q(v/di, v/d2, v/—m }, nous référons a [5]. On trouve en
[3] et [2] d’autres travaux du premier auteur, utilisant la méme méthode.

4. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K = Q(\/d, /2 ).

4.1. Préliminaires. Soient k un corps de nombres, kgl) le 2-corps de classes de Hilbert

de k (c’est-a-dire I’extension abélienne maximale non ramifiée pour tous les premiers

finis et infinis de k et dont le degré est une puissance de 2 sur k), kgz)

classes de Hilbert de kgl) et Gy = Gal(kgz) /K).
On définit le groupe des quaternions @)y, le groupe diédral D,,, et le groupe semi-
diédral S,,,, tous d’ordre 2", m > 1, par

le 2-corps de

Qm = (z,y), ou 2 =y*=a,a® =1,y lay =27,
-Dm = <$,y>, ou xz"H = y2 = 17 yilxy = xilv

2m71 1 2771,72_1

Sm:<$7y>7 oux :y2:17y_xy:x

D’apres [14], on a le résultat suivant.

Théoreme 11. Supposons que G, est d’ordre 2™, m > 1 et que G, /G, ~ Z/2Z x
Z/27Z. Si G, # 1, alors G, est isomorphe au groupe des quaternions Q,,, au groupe
diédral D,,, ou au groupe semi-diédral S,.

Supposons que G,/G, ~ Z/2Z x Z/2Z, et soient k;, k; et ks les trois sous-
extensions propres de kgl)/ k. On note j; : Cx — Ck,, I'application du groupe de

classes de k dans celui de k;, © = 1,2,3 qui est induite par extension d’idéaux.
Rappelons qu’une extension K; est dite

de type (A) & |ker j; N Ny, x(Cx,)| > 1,
de type (B) < | ker j; N Ny, ik (Ck,)| = 1,
ol Ny, /k(Cl,) est le sous-groupe du groupe de classes de k engendré par les normes

des classes d’idéaux de k;. En fait c’est le sous-groupe de Ck qui correspond a k; par
la théorie des corps de classes. Par conséquent :

() SiG, =1, alors k) =k{V et G, ~ Z/2Z x Z/21Z.

(ii) Si G} # 1, alors il existe une sous-extension quadratique F' de kgz) sur kgl). Le
corps F'estde degré 8 surk eton a :

Théoreme 12. Soientk C k; C kél) CFC kéz), comme ci-dessus.

1) Si kgz) = kgl), alors les k; sont de type (A), |kerj;| = 4, i = 1,2,3 et
G, ~7/27 x 1)2Z.
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(i) Si Gal(F'/k) ~ Q3, alors K; est de type (A),
G2 ~ Qg.

(iii) SiGal(F/K) ~ Ds, alorsk; etks sont de type (B) et | ker jo| = | ker j3| = 2. De
plus, si K, est de type (B), alors | ker ji| = 2 et Gy ~ S,,. Si K est de type (A)
et |kerji| = 2, alors Gy ~ Q. Enfin si K| est de type (A) et |kerji| = 4,
alors G >~ D,,.

kerj;| = 2, pouri = 1,2,3 et

Preuve. Voir [14]. O

Soient k un corps de nombres et Ry 1I’ensemble des nombres « de kK premiers avec

2 tels que
(i) il existe un idéal I de k tel que I = (a),

(ii) il existe z de k tel que o = 2> (mod 4) dans k.

Cette derniére condition est satisfaite si et seulement si o = 2% +47/s, ol r et s sont
des entiers algébriques de k et s est premier avec 2.

On note Ry = Ry /(Rx N (kX)2), Ex le groupe des unités de k et Ux = Ex N Ry.

Soit L une extension quadratique non ramifiée de k. Alors il existe un élément
a € Ry tel que L = k(y/a) ; voir entre autres [1].

Définition 13. Le corps K est dit de type classe si et seulement si Uy = Ey>. Dans le
cas contraire K est dit de type unité.

Remarque 14. Soit ¢ I’homomorphisme de Ry dans le 2-groupe de classes de k qui a
la classe d’un élément o de Ry fait correspondre la classe de 1’idéal I tel que 12 = ().
Alors on a ker ¢ = Uy /Ey’ et k est de type classe si et seulement si Im ¢ coincide
avec le sous-groupe de classes au sens restreint engendré par les éléments d’ordre 2 ;
voir par exemple [1]. Noter par ailleurs que si k est de type classe, alors il n’y a pas
d’extension quadratique non ramifiée de k de la forme k(4/¢ ) avec € une unité de k.

4.2. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K = Q(+/d,/—2). Supposons d # 2.
On note Kz(l) le 2-corps de classes de Hilbert de K, K* le corps des genres de K,
C, le 2-groupe de classes de K, Kéz) le 2-corps de classes de Hilbert de Kél) et
G, = Gal(KZ(Z) /K). On désigne toujours par ¢, I'unité fondamentale de Q(+/¢), par
p et p; des nombres premiers congrus a 1 (mod 4) et par g et ¢; des nombres premiers
congrus a —1 (mod 4).

Théoréme 15. Soit K = Q(\/d,/=2), d # 2. Supposons que C; est de type (2,2) et
que Kz(l) = K*. Alors il y a exactement deux classes de C, qui capitulent dans chaque

sous-extension propre de Kz(l) /K.
La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant.

Lemme 16. Soit d, (resp. dy) un entier positif de la forme q ou 2q; (resp. qx ou 2q3)
avec q1 et qo sont des nombres premiers distincts congrus a —1 (mod 4). Soient €4, et

£d, les unités fondamentales de Q(\/d; ) et Q(\/dz ). Alors
VEd Ed, c Q(\/ d], \/ dz) et

+1  sigq =q (mod ),
No(vai v jo(vaid) (VEaEa, ) = { 1

sinon.
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Preuve du lemme 16. Examinons d’abord ¢, = 7 + s,/q, 'unité fondamentale de
Q(\/q). ¢ = —1 (mod 4). D’apres [2], soit 7 + 1 ou r — 1 est un carré dans N et par
suite y/2¢, € Q(,/q ). On doit donc envisager deux cas :

(a) Supposons que ¢ = —1 (mod 8). Alors 7 + 1 est un carré dans N car sinon il
existerait des entiers n, m € Z tels que

r—1= nz,
r+1=qm?.
2 ou encore —2 = n? (mod q), ¢’est-a-dire

()=

Mais alors on aurait 2 = gm?> — n

ce qui est en contradiction avec 1’hypothese sur ¢q. De plus, comme r + 1 est
un carré dans N, 7 + 1 et 7 — 1 sont respectivement de la forme n? et gm?. Par

conséquent, \/2e, = n+m,/qet N(/2e,) = n* — qm? = +2.
(b) Supposons que ¢ = 3 (mod 8). Alors de la méme fagon, on trouve que r — 1
est un carré dans N et N(,/2e,) = —2.

Examinons maintenant e, = r + sy/2¢, 1’unité fondamentale de Q(\/2¢ ), ¢ = —1
(mod 4). D’apreés [2], soit 7 + 1 ou 7 — 1 est un carré dans N et v/2¢ € Q(v/2¢). En
procédant comme dans le premier cas, on trouve :

(a) Sig=—1 (mod 8), alors N(4/2e24) = +2.
(b) Sig =3 (mod 8),alors N(y/2e54) = —2.
Le résultat découle des informations ci-dessus et du fait que

1
Nowar v /ey (Veaga ) = gN (V24 )N (V224 D

Preuve du théoréeme 15. On a vu au théoréme 1 que sous les conditions énoncées, d ne
peut prendre que I’une des deux formes suivantes :

(@ d=2q1q2,q1 = —1 (mod 8), ¢ =3 (mod 8) et <QI> = +1.
q2

(b) d=pg,p=5 (mod 8),q=—1 (mod 4), et (i) ou (S) =—1.

Dans le cas (a),

K = Q(var, vz, V2,V 1)

etil y a trois sous-extensions quadratiques possibles de Kél) /K. Considérons-les tour
a tour.

() SiK; = Q(\/q1,v2q,v—2),laproposition 5 entraine que le groupe E, des
unités de K| est engendré par
{_17 V T€2q V21920 VEG E2g, }

Soit N la norme de K sur K. Ona q; = —1 (mod 8) et ¢ = 3 (mod 8).
D’apres le lemme 16, on a donc N (/€4 €24, ) = —1. De plus, N(\/€2¢,0, ) =
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(ii)

(iii)

+e24,q,- 11 s’ensuit que [Ex : N(Eg, )] = 1. Il y a donc exactement deux
classes de (', qui capitulent dans K.

Si K> = Q(\/q2,v/2q1,V—2), la proposition 5 entraine que le groupe E', des
unités de K, est engendré par

{_17 V241 €05 \VEpE2q1420 V €20 €0 2q1 }

Soit IV la norme de K; sur K. Par le lemme 16, la norme de /254,84, est
égale a —1. En outre, ,/2,,€24,4, €St de norme +e54,4,. Il s’ensuit que [Ek :
N(Ek, )] = 1.1l y a donc exactement deux classes de C qui capitulent dans
K.

Si K3 = Q(v2,/q1¢2, vV—1), la proposition 5 entraine que le groupe Ey, des
unités de K3 est engendré par

{\[7;7 €2 €q105 VEQ R 2012 }

Soit N lanorme de K3 sur K.Ona N (ez) = —1et N(\/Eq pe2qa ) = T€2q10-
Par conséquent, I’indice [Ex : N(Ek, )] vaut 1. Il y a donc exactement deux
classes de C, qui capitulent dans K3.

Dans le cas (b),

K = Q(vp. /2, V2,vV=T)

et il y a de nouveau trois sous-extensions quadratiques possibles de Kz(l) /K. Con-
sidérons-les tour a tour, en se rappelant que 1’indice ) des unités de K est égal a 1, de
sorte que E'x est engendré par {—1,,,}.

®

(i)

(ii1)

Si K1 = Q(/p, /4, V—2), la proposition 6 entraine que le groupe Ey, des
unités de K| est engendré par

{=1, V/Epg; Eps Vv 7&q boou {—1,\/2¢Epqgs Eps VvV ~&q }

Dansles deux cas, N (Ef, ) estengendré par {—1, ¢,,}.Donc [Ex : N(Eg, )] =
1. Il y a donc exactement deux classes de C', qui capitulent dans K.

Si K3 = Q(v/2p, v/2q,v/—2), la proposition 6 entraine que le groupe Ex, des
unités de K, est engendré par

{=1, Veripg, €2p, /—E29 ) 0u {1, \/Epg; 2p, \/—E24 }-

Ona N(ey ) = —1, N(\/24Epq ) = Fepq €t N(\/Epg) = £epg- On en déduit
que [Ex : N(Ek,)] = 1. Il y a donc exactement deux classes de C» qui
capitulent dans K>.
Si K3 = Q(v2, V/Pq;V/—1), 1a proposition 6 entraine que E, est engendré
par

{Vi, VE2peEpq; €2, €2pq -
Comme N (g2) = —1 et N(,/ExpgEpq) = tepg, alors Ex = N(Ek;,). Iy a
donc exactement deux classes de C> qui capitulent dans K.

Ceci conclut la démonstration du théoreme 15. [
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Corollaire 17. Soit K = Q(\/d,/=2), d # 2. Supposons que C; est de type (2,2) et
que Kz(l) = K*.
(1) Sid = 2qiq, alors G, est quaternionique.
(ii) Sid = pqavec g =3 (mod 8), alors G est quaternionique.
(iii) Sid = pqavec ¢ = —1 (mod 8), alors G, est quaternionique ou semi-diédral.

Preuve. (i) Soit d = 2q;q, avec

g =-1 (mod8),¢o =3 (mod8) et (ql> = +1.

q2
-2
()=»
q2

alors g, se décompose complétement dans Q(v/—2 ). Soient a et b deux entiers tels que
@ = (a+by/=2)(a—bv/—2) = a® +2b*. Soit en outre I;1’idéal premier de K tel que

(a+bvV-2)0K = I,

ou Of est I’anneau des entiers de K. Soit enfin Iy I’idéal premier de K au-dessus de
2. On montre que les classes de I et de I} engendrent C'; et que I} capitule dans K.

Puisque
-2
()= (2)
Q@ Q2

alors I; se décompose complétement dans K. Ainsi, I; € ker j; N N, K/ k(Ck,),
c’est-a-dire que K est de type (A). D’apres les théoremes 12 et 15, on déduit que G»
est quaternionique.

(ii) Soitd = pg,avecp =5 (mod 8) etg = 3 (mod 8). Soit aussi I I’idéal premier
de K au-dessus de 2. Le premier ¢ se décompose complétement dans Q(/—2 ). Soient
(31 et 3, les idéaux premiers de Z[v/—2] au-dessus de g, alors ¢Z[/—2] = 3 3,. Soit
I, ’idéal premier de K au-dessus de 3 ; alors 510 = 1 12 On montre que les classes
de Iy et de I} engendrent C, et que I capitule dans K3. Ona —pg = 1 (mod 8). Par
conséquent, 2 se décompose complétement dans Q(,/—pq ), ce qui implique que [y se
décompose completement dans K3. Par conséquent, K3 est de type (A). D’apres les
théoremes 12 et 15, on déduit que GG, est quaternionique.

(iii) Soit d = pgq, avec p = 5 (mod 8) et ¢ = —1 (mod 8). Soit aussi Iy 1’idéal
premier de K au-dessus de 2. On montre que [ capitule dans K3 et que K3 est de type
(B). On montre aussi que Iy ne capitule pas dans K ni dans K.

Ici le 2-groupe de classes de K n’est pas déterminé a I’aide des idéaux premiers
ramifiés dans K. Soit £ un entier premier tel que

==« (7)-(F)-~

Le premier £ se décompose complétement dans K. Ecrivons (O = I;1,131;. Comme

)~

Puisque
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alors I; est inerte dans K et <I>K2/K(Il) # 1, 00 $g, i est Papplication d’Artin de
K sur K. Par conséquent, I; n’est pas principal. Soit m la partie impaire du nombre de
classes de K.OnaI;™ # 1. De plus, P,k (Io™) # 1, de sorte que C; est engendré
par les classes de Iy et de I;"". Comme [y se décompose completement dans K5, on
voit bien que K est de type (B), puisque @, /i (I1"™) = Pg, x(loi"™) # 1. Par
ailleurs, on a que [ est inerte dans K et I| se décompose dans K;. Par conséquent, si
I;™ capitule dans K, alors K est de type (A) et G, est quaternionique. En revanche,

si IpI}"" capitule dans K, alors K est de type (B) et G est semi-diédral. [

Théoreme 18. Soit K = Q(\/d,\/=2), d # 2. Supposons que C; est de type (2,2) et
que Kél) # K*. Alors
(i) Si d = qiq, alors toutes les classes de C, capitulent dans toutes les sous-
extensions propres de K él) /K.

(i) Sid = 2pq, alors toutes les classes de C capitulent dans K*, tandis que seules
deux classes de C, capitulent dans chacune des deux autres sous-extensions
propres de Kél)/K.

(iii) Si d = pips, alors exactement deux classes de Cy capitulent dans chaque
sous-extension propre de Kz(l) /K.

Preuve. On sait déja du théoréme 1 que d ne peut prendre que 1’une des formes sui-
vantes :

q1 —2
d= = =3 (mod8), () =+let | g | =L
@ d=qq,q =q@ =3 (mod 8) <qz> tle <|kzX+€y|>

(b) d=2pg,p=1 (mod 8),q = —1 (mod 4) et <§> =—1.

©) d=pip2,p1 =5 (mod 8), p» =1 (mod 8), (g) = 1.

Dans le cas (a), K* = Q(v/2q1, v2q2, V=2 ), et indice [Ef : Ny« /i (E+)] vaut
2. Soit h(K*) le nombre de classes de K* et h(¢) le nombre de classes de Q(+/¢ ) pour
un entier ¢ sans facteur carré. On a

h(K™) = %Q/h(ZQI)h(2QZ)h(QIQZ)h(_2)h(_QI)h(_QZ)h(_2QIQZ)a

o Q' = [Eg+ : E'], E' étant le sous-groupe de Ex+ engendré par €24, €24, €t €4,¢, 5
voir [21].Ona Q" = 23, les nombres h(2q;), h(2¢2), h(q1q2), h(—2), h(—q1) et h(—q2)
sont impairs et la 2-partie de h(—2q;q2) vaut 23 . voir [5]. Par conséquent, 4 ne divise
pas h(K™*). Il s’ensuit qu’il n’y a pas d’extension abélienne non ramifiée de degré 4 sur
K*.Comme K C K* C Kz(l) C K 52), alors Kéz) coincide avec Kz(l). Par conséquent
on a une capitulation totale des 2-classes de (', dans chaque sous-extension propre de
Kél) /K (voir théoréme 12).

Dans le cas (b), K* = Q(y/p, v2¢,vV—2) et 'indice [Ex : N+ /i (Ex-)] vaut 2.
C’est donc dire que quatre classes de C5 capitulent dans K *. Par ailleurs, en calculant
h(K*) comme dans le cas (a), on trouve que 4 divise h(K™) et par suite Kéz) # Kz(l).
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D’apres le théoreme 12, ceci entraine que dans chacune des deux autres sous-extensions
propres de Kz(l) /K, seules deux classes de C, capitulent.

Dans le cas (), K* = Q(y/p1, /P2, V—2) et [Ex : Ng+ g (Eg+)] = 1.C’estle cas
le plus difficile car le fait que Kz(z) #* Kél) ne nous donne pas d’informations précises
sur les deux autres sous-extensions de Kz(l) /K. Soient 7] et 7, les deux nombres de
Q(v/—2) qui engendrent les idéaux premiers de Q(v/—2) au-dessus de ps. Ils sont
respectivement de la forme a + by/—2 et a — bv/—2, a et b étant des entiers naturels.

Montrons d’abord que K est de type classe. Supposons pour ce faire que K soit de
type unité. Soit einEk tel que I’extension K (/¢ ) soit distincte de K et non ramifiée

sur K. Puisque
)~
P2

alors d’apres [9], I'unité €, ,, est de norme —1 et par suite I'indice d’unités Q) = 1.
Donc on peut écrire € sous la forme +e7, , , avec e € {0, 1}. Il faut alors discuter quatre
cas:

(i) Sie =+1,alors K(y/e) = K, ce qui est faux.

(i) Sie = —1, alors K(v/2) = Q(\/p1p2, V2,v/—1) est non ramifiée sur K. Or
K* = Q(y/p1, /P2, V—2) est aussi non ramifiée sur K. Donc K (y/2 ) VK* =
K(/p1,V2) est non ramifiée sur K. De plus [K(\/p1,Vv2) : K| = 4 et
K(\/p1,V?2) est abélien sur K. Par conséquent, K (,/pr, /2 ) est exactement
le 2-corps de classes de Hilbert de K. Or K (,/pr, v/2) est aussi abélien sur Q.
Il coincide donc avec le corps de genres de K, ce qui est en contradiction avec
les hypotheses.

(iii) Sie = ep,p,,alors K (/€ ) estnonramifiée sur K ete = z>+4r/solx € K, et
s sont des entiers algébriques de K et s est premier avec 2. Soit 7 € Gal(K/Q)
défini par :

r: K=K/ V=2—-+v=2, Vd— —Vd.
On a
(r) /

T(E) = (T(x))z +4T(S) - T(Eplpz) = Epipy

le conjugué de ¢,,,, dans Q(,/p1p2 ). On en déduit que K (\/7(¢)) est non
ramifiée sur K. Par ailleurs, e7(¢) = —1 n’est pas un carré dans K. Par

conséquent, K (/) # K(\/7(¢)) C Kél). Autrement dit,
K = K(VE)VE(\/7(e)) = K(vE,V-1).

Puisque K* = K(\/p1) C Kz(l), on conclut que K(,/p1,vV—1) = Kél) ou
encore Kél) = K*, ce qui n’est pas le cas.

(iv) Sie = —&p,p,, on trouve la méme contradiction.

Une fois établi que K est de type classe, on sait qu’il existe une unité € de K telle que
K, = K(y/me) et Ky = K(\/me ) sont les deux autres extensions abéliennes non



A. Azizi et I. Benhamza 17

ramifiées et quadratiques de K. On note P; et P, les idéaux premiers de K au-dessus
de 7 et m, respectivement. On note A; et A, les anneaux d’entiers de K et K. Les
classes de P; et P, engendrent C. De plus, on a:

7312 = 7T1A1 = (\/7'('15141)2, 7322 = 7T2A2 = (\/71‘26142)2.

Autrement dit, P capitule dans K| et P; = \/m£A;. De plus, P, capitule dans K et
P, = \/meA;. Par ailleurs, soient o € Gal(K/Q) défini par

c: K—-K, Vv-2——v=2, \/&H\/a,

et o son prolongement a Kz(l). Onag(K,) = Kyeta(A;) = A,. Supposons que P,
capitule dans K et soit a € K| tel que P,A; = aA;. On a g(mA;) = mA;y. Or
mA] = (732141)2 etm Ay = (P1A2)2. Donc

E(PzAl) = 5(0&41) = E(OZ)AQ = P A,.

Ceci veut dire que P; capitule dans K. Or un tel type de capitulation (c’est-a-dire une
capitulation totale des 2-classes d’idéaux de K dans exactement deux sous-extensions

propres de Kél) /K) ne peut exister d’aprés le théoréme 12. Ainsi P, ne capitule pas
dans K| et de méme P; ne capitule pas dans K. Ceci permet de conclure. [J

Corollaire 19. Sous les hypotheses du théoreme 18, on a :
(i) Sid = qiq, alors G est de type (2,2).
(i) Sid = 2pq, alors G, est diédral.
(iii) Sid = pips, alors G, est quaternionique.

Preuve. Les deux premiers résultats découlent immédiatement des théoremes 12 et 18.
Soitd = pip2, p1 =5 (mod 8), pp =1 (mod 8),

(i) = -1 et K" =Q(/pVp,V-2).

On garde les notations et les hypotheéses de la démonstration du théoréme 18. On a
kerj3 = {1,P;P,}, avec j3 est I'application de Cc dans C+ induite par extension
d’idéaux. D’autre part, P; est inerte dans K *. En effet, on a

()=
D2

de sorte que p; est inerte dans Q(,/p1 ). Soit 3 Iidéal de Q(,/p1 ) au-dessus de p; et
B’ I’idéal de K* au-dessus de P;. On désigne par f(I;/I>) le degré résiduel d’un idéal
I, au-dessus de I,.On a:

F(B /p2) = f(B')Pr) - f(P1/m1) - f(mi/p2) = f(B'/B) - f(B/p2).
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Or f(Pi/m) = f(m/p2) = 1 et f(B/p2) = 2. Donc 2 divise f(8'/P1) qui est
inférieur ou égal a 2. Ce qui veut dire que f(3'/P;) = 2, ou encore P est inerte dans
K*. De méme, P, est inerte dans K*. Posons :

P(K),le groupe des idéaux principaux de K.
I+ ,le groupe des idéaux fractionnaires de K *.
N+ /i (Ik~),le sous-groupe de Ik engendré par les normes d’idéaux de K *.
¢+ k1 application d’ Artin de K*/ K.
(o),le groupe Gal( K™/ K).
On a ¢g+/k(P1) = ¢g+/x(P2) = o, o ¢pg+ ) (P1P2) = (0)?> = 1. Ainsi
P1Pa € ker ¢/ = Ng» ) (I ) P(K). D00 Py Py € Ngv /i (Cc+ ). On en déduit
que K* est de type (A). Comme exactement deux classes de C, capitulent dans les

deux autres sous-extensions de K 2(1) /K, on déduit, d’apres le théoréme 12, que G, est
quaternionique. [

English extended abstract. Let k be an algebraic number field and let k(") be the
Hilbert class field of k (i.e., the maximal Abelian unramified extension of k). It is well
known that any ideal of k, once extended to k(!), becomes principal (or capitules) in
k(D If K is a field between k and k(!), one may wonder whether or not an ideal in k
becomes principal in K. Much work has been devoted to this issue; see, e.g., [1], [5],
(71, [16], [18], [19].

In this paper, we study the problem of the capitulation of the 2-classes of ideals of
imaginary biquadratic fields of the form Q(\/&, v/—2), whose 2-class group is of type
(2,2). Properties of units and class groups come into play in the study of this question.

Let K = Q(v/d,/—2), where d is a positive square-free integer with d # 2. Let
E'x be the unit group of K and let W be the group of roots of unity of K. Define () to
be the unit index [Ex : W Ey]. Our first result is as follows.

Theorem 1. The 2-class field of K = Q(v/d,\/=2) is of type (2,2) if and only if d
has one of the following forms:

(i) d=2qiq2, ¢ =-1 (mod8), ¢2=3 (mod8) and (?) = +1.
p)
2
(ii)) d=pg, p=5 (mod8), ¢g=-1 (mod4) and <q> or <§) = —1.
(i) d=pips, p1=5 (mod8), pp=1 (mod8), () =-1.
D2

(v) d=qq, ¢ = ¢ =3 (mod 8), ) - +1, _72 =—1.

Q@ |k§2X+€Y|

(v) d=2pgq, p=1 (mod8), ¢g=-—1 (mod4) and (Z) =—1.

Here p, p;, q and q; are positive prime integers. Moreover, X and Y in (iv) verify
2q, = E2X2+20XY +2mY? and q = 02— 2mk? with X, Y, k, f and m € Z.

Let us denote the Hilbert 2-class field of K by K (1), the genus field of K by K™, the
2-class group of K by (5, the Hilbert 2-class field of K. él) by KZ(Z), and Gal(K §2) /K)
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GG». Here p and p; are always prime numbers congruent to 1 (mod 4) and ¢ and ¢;

are prime numbers congruent to —1 (mod 4). Our results are as follows.

Theorem 18. Let K = Q(Vd,/—2), d # 2. Suppose that Cy is of type (2,2) and
that Kz(l) # K*. Then we have:

(1) If d = qiqo, then all the classes of Cy capitulate in all proper sub-extensions of
Kz(l)/K. In this case, G is of type (2,2).

(i) If d = 2pq, then all the classes of C, capitulate in K*, while two classes of C
capitulate in each of the two other proper sub-extensions of Kz(l)/ K. In this
case, G is dihedral.

(iii) If d = pi1py, then exactly two classes of Cy capitulate in each proper sub-
extension of Kz(l) /K. In this case, G, is quaternionic.

Corollary 19. Let K = Q(\/d,\/=2), d # 2. Suppose C, is of type (2,2) and assume
K él) # K*. Then there are exactly two classes of C, which capitulate in each proper
sub-extension of Kél)/K.

11.

12.

13.

(1) If d = 2q1q, then G, is quaternionic.
(ii) If d = pq with ¢ = 3 (mod 8), then G, is quaternionic.
(iii) If d = pq with g = —1 (mod 8), then G, is quaternionic or semi-dihedral.
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