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RANG DE COURBES ELLIPTIQUES DONT LE

GROUPE DE TORSION EST NON TRIVIAL

ODILE LECACHEUX

RÉSUMÉ. Nous d́ecrivons une ḿethode pour construire des courbes elliptiques ayant
un point de 7-torsion (resp. 8-torsion), qui sont de rang 1 surQ(T ) ou de rang 2
surQ.

ABSTRACT. We give a method for constructing elliptic curves with a 7-torsion or
8-torsion point and rank 1 overQ(T ), respectively of rank 2 overQ.

1. Introduction. Soit E une courbe elliptique surQ. Le th́eor̀eme de Mordell-Weil
montre que

E(Q) ' E(Q)tors× Zr

où r est appeĺe le rang surQ de la courbe. LorsqueE décrit l’ensemble des courbes
elliptiques surQ, un th́eor̀eme de Mazur montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de
groupes de torsion possibles; en revanche, on ignore sir est borńe. Rappelons que le
groupeE(Q)tors ne peut avoir que les structures suivantes :

E(Q)tors
∼=

{ Z/mZ si m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12;

Z/2Z× Z/2mZ si m = 1, 2, 3, 4.

Nous donnons quelques résultats surr et nous renvoyons le lecteurà la ŕeférence [2].
Si E(Q)tor = 0, il existe une courbe avecr ≥ 24; si #E(Q)tor = 2, il existe une courbe
avecr = 15. Par contre, si #E(Q)tor ≥ 5, les exemples connus donnent des valeurs de
r ≤ 6.

2. Surfaces modulaires.Si E est une courbe elliptique surC etP un point d’ordreN ,
il existe un ŕeseauL = (1, τ) tel queE(C) ∼ C/(1, τ) etP correspond̀a 1/N . Soit

Γ1(N) =
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) : c ≡ 0 et a ≡ 1 (N)

}
.

Les points de la surface de RiemannH/Γ1(N) sont en correspondance avec les classes
d’isomorphismes des couples(E, P ) oùE est une courbe elliptique surC etP un point
d’ordreN .

Reçu le 15 septembre 2003 et, sous forme définitive, le 31 janvier 2005.
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Si N ≥ 5, le produit semi-direct deΓ1(N) parZ2 opère librement surH×C par
l’action

(γ, p, q)(τ, z) =
(
γ · τ, z + pτ + q

cτ + d

)
·

On noteEΓ1(N) la surface quotient etYΓ1(N) = Γ1(N)\H la courbe quotient. La
fibration elliptique

EΓ1(N) → YΓ1(N)

se prolonge en une fibration semi-stable

EΓ1(N) → XΓ1(N)

que l’on note surface elliptique modulaire [6]. SiN ≤ 6, les surfaces elliptiques sont
rationnelles.

3. Groupe de torsion isomorphèaZ/7Z,Z/8Z etZ/2Z×Z/6Z. Plus ǵeńeralement
on consid̀ere les sous-groupes de congruenceΓ1(7), Γ1(6) ∩ Γ(2) etΓ1(8), où

Γ(2) =
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z), : b et c pairs

}
,

correspondant aux sous-groupes de torsion isomorpheàZ/7Z/6Z. Les surfaces mo-
dulaires correspondantes

EΓ → XΓ

ont la propríet́e suivante : le genre deXΓ est 0 et le genre ǵeoḿetrique (c’est-̀a-dire le
nombre de 2-formes régulìeres ind́ependantes) d’un modèle non singulierSΓ deEΓ est
1. Ce sont des surfacesK3.

Dans cet expośe nous donnerons principalement des résultats pour les courbes ayant
de la 7-torsion et de la 8-torsion. Le cas où le groupe de torsion estZ/2Z×Z/6Z peut
se traiter de la m̂eme manìere et seráetudíe dans un autre article.

4. Fibrations elliptiques. La méthode que nous donnerons pour construire des courbes
elliptiques surQ(T ) avec un rang 1 surQ(T ) est de construire sur la surfaceK3
modulaire une autre fibration elliptique. Nous donnons ici une méthode qui donne un
résultat dans les trois cas définis pŕećedemment.

Toute courbe elliptique sur un corpsK ayant un pointK-rationnel d’ordre infini ou
fini et suṕerieurà 3 a un mod̀ele de la forme suivante (dite de Tate, ayant(0, 0) comme
point rationnel) :

Y 2 + (1− b)XY − cY = X3 − cX2.

Une droiteY = mX + ` coupe la courbe en trois points, d’abscisses

x1, x2, x3,

racines du polyn̂ome

(`X + m)2 + (1− b)X(`X + m)− c(`X + m) = X3 − cX2.

On suppose que la droite passe par le point 2(0, 0), c’est-à-dire le double du point(0, 0),
et on noteU etV les abscisses de deux points géńeraux aligńes avec 2(0, 0).
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Les fonctionsU etV sont alors líees par les relations

4
(
UV c + 1/4c2) (

U + V + 1/4(1− b)2) =
(
UV + c(U + V ) + 1/2c(1− b)

)2
.

Si on poseU = cu, V = cv, alors l’équation de la courbe devient

(uv − u− v)2c = b
(
u + v + uv(b− 1)

)
.

Si le point(0, 0) est d’ordre 7 (resp. 8), alorsb et c sont líes par la relation

Et[7] : c = t3 − t2, b = t2 − t,

Et[8] : c = (2t− 1)(t− 1), b = (2t− 1)(t− 1)/t.

On obtient alors les deux́equations des surfaces modulaires

F7 : (uv − u− v)2t =
(
u + v + uv

(
t2 − t− 1

))
,

F8 : (uv − u− v)2t =
(

u + v + uv
2t2 − 4t + 1

t

)
.

La fibration elliptique
(u, v, t) 7→ v

a pour fibre ǵeńerique la courbe elliptique que nous noteronsFv[∗], et dont unéequation
de Weierstrass est respectivement

Fv[7] : Y 2 + 2
v

v − 1
XY + 4

v2(2v − 3)
(v − 1)2 Y

=
(

X − 2
v

v − 1

)(
X + 2

v

v − 1

) (
X − 2v

(2v + 1)
v − 1

)
,

Fv[8] : Y 2 − 2
4v − 1

v
XY − 8

3v2 + v − 1
v

Y = (X + 4v)
(
X2 − 32v + 16

)
.

Les pointsévidents (Y = 0) sont d’ordre 2 ou d’ordre infini, et chaque courbe a au
moins un point d’ordre infini.

5. Courbes de rang 1.Consid́erons l’un des points d’ordre infiniM deFv[7] (resp.
Fv[8]) et ses multipleskM . Alors, à tout k correspond une familleEt(v)[7] (resp.
Et(v)[8]) avec un point rationnel surQ(v). Nous retiendrons parmi ces exemples les
valeurs dek où t(v) est une fraction rationnelle de hauteur≤ 2. PourEt[7] nous
renvoyons̀a [4] pour des ŕesultats complets.

PourEt[8], nous avons

t = t1(v) =
v

v2 + 4v + 2
, t2(v) =

−2v

v2 + 2
, t3(v) =

v(v + 2)
v2 + 4v + 2

,

et les points d’abscisses (dans le modèleEb,c) sont

x1 = −(v + 1)(v + 2)
v2 + 4v + 2

, x2 =
v(v + 2)

(
v2 + 2v + 2

)

2
(
v2 + 2

) , x3 =
−2v(v + 1)

(v + 2)
(
v2 + 4v + 2

) ·

Dans le premier cas, le point d’abscissex1 est de torsion et le groupe de torsion de
la courbeEt1(v) est isomorphèaZ/2× Z/8. Dans les autres cas, il est d’ordre infini.
Ce dernier ŕesultat est obtenu par spécialisation dans chaque casétudíe. Nous obtenons
donc le th́eor̀eme suivant.
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Théorème 5.1. Il existe des courbes elliptiques surQ(T ) de rang≥ 1 ayant un point
de torsion d’ordre7 (resp.8) surQ(T ).

6. Courbes de rang 2.Exposons la ḿethode pour le cas de 8-torsion et renvoyons le
lecteurà l’article [4] pour la 7-torsion. Considérons la courbeC23 définie par l’́equation
t2(z) = t3(w). Commet2 et t3 sont des fractions rationnelles de hauteur 2 et que
t2(z) = 0 et t3(w) = 0 ont des solutions rationnelles, la courbeC23 est une courbe
elliptique surQ de rang 1. Unéequation de Weierstrass de cette courbe est

Y 2 = X3 − 2X.

Les plus petites valeurs det obtenues sontt = 12/17 et−156/1361; les courbesEt[8]
correspondantes sont effectivement de rang 2. Utilisant un théor̀eme de [7] montrant
que par sṕecialisation le rang, sauf pour un nombre fini de cas, ne diminue pas, nous
montrons que les courbes de cette famille ont, sauf peut-être pour un nombre fini, un
rang≥ 2. Nous obtenons alors le théor̀eme suivant.

Théorème 6.1. Il existe une infinit́e de courbes elliptiques surQ de rang2 surQ et
ayant un groupe de torsion isomorpheàZ/7Z (resp.Z/8Z). Une infinit́e de ces courbes
est paraḿetrée par les points rationnels d’une courbe elliptique.

7. Courbes elliptiques avec un groupe de torsionZ/2Z × Z/8Z. Consid́erons les
courbesC12 etC13 définies respectivement par leséquations

C12 : t1(v) = t2(w),

C13 : t1(v) = t3(w).

Avec les m̂emes arguments que dans le paragraphe préćedent ces courbes sont des
courbes elliptiques surQ de rang 1. On conclut alors de la même façon et on obtient le
résultat suivant.

Théorème 7.1. Il existe une infinit́e de courbes elliptiques surQ de rang1, et ayant
un groupe de torsion isomorphèa Z/2Z × Z/8Z. Ces courbes sont paramétrées par
les points rationnels de courbes elliptiques.

Remarque 7.2.La courbeC12 figure dans l’article [1]. La secondeC13 est nouvelle.
Deux autres courbes (Kulesz [3], Lecacheux) ontét́e obtenues de manière analogue
en utilisant d’autres fibrations elliptiques sur la surface modulaire. De même, d’autres
courbes elliptiques de rang> 0 paraḿetrisent des familles de courbes elliptiques de
rang≥ 2 avec un groupe de torsion isomorpheàZ/8Z. Voir [2] pour des ŕesultats plus
complets.

8. Courbes de rang 5 : une ḿethode. Par sṕecialisation de courbes elliptiques sur
Q(T ) ayant un groupe de torsion isomorpheàZ/8Z, on obtient des courbes de rang
≥ 2. Les calculs ont́et́e faits par A. Dujella.

On choisit une famillet(u) = n(u)/d(u) dont les degŕes ded(u) et n(u) sont
petits pour pouvoir calculer le rang des courbesEt(u)[∗] = E pour environ 106 valeurs
deu. On śelectionne des courbes avec les critères de Mestre-Nagao suivants. Posons
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ap = ap(E) = p + 1− |E(Fp)|. Pour un entierN fixé, on d́efinit

S1(N) = S1(N, E) =
∑

p≤N, p premier

−ap + 2
p + 1− ap

log(p);

S2(N) = S1(N, E) =
∑

p≤N, p premier

−ap + 2
p + 1− ap

;

S3(N) = S(N, E) =
∑

p≤N, p premier

−ap log(p).

On choisit une centaine de courbes pour lesquelles lesSi(N) sont grands. Exṕerimen-
talement, les courbes de grand rang correspondentà de grandes valeurs deSi(N) (on
utilise les m̂emes arguments que pour la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer). On
calcule ensuite le rang exact en trouvant des points rationnels et en majorant le rang
(majoration de [5] sur le rang de courbes avec torsion).

Une courbe de rang 5 áet́e obtenue avec

d = −10295/6916= − 5× 29× 71
22 × 7× 13× 19

;

son conducteur est

24 × 3× 5× 7× 13× 19× 29× 31× 43× 53× 71× 109× 7559× 5393

et la courbe est

y2 = x3 + x2 − 11849634571550798667743047864720x

+ 15613761915399875450490670165233536220551598068.

Voir [2] pour d’autres courbes de rang 5 et des résultats actualiśes.

English extended abstract.We give a method for constructing elliptic curves with a
7-torsion or 8-torsion point of rank 1 overQ(T ), respectively of rank 2 overQ. We
start with the two modular surfaces corresponding to elliptic curves with 7 or 8-torsion
and the two surfaces areK3-surfaces. We transform the Weiertrass equation to obtain
other elliptic fibrations. Let us start with the Tate form for an elliptic curve overQ with
a rational point

Y 2 + (1− b)XY − cY = X3 − cX2

(the point(0, 0) is rational).
If U andV are theX−coordinates of two points on the elliptic curve lined up with

2(0, 0), then we have

4(UV c + 1/4c2)(U + V + 1/4(1− b)2) =
(
UV + c(U + V ) + 1/2c(1− b)

)2
.

If U = cu andV = cv, we have

(uv − u− v)2c = b
(
u + v + uv(b− 1)

)
.
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If (0, 0) is a 7−torsion (resp 8−torsion) point, thenb andc are linked by the relations

{
c = t3 − t2, b = t2 − t for 7-torsion,

c = (2t− 1)(t− 1), b = (2t− 1)(t− 1)/t for 8-torsion.

We obtain the two equations for the modular surfaces:

{
F7 : (uv − u− v)2t = u + v + uv

(
t2 − t− 1

)
,

F8 : (uv − u− v)2t = u + v + uv
(

2t2−4t+1
t

)
.

Then in the two cases, we have a second elliptic fibration

(u, v, t) 7→ v.

The rank of this elliptic fibration is positive and we consider a non-torsion point
M on Q(v). Taking kM we construct rational curves on the two modular surfaces,
hence elliptic curves with 7 or 8−torsion and rank 1 overQ(v). The detailed results for
7−torsion are given in [4]. For 8−torsion we have selected two examples:t = t2(v) and
x = x2(v); t = t3(v) andx = x3(v). The first example corresponds to a torsion-group
Z/2× Z/8. This gives the first result.

Theorem 5.1. There exist elliptic curves onQ(T ) with rank1 and rational7-torsion
point (resp.8-torsion point).

The curvest2(u) = t3(v) and t1(u) = t2(v) are elliptic curves overQ with an
infinity of rational points, so we have the two others results.

Theorem 6.1. There exist infinitely many elliptic curves overQ of rank1with a rational
7-torsion point (resp.8-torsion point).

Theorem 7.1. There exist infinitely many elliptic curves overQ with rank1 with the
torsion groupZ/2× Z/8.

By specialization of these parametrized families, Dujella found an elliptic curve with
rank 5 and a rational 8−torsion point.
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