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RANG DE COURBES ELLIPTIQUES DONT LE
GROUPE DE TORSION EST NON TRIVIAL

ObILE LECACHEUX

RESUME. Nous cécrivons une rathode pour construire des courbes elliptiques ayant
un point de 7-torsion (resp. 8-torsion), qui sont de rang 1) ou de rang 2

sur@Q.

ABSTRACT. We give a method for constructing elliptic curves with a 7-torsion or
8-torsion point and rank 1 ovép(T'), respectively of rank 2 ovep.

1. Introduction. Soit E' une courbe elliptiqgue su@. Le theoeme de Mordell-Weil
montre que
E(Q) ~ E(Q)tors X Z"

ou r est appe le rang surfQ de la courbe. Lorsqué& décrit I'ensemble des courbes
elliptiqgues surQ, un treoeme de Mazur montre qu'il n'y a qu'un nombre fini de
groupes de torsion possibles; en revanche, on ignaresi bor@. Rappelons que le

groupeFE (Q)iors Ne peut avoir que les structures suivantes :

Z/mZ sim=1,223456,78,9,10 12;

E >~
(@eors { Z)27 x Z/2mZ  sim = 1,2,3,4.

Nous donnons quelquessultats sur et nous renvoyons le lecteaita eference [2].
Si E(Q)tor = 0, il existe une courbe avec> 24; si #£(Q)wr = 2, il existe une courbe
avecr = 15. Par contre, siE(Q)wr > 5, les exemples connus donnent des valeurs de
r <B6.

2. Surfaces modulaires.Si F est une courbe elliptique sret P un point d’ordre/N,
il existe un eseaul = (1,7) tel queE(C) ~ C/(1,7) et P corresponc 1/N. Soit

rl(N):{<Z Z) € SLy(Z): ¢=0 etazl(N)}.

Les points de la surface de Riemahyl'1(/V) sont en correspondance avec les classes
d’isomorphismes des coupléE, P) ou E est une courbe elliptique sGret P un point
d’'ordreN.

Recu le 15 septembre 2003 et, sous forrafinitive, le 31 janvier 2005.
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Si N > 5, le produit semi-direct d&1(N) par Z? opere librement susxC par
I'action
z+pr+ q) ‘
cr+d
On note Er, (v la surface quotient eYr, vy = I'1(N)\$ la courbe quotient. La
fibration elliptique

(V0 @)(T,2) = (’v T,

Ery(n) = Yry(w)
se prolonge en une fibration semi-stable

Er,(ny = X1y

que I'on note surface elliptique modulaire [6]. 8i < 6, les surfaces elliptiques sont
rationnelles.

3. Groupe de torsion isomorphea Z /77, 7./8Z et ./ 27 x 7./6Z. Plus gréralement
on consi@ére les sous-groupes de congruehig€’), I'1(6) N I'(2) etI'1(8), ou

2 = {(i 2) € SLy(Z),: b ete pairs},

correspondant aux sous-groupes de torsion isoma@h&7/67Z. Les surfaces mo-
dulaires correspondantes
Er — Xr

ont la proprété suivante : le genre d&r est 0 et le genre@pnetrique (c’esta-dire le
nombre de 2-formesgulieres in@pendantes) d’'un meéte non singulieSr de Er est
1. Ce sont des surfacés3.

Dans cet expdsnous donnerons principalement desultats pour les courbes ayant
de la 7-torsion et de la 8-torsion. Le casle groupe de torsion e&l/27Z x Z/67Z peut
se traiter de la @me maregre et ser&tudié dans un autre article.

4. Fibrations elliptiques. La méthode que nous donnerons pour construire des courbes
elliptiques surQ(7') avec un rang 1 su@(7) est de construire sur la surfadé3
modulaire une autre fibration elliptique. Nous donnons ici ug¢hwde qui donne un
résultat dans les trois cagfihis pecdemment.

Toute courbe elliptique sur un corps ayant un point-rationnel d’ordre infini ou
fini et sugerieura 3 a un modle de la forme suivante (dite de Tate, ay@h0) comme
point rationnel) :

Y2+ (1-b)XY —cY = X3 — X2

Une droiteY = mX + ¢ coupe la courbe en trois points, d’abscisses
T, T2, I3,
racines du polyame
(X +m)?+ (1 —b)X(UX +m) — c(tX +m) = X3 — X2

On suppose que la droite passe par le paif@), c’est-a-dire le double du poif®, 0),
et on notelJ etV les abscisses de deux poinégraux aligies avec 20, 0).
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Les fonctiondJ etV sont alors lees par les relations
4(UVe+1/4&2) (U+V +1/41—b)?) = (UV +c(U + V) +1/2¢(1 — b))°.
Sion posdJ = cu,V = cv, alors l'équation de la courbe devient
(wv — u — v)%c = b(u+v+uv(b—1)).
Si le point(0, 0) est d'ordre 7 (resp. 8), alotset c sont liés par la relation
Ef7): c=t3—1?, b=1>—t,
Ef8: c=(2t—-1)(t—1), b= (2t —1)(t —1)/t.
On obtient alors les deltdguations des surfaces modulaires
Fri (wo—u—0)t = (u+v+uv(t2—t—l)),

202 — 4t +1
Fg: (wv—u—v)%t = <u+v+uv>.

La fibration elliptique
(u,v,t) — v

a pour fibre @rérique la courbe elliptique que nous noterdhg|, et dont unéquation
de Weierstrass est respectivement

2(2v — 3)
E7: v2e2—t xy+4 203y
7 v—1 (v—1)?
v v (2v+1)
= — + —
(x 20 ) (xe2t)) (-2 @2D)
4v -1 3vl+uv—1

F,8:Y%-2

XY -8V = (X +4) (X? - 320 + 16) .
v

Les pointsévidents ¥ = 0) sont d’ordre 2 ou d’ordre infini, et chaque courbe a au
moins un point d’ordre infini.

5. Courbes de rang 1.Consicerons I'un des points d’ordre infini/ de F,[7] (resp.
F,[8]) et ses multiples:M. Alors, a toutk correspond une famillés,,[7] (resp.
FE,,[8]) avec un point rationnel su@(v). Nous retiendrons parmi ces exemples les
valeurs dek ou t(v) est une fraction rationnelle de hautedr2. Pour E;[7] nous
renvoyonsa [4] pour desé&sultats complets.

PourE,[8], nous avons

v —2v v(v+2)
T 2+ dp+2 t2(v) = w2+ 2 fa(v) = v2+4u+2’
et les points d'abscisses (dans le rled, ) sont
. I CECRY)) N ~o(v+2) (V¥ +20+2) o —2v(v+l)
LT T 220 T 2(v2+2) C T w2 (VA +2)

Dans le premier cas, le point d’abscisseest de torsion et le groupe de torsion de
la courbeF,, () estisomorph@7Z/2 x Z/8. Dans les autres cas, il est d’ordre infini.
Ce dernier ésultat est obtenu par&galisation dans chaque dasidie. Nous obtenons
donc le tleoeme suivant.

t =t1(v)
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Théoréme 5.1.11 existe des courbes elliptiques S@(7") de rang> 1 ayant un point
de torsion d’ordre7 (resp.8) sur Q(7).

6. Courbes de rang 2.Exposons la rathode pour le cas de 8-torsion et renvoyons le
lecteura I'article [4] pour la 7-torsion. Consétons la courb€’>3 définie par [équation
t2(z) = tz(w). Commet, et ¢z sont des fractions rationnelles de hauteur 2 et que
t2(z) = 0 ettz(w) = 0 ont des solutions rationnelles, la coudg; est une courbe
elliptique surQ de rang 1. Un&quation de Weierstrass de cette courbe est

Y2 = X% 2X.

Les plus petites valeurs debtenues sont= 12/17 et—156/1361; les courbeg’; (8]
correspondantes sont effectivement de rang 2. Utilisant @oréme de [7] montrant

que par spcialisation le rang, sauf pour un nombre fini de cas, ne diminue pas, nous
montrons que les courbes de cette famille ont, sauf pgatpour un nombre fini, un
rang> 2. Nous obtenons alors leébeme suivant.

Theoreme 6.1. 11 existe une infinié de courbes elliptiques s@ de rang2 sur Q et
ayant un groupe de torsion isomorphé /77 (resp.Z/8Z). Une infinie de ces courbes
est parargtrée par les points rationnels d’une courbe elliptique.

7. Courbes elliptiques avec un groupe de torsiofZ. /27 x 7 /8Z. Consicrons les
courbegs’, et 3 définies respectivement par leguations

Avec les némes arguments que dans le paragrapleedent ces courbes sont des
courbes elliptiques su® de rang 1. On conclut alors de l&@me facon et on obtient le
résultat suivant.

Théeoreme 7.1.11 existe une infinié de courbes elliptiques s@ de rangl, et ayant
un groupe de torsion isomorpl&eZ/27Z x 7./8Z. Ces courbes sont pard&tées par
les points rationnels de courbes elliptiques.

Remarque 7.2La courbeCi, figure dans l'article [1]. La second@;z est nouvelle.
Deux autres courbes (Kulesz [3], Lecacheux) et obtenues de maarie analogue
en utilisant d’autres fibrations elliptiques sur la surface modulaire. Baend’autres
courbes elliptiqgues de rang 0 paranétrisent des familles de courbes elliptiques de
rang> 2 avec un groupe de torsion isomorghé/8Z. Voir [2] pour des ésultats plus
complets.

8. Courbes de rang 5 : une mdthode. Par sgcialisation de courbes elliptiques sur
Q(T) ayant un groupe de torsion isomorphé /87, on obtient des courbes de rang
> 2. Les calculs ongté faits par A. Dujella.

On choisit une famillet(v) = n(u)/d(u) dont les deges ded(u) et n(u) sont
petits pour pouvoir calculer le rang des courligg, [+] = E pour environ 16 valeurs
deu. On 2lectionne des courbes avec lesargs de Mestre-Nagao suivants. Posons
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a, = ap(E) = p+1—|E(F,)|. Pour un entietV fixé, on dfinit

—a,+2

N) = N, F) = —| ;
S1(N) = S1(N, E) Y i oo
p<N, p premier
_ _ Tw*2
So(N)=Si(N.E)= > pria)

p<N, p premier

Sa(N)=S(N,E)= Y —a, log(p).

p<N, p premier

On choisitune centaine de courbes pour lesquelles; (@6) sont grands. Exgrimen-
talement, les courbes de grand rang corresporaldetgrandes valeurs dg(N) (on
utilise les némes arguments que pour la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer). On
calcule ensuite le rang exact en trouvant des points rationnels et en majorant le rang
(majoration de [5] sur le rang de courbes avec torsion).

Une courbe de rang 5&te obtenue avec

5x29x 71

= -102 16= — ;
d 0295/6916 22x7x13x 19

son conducteur est
2% 3x5x7x13x19%x29% 31x 43 x 53x 71 x 109x 7559x 5393
et la courbe est

y? = 23 + 2% — 11849634571550798667743047864720
+15613761915399875450490670165233536220551598068

Voir [2] pour d’autres courbes de rang 5 et desultats actualés.

English extended abstract.We give a method for constructing elliptic curves with a
7-torsion or 8-torsion point of rank 1 ovéy(7T'), respectively of rank 2 ove@. We
start with the two modular surfaces corresponding to elliptic curves with 7 or 8-torsion
and the two surfaces af€3-surfaces. We transform the Weiertrass equation to obtain
other elliptic fibrations. Let us start with the Tate form for an elliptic curve &yevith
a rational point

Y2+ (1-b)XY —¢Y = X3 —¢X?

(the point(0, 0) is rational).
If U andV are theX —coordinates of two points on the elliptic curve lined up with
2(0,0), then we have

AUVe+1AP) (U +V +1/4(1—b)%) = (UV +c(U + V) + 1/2¢(1 - b))?.
If U = cuandV = cv, we have

(uv—u—v)zc:b(u+v+uv(b—1)).
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If (0,0) is a 7—torsion (resp 8torsion) point, ther andc are linked by the relations

{ c=1t3—1? b=1t2—t for 7-torsion,
c=(2t-1(t—-1),b=(2t—1)(t—1)/t for 8-torsion.

We obtain the two equations for the modular surfaces:
{ Fr ot (w—u—v)?t=utv+u(t?—t—1),

Fg @ (w—u—v)t=u+v+uw (M) .
Then in the two cases, we have a second elliptic fibration
(u,v,t) — v.

The rank of this elliptic fibration is positive and we consider a non-torsion point
M on Q(v). Taking kM we construct rational curves on the two modular surfaces,
hence elliptic curves with 7 or-8torsion and rank 1 ove@(v). The detailed results for
7—torsion are given in [4]. For-8torsion we have selected two examples: ¢,(v) and
x = x2(v); t = tz(v) andz = x3(v). The first example corresponds to a torsion-group
Z]2 x Z./8. This gives the first result.

Theorem 5.1. There exist elliptic curves o@(7") with rank 1 and rational 7-torsion
point (resp.8-torsion point).

The curvesiz(u) = t3(v) andti(u) = tz(v) are elliptic curves ovef) with an
infinity of rational points, so we have the two others results.

Theorem 6.1. There exist infinitely many elliptic curves o¥@of rank1 with arational
7-torsion point (resgB-torsion point).

Theorem 7.1. There exist infinitely many elliptic curves ov@rwith rank 1 with the
torsion groupZ/2 x 7./8.

By specialization of these parametrized families, Dujella found an elliptic curve with
rank 5 and a rational-8torsion point.
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