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RELATIONS LIN ÉAIRES ENTRE LES RACINES

D’UN POLYN ÔME ET ANNEAUX DE SCHUR

FRANCK LALANDE

RÉSUMÉ. Soientk un corps de caractéristique nulle et(G,H) une paire de groupes
finis (H ⊂ G). Le pŕesent article s’int́eresse aux́eventuelles relationsk-linéaires
entre un nombre alǵebriqueα et sesk-conjugúes, pour lesquelsG est le groupe de
Galois de la cl̂oture galoisienne dek(α) etH le fixateur deα. Cet article met en
évidence l’importance de l’alg̀ebreA = eHk[G]eH (où eH = 1

|H|
∑

h∈H h) pour
l’ étude de ces relations.

ABSTRACT. Let k be a field of characteristic 0 and(G,H) (H ⊂ G) a pair of finite
groups. This article deals with possible linear relations between an algebraic number
α and itsk-conjugates such thatG is the Galois group of the Galois closure ofk(α)
andH the fixator ofα. We show the importance of the algebraA = eHk[G]eH

(eH = 1
|H|

∑
h∈H h) for studing these relations.

Soient k un corps de caractéristique 0,G le groupe de Galois d’une extension
galoisienneL/k etH un sous-groupe deG d’indicen. On s’int́eresse dans la suite aux
relations lińeaireśeventuelles

(1) a1α1 + a2α2 + · · · + anαn = 0

à coefficients dansk entre un ǵeńerateurα du sous-corpsK = LH fixé parH et
ses conjugúesα1, α2, . . . , αn surk. Le cadre naturel pouŕetudier ces relations áet́e
introduit par Girstmair (cf. [G1, G2]); rappelons-le brièvement. Au sous-groupeH fixé
deG, on associeeH = 1

|H|
∑

h∈H h. C’est unélément idempotent dek[G] et pour
x ∈ G, x ∈ H si et seulement sixeH = eH . NotonsV le k[G]-modulek[G]eH

et s1, . . . , sn un syst̀eme de repŕesentants des classesà gauche deG moduloH. Ce
choix étant fait, unélément deV s’écrit de manìere unique sous la forme

∑
i bisieH

où bi ∈ k et dans ce contexte, la relation(1) s’écrit
∑
aisieH .α = 0. Ceci am̀ene la

définition suivante (cf. [G2]). Un k[G]-sous-moduleW dek[G]eH estadmissibles’il
existeα ∈ L tel queWα = 0 etGα = H. En d’autres termes, leséléments deW sont
les relations lińeaires entre un ǵeńerateurα deLH et ses conjugúes surk. Par exemple,
le sous-modulek[G]eG = keG est admissible, il lui correspond larelation triviale∑n

1 αi = 0. Dans ce travail, nous montrons qu’il existe une correspondance entre
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certaines relations de type(1) et leséléments non-inversibles de l’anneau de Schur
A = eHk[G]eH . Les relations ainsi obtenues sont importantes car elles engendrent
sur k[G] toutes les relations possibles; c’est l’objet du théor̀eme 1. Dans la suite, la
repŕesentation de permutation induite parH (qui à g ∈ G associeϕg ∈ Perm(G/H))
sera supposée fidèle, ce qui revient̀a dire queL est la cl̂oture normale deK = k(α). Si
H est maximal, cette représentation de permutation est appeléeprimitive. En termes de
corps, cela veut dire qu’il n’y a pas de corps entrek etLH . Enfin, rappelons un critère
d’admissibilit́e dûà Girstmair (th́eor̀eme 1 de [G2]). Pour qu’un sous-moduleW de
k[G]eH soit admissible, il faut et il suffit que(s− 1)eH ∈W (s ∈ G) entrâınes ∈ H,
ou de manìereéquivalente queW ne contienne aucun des(si − 1)eH non-nuls. Dans
le cas d’une paire(G,H) primitive, cette condition revient̀a dire queW ne contient
pas le sous-modulek[G](eH − eG), c’est-̀a-dire le sous-module dek[G]eH formé des
éléments

∑
aisieH pour lesquels la somme

∑
ai est nulle. Ces éléments seront appelés

dans la suite deśeléments de poids nul ou encore lesélémentsx dek[G]eH tels que
xeG = 0. Remarquons cependant que dans tous les cas, et pas seulement dans le cas de
paires primitives, un sous-module admissibleW ne peut pas contenirk[G](eH − eG).
En effet, dans le cas contraire, pours /∈ H, comme(s − 1)eHeG = 0, (s − 1)eH

appartient̀a k[G](eH − eG) et serait alors dansW , ce qui contredit l’admissibilit́e de
W .

1. Le rôle de l’algèbre A = eHk[G]eH . On rappelle que lerang d (cf. [DM]) de
la paire (G,H) est le nombre d’orbites deH pour l’action deG sur G/H. On
note I1, . . . , Id ces orbites. L’orbiteI1 est égale à{s1H} = H, et l’orbite Ij est
égale à{sijH, . . . , sij+dj−1H}, dj désignant le cardinal de l’orbiteIj . Nous noterons
désormaisA la k-algèbreeHk[G]eH ; c’est une alg̀ebre d’́elément unit́eeH et un exem-
ple de ce qu’on appelle un anneau de Schur (cf. [T]).

Lemme 1. Un élément deA s’écrit de manìere unique sous la forme
∑d

j=1 bjfj où
bj ∈ k etfj = eHsijeH . De plus,fj = eHsijeH = (1/dj)(sij + · · · + sij+dj−1)eH .

Preuve.Poura ∈ k[G], aeH s’écrit de manìere unique sous la forme
∑
aisieH . Par

ailleurs, on voit aiśement que sur une orbite,

eH

ij+dj−1∑
i=ij

aisieH

 =

ij+dj−1∑
i=ij

ai

 eHsijeH =

ij+dj−1∑
i=ij

ai

 fj

et ainsi

eHaeH =
d∑

j=1

ij+dj−1∑
i=ij

ai

 eHsijeH =
d∑

j=1

bjfj .

Enfin, puisqueIj est une orbite sous l’action deH,

fj =
1
|H|

∑
h∈H

hsijeH =
1
|H|

|H|
dj

(sij + · · · + sij+dj−1)eH . �

Consid́erons maintenant l’applicationψ : A −→ Endk(K) qui à a ∈ A associe
ψa : K → K définie parψa(α) = aα. C’est un homomorphisme d’algèbres injectif.
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En effet, si(s(θ))s∈G est une base normale deL/k etβ = eH(θ), lessi(β) sont alors
k-linéairement ind́ependants et donc siψa(β) = 0, alorsa = 0. On a alors le résultat
suivant.

Lemme 2. Pour queψa soit injective, il faut et il suffit quea soit inversible dansA.

Preuve.Si a est inversible, il existeb ∈ A tel queba = eH et ainsi, siψa(x) = 0,
ψbψa(x) = x = 0 etψa est injective. Ŕeciproquement, sia n’est pas inversible, comme
A est une alg̀ebre de dimension finie, il existec 6= 0 tel queac = 0 etψac ≡ 0. Mais
commeψ est injective,ψc 6≡ 0 et par suite Ker(ψa) 6= {0}. �

Poura =
∑
ass ∈ k[G], on d́efinit le poidsdea commeétantp(a) =

∑
as. C’est

une fonction multiplicative et additive surk[G]. Pour unélémenta ∈ A de poids nul,
l’applicationψa est nulle surk. Cette remarque étant faite, on a le résultat suivant.

Proposition 1. Soita =
∑

j bjfj un élément deA non-inversible et de poids non-nul.

SiH est maximal, il existe un géńerateurα deK = LH tel queψa(α) = 0, c’est-̀a-dire
dont les conjugúes surk vérifient la relationaα =

∑
j

bj

dj
(αij + · · · + αij+dj−1) = 0.

Preuve.D’après le lemme 2,ψa est non injective. Puisquea est de poids non nul,ψa

ne s’annule pas surk et enfin puisqueH est maximal, tout́elément deK qui n’est pas
dansk est un ǵeńerateur.�

Par exemple,eG = |H|
|G|

∑
j djfj est non-inversible puisque pour touta ∈ k[G],

eGa = aeG = p(a)eG et de poids non nuĺegalà 1. Il lui correspond la relation triviale
où tous lesai de(1) sontégauxà 1.

Remarque.La condition sur le poids permet d’affirmer qu’un tela est admissible mais
est cependant une condition beaucoup trop forte. Unélément de poids nul peutêtre
admissible. Pour insister, tout sous-module deV qui ne contient paseG ne contient que
deséléments de poids nul.

Exemple. Le groupe alterńeA5 admet une représentation primitive en degré 10 cor-
respondant au sous-groupe maximalH =< (12)(45), (123) > d’ordre 6. Un syst̀eme
de repŕesentants deG/H est par exemples1 = id, s2 = (345), s3 = (354),
s4 = (234), s5 = (235), s6 = (24)(35), s7 = (134), s8 = (135), s9 = (14)(35) et
s10 = (15)(24). Le rangd estégalà 3 et sous ces notations, les orbites sontI1 = {s1},
I2 = {s6, s9, s10} et I3 = {s2, s3, s4, s5, s7, s8}. Les lois de multiplication sont les
suivantes:f2f3 = (1/3)(f2 +2f3), f2

2 = (1/3)(f1 +2f3) etf2
3 = (1/6)(f1 +2f2 +3f3).

Un simple calcul de d́eterminant permet de voir qu’uńelémentaf1 + bf2 + cf3 ∈ A est
non-inversible si et seulement sia, b, c vérifient(a+b+c)(3a−2b+c/2)(3a+b−c) = 0.
Par exemplef1 − 3f2 et 2f1 + 3f2 sont non-inversibles de poids respectifs−2 et 5. Ils
existe donc deux ǵeńerateursα etβ deK dont les conjugúes surk vérifient les relations
α1 = α6 + α9 + α10 et 2β1 + β6 + β9 + β10 = 0.

Remarques.L’algèbreA est commutative si la paire(G,H) est de rang 2 ou 3. Des
exemples de relations pour le groupeA5 apparaissent d́ejà dans [G1].

2. Éléments non-inversibles et́eléments admissibles de l’anneauA. Nous pro-
posons maintenant de préciser davantage la structure deséléments non-inversibles de
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A = eHk[G]eH . En tant qu’anneau,A est anti-isomorphèa Endk[G](k[G]eH) (cf. [B],
ex. 3, ch. 1). Cette correspondance résulte du fait qu’une applicationk[G]-linéaireϕ
dek[G]eH est compl̀etement d́etermińee parϕ(eH) qui est unélément deA puisque
ϕ(eH) = ϕ(e2

H) = eHϕ(eH). La structure de Endk[G](k[G]eH) est bien connue, rap-
pelons la brìevement. Soitχ un caract̀ere absolument irréductible deG. Il lui correspond
à conjugaison près (cf. [F]) un unique caractèrek-irréductibleµ = m

∑
χσ = mχ′ où

m est l’indice de Schur deχ surk et lesχσ, les caract̀eres conjugúes deχ surk. La
décomposition isotypique duk[G]-modulek[G]eH s’écrit alors

(∗) k[G]eH =
⊕
χ∈B

k[G]εχ′eH

où εχ′ = χ(1)
|G|

∑
s∈G χ

′(s−1)s etB est un sous-ensemble d’un ensembleB de caract̀eres
absolument irŕeductibles deG contenant un et un seul représentant de chaque classe de
conjugaison (les caractères deB sont ceux deB tels que(1G

H , χ) 6= 0). Il est alors bien
connu (cf.[B]) que Endk[G](k[G]eH) est isomorphe au produitΠχ∈BEndk[G](k[G]εχ′eH),
l’application associant̀aϕ le produit(ϕχ)χ∈B oùϕχ est la restriction deϕ àk[G]εχ′eH .
De plus, dans le cas de lamultiplicité libre (cf. [G2]), c’est-̀a-dire lorsque chaque
composante isotypique est irréductible, Endk[G](k[G]εχ′eH) est un corps et ainsiϕχ est
nul ou inversible. Cela nous donne dans ce cas particulier une description deséléments
non-inversibles deA.

Proposition 2. On suppose la paire(G,H) à multiplicité libre. Pour qu’unélément
a ∈ A soit non-inversible, il faut et il suffit qu’il existe un caractère absolument
irr éductibleχ tel que(1G

H , χ) 6= 0 et εχ′a = 0.

Preuve.Soit a ∈ A et ϕ ∈ Endk[G](k[G]eH) l’application correspondante quià eH

associeϕ(eH) = a. Sous les notations préćedentes,ϕχ(εχ′eH) = εχ′a. Ainsi a est
inversible si et seulement si pour toutχ ∈ B, ϕχ est inversible, ce qui revientà dire
queεχ′a 6= 0. �

Remarque.Le caract̀ere duk[G]-modulek[G]eH est induit par le caractère trivial de
H. Si on note 1GH = 1 +

∑
niχi sa d́ecomposition en caractères irŕeductibles, dire

que la paire(G,H) està multiplicité libre revient̀a dire que dans cette décomposition,
chaqueni estégalà 1. D’autre part, une simple géńeralisation de l’exercice de la page
30 de [S] permet de voir que le rangr de la paire(G,H) satisfaitr = 1 +

∑
i n

2
i . Les

paires de rang 2, 3 et 4 sont doncà multiplicité libre.
Dans le cas primitif, le th́eor̀eme 1 de [G2] (cf. Introduction) permet d’exprimer la

condition d’admissibilit́e d’unélément deA. On a la proposition suivante.

Proposition 3. On suppose(G,H) primitive. Pour qu’unélémenta ∈ A soit admissi-
ble, il faut et il suffit qu’il existeχ 6= 1 ∈ B pour lequelaεχ′ soit non-inversible dans
le sous-anneauAεχ′ .

Preuve.Soit ϕa ∈ Endk[G](k[G]eH) l’application quià eH associea, et soientϕa,χ

ses restrictions aux différentes composantes isotypiquesk[G]εχ′eH . Comme l’anneau
Endk[G](k[G]εχ′eH) est anti-isomorphèa l’anneauεχ′eHk[G]εχ′eH = Aεχ′ , on a que
ϕa,χ est inversible si et seulement siaεχ′ est inversible dans l’anneauAεχ′ d’élément
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unitéεχ′eH . Supposonsaεχ′ et doncϕa,χ inversible pour toutχ 6= 1 ∈ B. Puisqueϕa,χ

est inversible, il existexχ ∈ k[G] tel quexχεχ′a = εχ′eH . Soit alorsα ∈ K tel que
aα = 0. CommeeH =

∑
χ∈B εχ′eH , on aα = eHα = eGα +

∑
χ6=1xχεχ′aα = eGα.

Ainsi, α est fix́e par tous leśeléments deG; il appartient donc̀a k et a n’est pas
admissible. Finalement, sia est admissible,ϕa,χ est non-inversible pour unχ 6= 1.
Réciproquement, supposons qu’il existeχ 6= 1 ∈ B tel queϕa,χ soit non-inversible.
Dans ce cas,ϕ(k[G]eH) = k[G]a ne contient pas

⊕
χ6=1∈B k[G]εχ′eH , c’est-̀a-dire

l’ensemble deśeléments de poids 0, ce qui d’après le th́eor̀eme 1 de [G2] entraı̂ne que
a est admissible.�

Comme corollaire de ces deux propositions, nous retrouvons un résultat de [G2].

Corollaire 1. Soit(G,H) une paire primitive et̀a multiplicité libre. Pour qu’uńelément
a ∈ A soit admissible, il faut et il suffit qu’il existeχ 6= 1 ∈ B tel queεχ′a = 0.

On revient sur l’exemple deA5 en degŕe 10. La d́ecomposition de 1A5
H en caract̀eres

irréductibles s’́ecrit 1A5
H = 1+χ1+χ2 oùχ1 etχ2 sont les caractères irŕeductibles deA5

de degŕes respectifs 4 et 5. On aεχ1eH = 1
10(f1−2f2+f3) etεχ2eH = 1

10(f1+f2−2f3).
De plus, pouru = af1 +bf2 +cf3 ∈ A, on aεχ1u = 0 si et seulement si 6a−4b+c = 0
et εχ2u = 0 si et seulement si 3a + b− c = 0. Ainsi,u est admissible si et seulement si
(6a− 4b + c)(3a + b− c) = 0.

3. Applications. À ce point, une question naturelle est de savoir quel rôle jouent les
éléments deA pour d́ecrire leséléments admissibles dek[G]eH . Sanŝetre totalement
satisfaisant, le th́eor̀eme suivant donne une réponse partiellèa cette question.

Théorème 1. Toutélément admissiblea dek[G]eH s’écrit sous la forme
∑
biai où les

bi appartiennent̀a k[G] et lesai sont deśeléments admissibles deA ∩ k[G]a.

Preuve.On poseW = k[G]a, et soitW =
⊕
Ui sa d́ecomposition en sous-modules

simples. Commek[G] est semi-simple, pour chaqueUi, il existe un idempotentei

tel queUi = k[G]ei. On rappelle queeieH = ei, ainsi e2
i = eieHeieH = ei et par

conśequenteHei est diff́erent de 0. CommeUi est irŕeductible,Ui = k[G]eHei. On
obtient le ŕesultat en posantai = eHei. �

Ce th́eor̀eme fournit une nouvelle démonstration de l’un des premiers résultats sur
le sujet (cf. [G1, D]). Nous aurons besoin de supposer que le corpsk est un sous-corps
du corpsC des nombres complexes.

Corollaire 2. Dans le cas d’une paire(G,H) 2-transitive, les seulśeléments admis-
sibles dek[G]eH sont lesλeG (λ ∈ k). Autrement dit, la seule relation possible est la
relation triviale.

Preuve.Par hypoth̀ese, le rang de la paire(G,H) est égal à 2. En conservant les
notations pŕećedentes,(f1, f2) (oùf1 = eH etf2 = eHs2eH = 1

n−1(s2+s3+· · ·+sn)eH )
est une base deA = eHk[G]eH . Soit a = αf1 + βf2 un élément deA. Comme
f2

2 = 1
n−1(f1 + (n − 2)f2), il est aiśe de v́erifier quea est non-inversible dansA si

et seulement siβ = −α ou β = (n − 1)α. Les seulśeléments non-inversibles deA
sont doncα(f1 − f2) etα(f1 + (n− 1)f2) = α |G|

|H|eG (α ∈ k). Maisf1 − f2 n’est pas
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admissible. En effet, dans le cas contraire, il existerait une extensionL/k de groupeG
et un ǵeńerateurθ deLH tel que(f1 − f2)θ = θ1 − 1

n−1(θ2 + θ3 + · · · + θn) = 0; ceci
est impossible d’après le th́eor̀eme 3’ de [D]. Les seulśeléments admissibles deA sont
donc lesλeG (λ ∈ k) et d’apr̀es le th́eor̀eme 1, tout́elément admissible dek[G]eH est
de la formeλeG. �

Remarque.Le théor̀eme 3’ de [D] affirme qu’une relation
∑
aixi = 0 est impossible

si max(|ai|) = |aj | ≥
∑

i6=j |ai|.
Dans le cas de paires̀a multiplicité libre, le th́eor̀eme 1 peut̂etre pŕeciśe à l’aide

d’une condition de finitude. C’est l’objet du corollaire suivant :

Corollaire 3. On suppose la paire(G,H) à multiplicité libre. Il existe un nombre fini
d’éléments deA idempotents et admissiblese1, . . . , ek posśedant la propríet́e suivante :
pour toutélément admissiblea dek[G]eH , il existe une partieJ ⊂ {1, . . . , k} telle
quea =

∑
j∈J bjej où bj ∈ k[G]. De plus, siaα = 0, ejα = 0 pour toutj ∈ J .

Preuve.On rappelle que la d́ecomposition isotypique duk[G]-modulek[G]eH s’écrit
k[G]eH =

⊕
χ∈B k[G]εχ′eH . Celle dek[G]a est alorsk[G]a =

⊕
χ∈C k[G]aεχ′eH où

C = {χ ∈ B, aεχ′ 6= 0}, et comme par hypothèse chaque composante isotypique est
simple, on ak[G]a =

⊕
χ∈C k[G]εχ′eH . Lesei du corollaire sont donc lesεχ′eH pour

χ ∈ B qui sont clairement deśeléments idempotents deA puisqueεχ′ est idempotent
central. La dernìere affirmation ŕesulte du fait que pour chaqueχ ∈ C, εχ′eH appartient
àk[G]a. �

Remarque.Le corollaire 2 fournit des exemples de paires(G,H) pour lesquelleseG

est le seuĺelément admissible du modulek[G]eH , autrement dit pour lesquelles seule
la relation triviale est possible. Girstmair a caractériśe ces paires (cf. [G2], prop. 12).
Ce sont celles pour lesquelles le caractère 1GH − 1 estk-irréductible. En termes deA-
modules, ce sont les paires(G,H) pour qui leA-moduleA(eH − eG) est irŕeductible.
Ces paires sont primitives car s’il existait un sous-groupeH ′ tel queH < H ′ < G,
l’ élémenteH′ serait admissible. En effet, considérons une extension galoisienneL/k
de groupeG et θ un élément deL tel que(sθ)s∈G en soit une base normale. Dans ce
cas,β = eH(θ) est un ǵeńerateur deLH dont les conjugúes surk ne v́erifient aucune
relationk-linéaire. Il est alorśevident queα = β − eH′(β) est un ǵeńerateur deLH

dont les conjugúes surk vérifient la relation
∑

h∈H′ h(α) = 0. Plus simplement, pour
une paire(G,H) imprimitive sur des blocs de tailled, la relationx1 +x2 + · · ·+xd = 0
est une vraie relation. Les paires(G,H) pour lesquellesA′ = A(eH − eG) est un
A-module irŕeductible contiennent donc les paires 2-transitives et sont incluses dans
les paires primitives. Ces inclusions sont strictes.

English extended abstract.Let k be a field of characteristic 0,G the Galois group of
a finite Galois extensionL/k andH a subgroup ofG of indexn. This article deals with
possible linear relations

(1) a1α1 + a2α2 + · · · + anαn = 0, ai ∈ k

between a primitive elementα of the fieldK = LH and itsk-conjugatesα1, . . . , αn.
The natural context for the study of these relations was introduced by Girstmair (see
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[G1] and [G2]). PuteH = 1
|H|

∑
h∈H h. It’s an idempotent element ofk[G] and ifx ∈ G,

x ∈ H if and only if xeH = eH . Call si = siH, i = 1,2, . . . , n, the left cosets of the
subgroupH inG. With these notations, every element of thek[G]-modulek[G]eH can
be written as

∑
i bisieH (bi ∈ k) and the relation(1) is equivalent to

∑
aisieH .α = 0.

We can now give the following definition (see [G2]). Ak[G]-submoduleW of k[G]eH

isadmissibleif there exitsα ∈ L such thatWα = 0 andGα = H. Basically this should
be interpreted as saying thatW consists of linear relations betweenα and its conjugates
whereα generates the fixed field ofH. For example, the submodulek[G]eG = keG

is admissible; it corresponds to the trivial relation
∑n

i=1αi = 0. In this paper, we
show that there exists a correspondence between some relations of type(1) and the
non-invertible elements of the Schur-ringA = eHk[G]eH . According to theorem 1,
these particular relations generate overk[G] all the relations of type(1). Finally, in all
this work, we suppose thatG = Gal(L/k) acts faithfully onG/H; this is equivalent to
say thatL is the normal closure ofK = LH . This action is saidprimitive whenH is a
maximal subgroup ofG.
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