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RELATIONS LIN EAIRES ENTRE LES RACINES
D'UN POLYN OME ET ANNEAUX DE SCHUR

FRANCK LALANDE

RESUME. Soientk un corps de caragtistique nulle efG, H) une paire de groupes
finis (H C G). Le present article s'iriresse aukventuelles relationk-linéaires
entre un nombre aébriquec et sesk-conjugLes, pour lesquel§ est le groupe de
Galois de la dture galoisienne d&(«) et H le fixateur dex. Cet article met en
évidence l'importance de l'alitbre A = egk|[Gley (OU ey = ‘—él > nher ) pour

I' étude de ces relations.

ABSTRACT. Letk be a field of characteristic 0 arid?, H) (H C G) a pair of finite
groups. This article deals with possible linear relations between an algebraic number
« and itsk-conjugates such that is the Galois group of the Galois closurekgty)

and H the fixator ofa. We show the importance of the algebta= ey k[Glen

(ex = ﬁ > _nepn h) for studing these relations.

Soientk un corps de caragtistique 0,G le groupe de Galois d’une extension
galoisiennel /k et H un sous-groupe d& d'indice n. On s'interesse dans la suite aux
relations lireaireseventuelles

(1) aroq +azap +---+apo, =0

a coefficients dang entre un @rérateura du sous-corpdy = L' fixé parH et
ses conjugésas, ay, ... ,a, Surk. Le cadre naturel pourtudier ces relations @te
introduit par Girstmair¢f. [G1, G2]); rappelons-le beivement. Au sous-grougé fixé
de G, on associey = IT%fI > nem h- C'est unélement idempotent dg[G] et pour
x € G, x € H si et seulement stey = ey. NotonsV le k[G]-module k[Gleq
etsi,..., s, un syseme de resentants des classegauche d€7 modulo H. Ce
choix étant fait, unélement del” s’écrit de margre unique sous la formg_, b;s;eq
ou b; € k et dans ce contexte, la relatigh) s’écrit > a;s;eg.a = 0. Ceci anéne la
définition suivante ¢f. [G2]). Un k[G]-sous-moduléV de k[G]ey estadmissibles'il
existea € L tel queWWa = 0 etG,, = H. En d’autres termes, lé&dements déV sont
les relations ligaires entre unayérateur de L et ses conjuges surk. Par exemple,
le sous-modulé:[Gleq = ke est admissible, il lui correspond lalation triviale
Y7 a; = 0. Dans ce travail, nous montrons qu'il existe une correspondance entre
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170 Relations linéaires entre les racines d’un polynéme et anneaux de Schur

certaines relations de typd) et leséléments non-inversibles de I'anneau de Schur
A = epk|Gleq. Les relations ainsi obtenues sont importantes car elles engendrent
sur k[G] toutes les relations possibles; c’est I'objet dédlgme 1. Dans la suite, la
repesentation de permutation induite par(quiag € G associep, € Perm(G/H))

sera supposée fitk, ce qui reviena dire quel est la cbture normale d& = k(«). Si

H est maximal, cette repsentation de permutation est aggegrimitive. En termes de
corps, cela veut dire qu’il N’y a pas de corps eritret L . Enfin, rappelons un ciéte
d’admissibilie dda Girstmair (toeme 1 de [G2]). Pour qu'un sous-moduifé de
k[Glen soit admissible, il faut et il suffit quées — 1)ey € W (s € G) entrdnes € H,

ou de margreéquivalente qué/’ ne contienne aucun dés; — 1)ey non-nuls. Dans

le cas d’'une pairéG, H) primitive, cette condition revierd dire quel’’ ne contient

pas le sous-module[G|(ex — eq), c'esta-dire le sous-module dg§Gle formé des
elements)  a;s;e pour lesquels la somnie a; est nulle. Ces éléments seront appelés
dans la suite degléments de poids nul ou encore Eémentse de k[Gley tels que

reg = 0. Remarquons cependant que dans tous les cas, et pas seulement dans le cas de
paires primitives, un sous-module admissilifene peut pas contenk{G| (e — eq).

En effet, dans le cas contraire, pourt H, comme(s — l)egeg = 0, (s — 1)ey
appartien& k[G|(eg — eq) et serait alors dand/, ce qui contredit 'admissibilé de

w.

1. Le rble de l'algebre A = epk[Gler. On rappelle que leang d (cf. [DM]) de
la paire (G, H) est le nombre d’orbites dé/ pour l'action deG sur G/H. On
note I1,... ,I; ces orbites. L'orbitel; est égale &s1H} = H, et |'orbite I; est
égale &s; H, ... ,s;+q,—1H}, d; désignant le cardinal de I'orbitg. Nous noterons
désormaisA la k-algebree i k[Glerr; c’est une algbre délément unié ey et un exem-
ple de ce qu’on appelle un anneau de SchtfT]).

Lemme 1. Un élément deA s’écrit de mangre unique sous la formEj?:1 b;f; ou
bj ek etfj = €HSi;€H- De p|US,fj = €HSi;€H = (1/dj)(3ij +...+ Sij+dj71)eH-

Preuve.Poura € k[G], aey s'écrit de margre unique sous la formg, a;s;eq. Par
ailleurs, on voit aiment que sur une orbite,

ij‘f'dj*l ’L’j+d]'71 i]'+dj71

en 5 aisiey | = E a; | egsi;en = E ai | fj

1=1; 1= =1

et ainsi
d ij+d;—1 d
egaecy = E E a; | epsieq = E b;fj-
=1\ i=i, j=1

Enfin, puisquél; est une orbite sous I'action d¢,

1 1 |H]
.:75 hs;.eg = ——(s;. + -+ 8;.4d,— . g
f] ’H| =, SZJ €H |H‘ dj (SZ] Slj+d] 1)€H

Consicerons maintenant I'applicationt : A — End,(K) quiaa € A associe
Ve : K — K définie pary,(a) = aa. C'est un homomorphisme d'afres injectif.



F. Lalande 171

En effet, si(s(0))scq est une base normale de'k et 5 = ey (0), less;(3) sont alors
k-linéairement indpendants et donc 8i,(3) = 0, alorsa = 0. On a alors le résultat
suivant.

Lemme 2. Pour quey, Soit injective, il faut et il suffit que soit inversible dansi.

Preuve. Si a est inversible, il existé € A tel queba = ep et ainsi, si,(z) = 0,
e (z) = x = 0 etyy, estinjective. Rciproquement, si n’est pas inversible, comme
A est une algbre de dimension finie, il existe## 0 tel queac = 0 ety,. = 0. Mais
commey) est injectiveg). # 0 et par suite Kgr),) # {0}. O

Poura = > ass € k[G], on c&finit le poidsde a commeétantp(a) = > a,. C'est
une fonction multiplicative et additive séfG]. Pour unélémenta € A de poids nul,
I'application), est nulle surk. Cette remarque étant faite, on a le résultat suivant.

Proposition 1. Soita = }_ b; f; unéléement ded non-inversible et de poids non-nul.
Si H est maximal, il existe urégérateura de K = L tel quey, (o) = 0, c’esta-dire
dont les conjugés surk veérifient la relationaa = Zj %(aij +otayag1) = 0.

Preuve.D’apres le lemme 2y, est non injective. Puisqueest de poids non nulj,
ne s’annule pas sur et enfin puisqudd est maximal, touélement dek” qui n’est pas
dansk est un g@rérateur[]

Par exempleg; = % >_;d;f; est non-inversible puisque pour toute k[G],
eqa = aeq = p(a)eq et de poids non nudgala 1. Il lui correspond la relation triviale
ou tous lesz; de (1) sontégauxa 1.

Remarque.La condition sur le poids permet d’affirmer qu’un teést admissible mais
est cependant une condition beaucoup trop forteélédment de poids nul peétre
admissible. Pour insister, tout sous-modulé/dgui ne contient pas; ne contient que
desélements de poids nul.

Exemple. Le groupe altera As admet une reg@sentation primitive en degrl0 cor-
respondant au sous-groupe maxim@ak=< (12)(45), (123) > d’ordre 6. Un systme
de repésentants de&7/H est par exemples; = id, s, = (345), s3 = (354),
sq = (234), s5 = (235), sg = (24)(35), s7 = (134), s = (135), sg = (14)(35) et
s10 = (15)(24). Le rangd estégala 3 et sous ces notations, les orbites dont {s1},
I, = {ss,s9, s10} €t I3 = {sz, s3, 4, S5, 57, sg}. Les lois de multiplication sont les
suivantesysfz = (1/3)(f2+2f3), 13 = (1/3)(f1+2f3) et f§ = (1/6)(f1+2f2+3fa).
Un simple calcul de @terminant permet de voir qu'welementa f1 +bf2 +cf3 € A est
non-inversible si et seulementsib, c vérifient(a+b+c)(3a—2b+¢/2)(3a+b—c) = 0.
Par exemplgi — 3f> et 2f; + 3f2 sont non-inversibles de poids respectif2 et 5. lls
existe donc deuxarerateursy et 3 de K dont les conjugés surk vérifient les relations

a1 =g tagtaipet 28+ PG+ By + Bro=0.

RemarquesLl’algebre A est commutative si la pairg, H) est de rang 2 ou 3. Des
exemples de relations pour le grougg apparaissentaja dans [G1].

2. Elements non-inversibles etelements admissibles de I'anneawd. Nous pro-
posons maintenant degmiser davantage la structure dgsments non-inversibles de
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A = exk|[Gley. En tant qu'anneawd est anti-isomorphea End,¢; (k[Glen) (cf. [B],
ex. 3, ch. 1). Cette correspondanésulte du fait qu’une applicatiobG]-linéaire
de k[Gley est compdtement @termiree parp(eg) qui est unélement deA puisque
p(en) = ¢(e3;) = egp(en). La structure de Engly (k[Glen) est bien connue, rap-
pelons la bievement. Soif un caraagtre absolumentieductible de=. Il lui correspond
a conjugaison @s €f. [F]) un unique caraérek-irréductibley = m > x? = my’ ou
m est l'indice de Schur dg surk et lesy?, les caracires conjugés dey surk. La
décomposition isotypique dkiG]-modulek[Gley s’écrit alors

(%) k[Glen = @ kl[Glexen

XxE€B

OUe,s = % > sec X' (s s et B estun sous-ensemble d’'un ensenibtie caractres
absolument iductibles d&+ contenant un et un seul ré&gsentant de chaque classe de
conjugaison (les caraates deB sont ceux dés tels que(1%, x) # 0). Il est alors bien
connu ¢f. [B]) que End, ) (k[Gen) estisomorphe au proddit c sENd, ¢ (k[Gleyen),
I'application associardy le produit(y, ) e g Ol ¢, estlarestriction de ak[Gle,eq.

De plus, dans le cas de Hhaultiplicité libre (cf. [G2]), c'esta-dire lorsque chaque
composante isotypique estéductible, Eng (k[G]e, e ) estun corps et aingi, est

nul ou inversible. Cela nous donne dans ce cas particulier une descriptiol@aents
non-inversibles del.

Proposition 2. On suppose la pair¢G, H) a multiplicité libre. Pour qu’unélément
a € A soit non-inversible, il faut et il suffit qu'il existe un carac¢ absolument
irr éductibley tel que(1%, x) # Oetea = 0.

Preuve.Soita € A ety € Endy g (k[Glen) I'application correspondante qaiey
associep(er) = a. Sous les notations @eedentesy, (e, err) = €,a. Ainsi a est
inversible si et seulement si pour toute B, ¢, est inversible, ce qui reviet dire
quee,sa # 0.0

Remarque.Le carackre duk|[G]-modulek|[Gler est induit par le caraete trivial de
H. Si on note ij = 1+ n;x; sa cecomposition en caraates iréductibles, dire
que la pairdG, H) esta multiplicité libre revient dire que dans cett&domposition,
chaquen; estégala 1. D’autre part, une simpleegéralisation de I'exercice de la page
30 de [S] permet de voir que le rangle la paire(G, H) satisfaitr = 1+, n?. Les
paires de rang 2, 3 et 4 sont damenultiplicité libre.

Dans le cas primitif, le thoreme 1 de [G2] ¢f. Introduction) permet d’exprimer la
condition d’admissibilié d’'unélement ded. On a la proposition suivante.

Proposition 3. On supposéG, H) primitive. Pour qu'uréléementz € A soit admissi-
ble, il faut et il suffit qu'’il existey # 1 € B pour lequelae,, soit non-inversible dans
le sous-anneaule, .

Preuve. Soit ¢, € Endyq)(k[Glen) I'application quia ey associen, et soientp,

ses restrictions aux défentes composantes isotypiqug&]e, ex. Comme I'anneau
End,c(k[Gleyen) est anti-isomorpha I'anneau, ey k[Gle, ey = Aey/, On a que
©a,y €Stinversible si et seulementi,, est inversible dans l'anneadk,, d’élément
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unitte,ser. Supposonae,, etdonay, , inversible pour touk # 1 € B. Puisquep,,

est inversible, il existe:, € k[G] tel quexe,ra = €,vey. Soit alorsa € K tel que
ac = 0. Commeey = ExGB €yeH, ONaa = ega = eqga+ szﬁl Ty€aa = ego.

Ainsi, « est fixe par tous le€léments de&; il appartient dona & et a n’est pas
admissible. Finalement, si est admissiblep, , est non-inversible pour ug # 1.

Réciprogquement, supposons qu'il exigte£ 1 € B tel queyp, , Soit non-inversible.
Dans ce casp(k[Glen) = k[Gla ne contient pagp, 1 s k[Gleyen, c'esta-dire
I'ensemble deglements de poids 0, ce qui d'@srle tleoeme 1 de [G2] entifae que
a est admissiblel]

Comme corollaire de ces deux propositions, nous retrouvonsauttat de [G2].

Corollaire 1. Soit(G, H) une paire primitive ed multiplicité libre. Pour qu’urélément
a € A soit admissible, il faut et il suffit qu'il existe # 1 € B tel quee,sa = 0.

On revient sur I'exemple dds en dege 10. La @composition de]i}5 en caraares
irréductibles fcrit 11‘_}5 = 1+yx1+x20U Y7 etyz sontles caraéres ireductibles dels
de degés respectifs 4 et5. On e = 15(f1—2f2+ f3) €tey,en = 5(f1+ f2—2f3).
De plus, pours = af1+bfo+cfs € A, onae,u = 0 sietseulement silb-4b+c =0
ete,,u = 0 si et seulement sid3+ b — ¢ = 0. Ainsi, v est admissible si et seulement si
(6a —4b+c)(3a+b—c)=0.

3. Applications. Ace point, une question naturelle est de savoir qakd jouent les
élements ded pour cecrire leséléments admissibles déGley. Sansétre totalement
satisfaisant, le thoeme suivant donne unéponse partiella cette question.

Théoréme 1. Toutélement admissible dek[Gle s'écrit sous la formé  b;a,; ou les
b; appartiennent k[G] et lesa; sont de€léments admissibles den k[G]a.

Preuve.On poselV = k[G]a, et soitW = € U; sa cecomposition en sous-modules
simples. Comme:[G] est semi-simple, pour chaqug, il existe un idempoteng;
tel queU; = k[G]e;. On rappelle que;ey = e;, ainsie? = e;eyeey = e; et par
congquenteye; est diferent de 0. Commé; est iréductible,U; = k[G]egme;. On
obtient le ésultat en posant; = ege;. O

Ce theoreme fournit une nouvelle&monstration de I'un des premiessultats sur
le sujet €f. [G1, D]). Nous aurons besoin de supposer que le chgs un sous-corps
du corpsC des nombres complexes.

Corollaire 2. Dans le cas d’'une pairéG, H) 2-transitive, les seulélements admis-
sibles dek[Gley sont leshes (A € k). Autrement dit, la seule relation possible est la
relation triviale.

Preuve.Par hypotkse, le rang de la pair@=, H) estégala 2. En conservant les
notations pecedentes( f1, f2) (0l f1 = e €t fo = eyszey = 21 (sotsat - +sy)ep)
est une base dd = epk[Gley. Soita = afi + Bf2 un élément deA. Comme
f2 = L(fu+ (n—2)f2), il est ai€ de \erifier quea est non-inversible dand si
et seulement s¥ = —a ou 8 = (n — 1)a. Les seul€léements non-inversibles dé
sontdonax(f1 — fo) eta(fi+ (n—1)f2) = a%eg (o € k). Mais f1 — fo n'est pas
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admissible. En effet, dans le cas contraire, il existerait une exteigibae groupes
etun gerérateurd de L tel que(fy — f2)0 = 01 — -25 (62 + 03+ - -- +6,) = O; ceci
estimpossible d’'ags le tleoreme 3’ de [D]. Les seulslements admissibles désont
donc les\eg (A € k) et d’apes le tleoeme 1, touklement admissible de[Gley est
de laformeieg. O

Remarque.Le theoeme 3’ de [D] affirme qu’une relatiol a;2; = 0 est impossible
simax(|as|) = |a;[ = 32,4 las|-

Dans le cas de paires multiplicité libre, le tteome 1 peuétre pécis a l'aide
d’une condition de finitude. C’est I'objet du corollaire suivant :

Corollaire 3. On suppose la pairéG, H) a multiplicité libre. Il existe un nombre fini
d’élements del idempotents et admissibles . . . , e, pos€dant la proprété suivante :
pour toutélément admissible de k[G]e, il existe une partieJ C {1,... ,k} telle
quea =3 .. ;bje; oub; € k[G]. De plus, sk = 0, eja = O pour toutj € J.

Preuve. On rappelle que la&tomposition isotypique di[G]-modulek|[Gley s'écrit
k|Glen = @,cp k[Glexyen. Celle dek[Gla est alorsk[Gla = @, ¢ k[Glaey e oU

C = {x € B,aey # 0}, et comme par hypo#ise chaque composante isotypique est
simple, on &[Gla = D, c¢ k[Gleyen. Lese; du corollaire sont donc les, ey pour

X € B qui sont clairement desiéments idempotents dé puisquee, est idempotent
central. La derrére affirmation @sulte du fait que pour chaquec C, €,/ appartient
ak[Gla.O

Remarque.Le corollaire 2 fournit des exemples de paifés H) pour lesquellesg

est le seuklément admissible du modukéGle, autrement dit pour lesquelles seule
la relation triviale est possible. Girstmair a cagace ces pairescf. [G2], prop. 12).
Ce sont celles pour lesquelles le ca‘eaetg — 1 estk-irréductible. En termes dé-
modules, ce sont les pairé§, H) pour qui leA-moduleA(ey — eq) estiréductible.
Ces paires sont primitives car s'il existait un sous-grofifie¢el queH < H' < G,
I'élémentey serait admissible. En effet, conéins une extension galoisienhgk

de group&’ etf un élement del tel que(sf)scc en soit une base normale. Dans ce
cas, = eg(f) est un @rérateur del.”’ dont les conjugés surk ne \erifient aucune
relationk-linéaire. Il est alor&vident quen = 8 — e/ (3) est un @rérateur del.?
dont les conjugés surk verifient la relation) ;. ;;» h(c) = 0. Plus simplement, pour
une pairg G, H) imprimitive sur des blocs de taillg la relationzy + 22+ --+x;, =0

est une vraie relation. Les pair¢§, H) pour lesquellesd’ = A(eg — eg) est un
A-module iréductible contiennent donc les paires 2-transitives et sont incluses dans
les paires primitives. Ces inclusions sont strictes.

English extended abstract.Let k& be a field of characteristic @ the Galois group of
a finite Galois extensioh /k and H a subgroup o of indexn. This article deals with
possible linear relations

(1) aioy +asop+ - tapa, =0, a; €k

between a primitive element of the field X = LY and itsk-conjugatesyy, . .. , as,.
The natural context for the study of these relations was introduced by Girstmair (see
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[Gl]and[G2]). Puty = ﬁ > nhem h-It'sanidempotent element 6fG| andifz € G,
x € Hifandonly if zeyy = ey. Calls; = s;H,i = 1,2,... ,n, the left cosets of the
subgroupH in G. With these notations, every element of #j&/]-modulek|[G]ey can
be written asy _, b;s;eq (b; € k) and the relatioril) is equivalent td) _ a;s;err.cc = 0.
We can now give the following definition (see [G2])./G]-submoduléV of k[Gley
isadmissibléf there exitsee € L such that?V o = 0 andG,, = H. Basically this should
be interpreted as saying tHat consists of linear relations betweerand its conjugates
wherea generates the fixed field df. For example, the submoduléGlec = ke
is admissible; it corresponds to the trivial relatidn;” ; o; = 0. In this paper, we
show that there exists a correspondence between some relations @fl}yged the
non-invertible elements of the Schur-ridy = ey k[Gler. According to theorem 1,
these particular relations generate okgr] all the relations of typ€l). Finally, in all
this work, we suppose thét = Gal(L/k) acts faithfully onG/ H; this is equivalent to
say thatL is the normal closure ok = L. This action is saigrrimitivewhenH is a
maximal subgroup of;.
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