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SUR LE 2-GROUPE DE CLASSES DU CORPS DE
GENRES DE CERTAINS CORPS BIQUADRATIQUES

ABDELMALEK AZIZI ET ALl MOUHIB

RESUME. SoientK un corps biquadratiqués *) le corps de genres d&, Kz(l) le
2-corps de classes de Hilbert dg Kz(z) le 2-corps de classes de Hilbert ﬂ’él),

G = Gal(KéZ)/K) et C, la 2-partie du groupe de classes e On suppose que

Cy, ~ 727 x 7Z/2Z ; alors on montre que la 2-partie du groupe de classes de
K est cyclique, et sfK™*) : K] = 2, alors le groupes ne peut jamaigtre
semi-dedral.

ABSTRACT. Let K be a biquadratic fieldk *) the genus field of<, K" the 2-
Hilbert class field ofic, K the 2-Hilbert class field ok{", G = Gal(K{? /K)

andC5 the 2-component of the class groupkf If C, ~ Z /27 x 7./27, then the
2-component of the class group &f*) is cyclic, and if{K(*) : K] = 2, then the
groupG can never be semi-dihedral.

1. Introduction. SoientK un corps de nombreé{él) le 2-corps de classes de Hilbert
de K, Kéz) le 2-corps de classes de HiIbertHél), K® e corps de genres d€, G le
groupe de Galois dKéz)/K et la 2-partie du groupe de classesideOn suppose
queCy ~ Z/27 x 7./ 27 ; alorsKél) contient trois sous-extensions quadratiques sur
K qu'on designe parK, K> et K3. Dans [Ki-76], Kisilevsky a & le probéme de
capitulation dans les extensioh§ /K, K»/K et K3/K a la structure du group€&
et aussi la structure de la 2-partie du groupe de classes de ces trois extensions (voir
théoeme 1).

Dans le cas d’un corps biquadratigliele corps de genres *) estinclus danﬁél).
Si K®) /K est une extension quadratique, al&fs) est 'un des corp#’y, K> ou K.
D’ou l'intérét d'etudier la structure du 2-groupe de classessd®), afin de trouver
des informations sur la capitulation des 2-classeseditk deK dans les extensions
intermédiaires dd(él)/K.

Dans le pesent travail on suppose qié est un corps biquadratique tel gk ~
7.)27 x 7] 27 et on montre le&sultat principal suivant.

Recu le 22 octobre 2000 et, sous fornédiditive, le 12 septembre 2001.
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Théoreme.

1) Le 2-groupe de classes d€™*) est cyclique.
2) Side plugK™) : K] = 2, alors le groupeG n’est jamais semi-édral.

2. Résultats préliminaires. Ce paragraphe estsene a certains &sultats utiles dans
le reste de I'article. Le premieésultat concerne la finitude dgscorps de classes de
Hilbert d’un corps de nombres dontpegroupe de classes est cyclique.

Proposition 1. SoientF’ un corps de nombres @tun nombre premier. On note par
Fp(l) le p-corps de classes de Hilbert deet paer(z) le p-corps de classes de Hilbert

deFiV. SiFyY /F est cyclique alorg” = F?.

Preuve. \Voir [Ta-37]. O

Dans la suite on va rappeler dewsultats concernant laéhbrie des groupes. Soient
Q. le groupe des quaternion$®),, le groupe dedral etS,, le groupe semi-édral
d’ordres 2. On c&finit ces groupes comme suit :

Qn = (z,y) ou 22"
Dy = (z,y) ol 22" =y2=1, y~

Sn = {(x,y) ou 22 =2 =1, yloy = 22701

1 1

ry =zt

Ty = r1;

:yzza, a? =1, Yy~
1

Proposition 2. SoientH un groupe d’ordre2” oun > 1 et H' le groupe des commu-
tateurs def. Si le groupeH /H' est de typ€2, 2), alors H' est cyclique.

Preuve.\Voir [Ta-37]. O

Proposition 3. SoientH un groupe d’ordre2” oun > 1 et H' le groupe des commu-
tateurs deH. Si le groupeH /H' est de typd?2, 2), alors H est isomorph&é D,,, Q,,
ouas,.

Preuve.\Voir [Ki-76]. O

Concernant le probime de capitulation, pour un corps de nombres dont le 2-groupe
de classes est de typ2, 2), on cite les ésultats suivants :

Soit K un corps de nombrei{él) le 2-corps de classes de Hilbert ée Kéz) le
2-corps de classes de Hilbert d@él) et G le groupe de Galois dKéz)/K. Soit L
une sous-extension propre de Géil)/K) ; on note paICx (resp.C'r) le groupe de
classes dé( (resp.L). Soientj I'application deCx versC', qui fait correspondra la
classe d'un idalI de K la classe de l'idal engendr par/ dansL et la norme de
L/K.
Définition. On dit queL est de type (A) si et seulement|dler(j) "N (CL)| > 1;
dans le cas contraire, on dit qlieest de type (B).

Le groupeG’ des commutateurs dé est isomorphe au groupe QHI&Z)/KS)),
tandis que le groupé&//G’ est isomorphe au groupe (Eﬁlél)/K) qui est encore
isomorphea la 2-partie du group€'x. On suppose que la 2-partie dg; est de type
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(2,2), doncG /G’ est de typg2, 2). Alors d’apes la proposition 3, le group@ est
isomorphea D,,, Q,, oua S,,. Dans tous ces ca&’ = (z2) et les trois sous-groupes
d’indice 2 deG sontH; = (z), Hy = (22, y) et H3 = (22, vy). SoientKy, K; et K3
les trois extensions dﬁél)/K telles quek; est le sous-corps de’éz) lais< fixe parH;
et j; I'application;j définie pourL = K;. Si Kéz) #+ K(l), il existe une sous-extension
M/Kél) deKéz)/Kél) de dege 2 surKél).
Théoreme 1. On suppose qué’/G’ est de typd2, 2). Alorson a :
1) Si Kéz) = Kél) alors les corpsK; sont de type (A)|Ker(j;)| = 4 pour
i=1,2,3etG estde typg2, 2).
2) SiGallM/K) ~ Qs alors chaqueK; est de type (A)|Ker(j;)| = 2 pour
i=1273etG~ Qs
3) SiGal(M/K) ~ Dsalors K, et K3 sontde type (B) eéKer(j2)| = | Ker(j3)| =
2. De plus, siK; est de type (B), alorSKer(j1)| = 2 etG ~ S,,. Si K; est
de type (A) etKer(j1)| = 2 alors G ~ @,,. Enfin siK; est de type (A) et
|Ker(j1)| = 4alorsG ~ D,,.

Preuve.\Voir [Ki-76]. O

Remarque 1Le 2-groupe de classes d& (resp.K3) est cyclique si et seulement si
I'une des conditions suivantes egfrifiee :
1) Ky = K,
2) kY + K etG ~ Qs.
On finit par un ésultat concernant le 2-groupe de classes des corps de nombres de
type (2™, 2") ol m etn sont deux entiers strictement positifs.

Proposition 4. Soientl. un corps de nombres dont le 2-groupe de classes est de type
(2™, 2") olim etn sont deux entiers strictement positifgétle 2-corps de classes de
Hilbert de L. S’il existe une extension quadratique non ragaftdeL dont la 2-partie

du nombre de classes ésgalea 2™+~ alors la 2-partie du nombre de classes des
trois extensions quadratiques non ra@és del estégalea 2™*"~1 et la tour des
2-corps de classes de Hilbert des’arréte enl*.

Preuve. \Voir [Be-Le-Sn-98]. O

3. Etude de la structure du 2-groupe de classes d& (*). Dans ce paragraphe, on
désigne pais un corps biquadratiqué{él) le 2-corps de classes de HiIbertKeKéz)
le 2-corps de classes de Hilbertﬂ’él) et K*) le corps de genres d€.

Théoreme 2.0n garde les ri@mes notations et on suppose chaI(Kél)/K) ~
7./27.x 7,)2Z, alors le cask *) = K ne peut pas se produire. De plusii® = KV,
alors le 2-groupe de classes @#&*) est cyclique.

Preuve. Le cask*) = K ne peut pas se produire. En effet, sHit= Gal(K}” /Q) ;
alors le groupe des commutateurs Heest H' = GaI(Kgl)/K). CommeH /H' ~
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Gal(K/Q) ~ Z/27 x 7./ 27, alors d’apes la proposition 2H’ est cyclique. Ce qui est
contraire aux hypotses, d'a la premere partie du toeme.

Si K™ = KV, alors le 2-groupe de classesKé" est cyclique. En effet, on pose
H= Gal(KéZ)/K) ; le groupeH’ des commutateurs d€ estégala Ga(KéZ)/K(*)).
CommeH/H' ~ GaI(Kél)/K) ~ 7./]27 x 7.)27, alors, d’apés la proposition 2, le
groupeH’ est cyclique. Ainsi, le 2-groupe de classesiie) est cyclique. O

Dans la suite de cet article on garde ledmes notations. De plus on suppose que
Gall KV /K) ~ 7.)27. % 7./2Z et que{K*) : K] = 2. On note pai, et K> les deux
extensions quadratiques non ragefs dek” autres quek *). De plus, on note paF;
oui € {1,2, 3} les trois sous-corps quadratiqueskieNotre but est de montrer que le
2-groupe de classes d&*) est cyclique.

Proposition 5. On garde les notations predentes et on suppose qu'il existes
{1, 2,3} tel que le nombre des 2-classes amBigde |'extensior/F; estégala 2.
Alors le 2-groupe de classes @&*) est cyclique.

Preuve. Comme le corps de genrds™) est different deKél), alorsKél)/Q est une
extension non &dienne. Soit € {1,2, 3} tel que le nombre des 2-classes amBigu
de I'extensionk/F, estégala 2. SoitG' = Gal(K\? /F,). PuisqueK ™ est la plus
grande extension @&henne deF; quit soit contenue darﬁéz), alors le groupé&y’ des
commutateurs d€ estégala GalK\? /K ) etG /G’ estisomorpha Gal K ) /F}).
Comme GalK ") /F;) est de type(2,2), alors d’apeés la proposition 2, le groupe
G’ = Gal(K$? /K™) est cyclique. O
Dans la suite on va distinguer les deux cas suivants :

1) il existe: € {1, 2, 3} tel que I'extensiork’/ F; est non ramige;

2) Vi€ {1,2,3}, 'extensionK/ F; est ramifee.
On commence par le premier cas.

3.1. Cas @ K/ F; estnon ramifiée pour uni € {1,2,3}. On suppose que I'extension
K /F; est non ramie ; alors on a le #o©me suivant :

Théoreme 3.0n garde les notations prédentes et on suppose qHg F; est non
ramifiee. Alors le 2-groupe de classes Bé") est cyclique.

Preuve. On suppose qué /Fy est non ramifie. Commek (*) /F est une extension
akelienne, non ramiéie de deds 4, alorsh(F1) = 4 ouh(Fy1) = 8 (h(M) désigne le
2-nombre de classes dé).

On suppose quk(F1) = 8 ; alors on distingue les cas suivants :

Si le 2-groupe de classes d& est de typd2, 2, 2), alors le corps de genres d@g
est de degdr 8 surF;. Par suiteKél) est le corps de genres @& et K*) = Kél), ce
qui est contraire aux hypatises.

Si le 2-groupe de classes dg est cyclique, alorsKél)/K est cyclique. Ce qui est
contraire au fait que le 2-groupe de classegdest de typd?2, 2).
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Si le 2-groupe de classes #g est de typd2, 22), alors d’apés la proposition 4, on
trouve queKél) = Kéz). Par congquent, le 2-groupe de classeskl€) est cyclique
d’ordre 2.

On suppose qui(Fy) = 4 ; alors le 2-groupe de classes Beest de typg2, 2).
Sinon, le 2-groupe de classes He serait cyclique, ce qui enfirze queK(*)/Fl est
cyclique. Ce qui est impossible c&f*) /Q est de typg2,2,2). Ainsi, F; est de 2-
groupe de classes de ty(® 2) et dont le 2-corps de classes de Hilbertéagla K (*).
Enfin, par application de la proposition 5, on trouve que le 2-groupe de class&$)de
est cycligue. Ainsi le thoeme est @monte. [

3.2. Cas @1 K/F; est ramifiee pour touti € {1,2,3}. On garde les notations du
paragraphe @aedent. De plus, on&signe pah (M) le 2-nombre de classes dé.

Proposition 6. On suppose que pour tout {1, 2, 3}, I'extensionk/ F; est ramifee.
Alors les corpsl; sont de 2-nombre de classegala 1 oua 2.

Preuve. Comme I'extensionk’/ F; est ramifee de ded¥ 2, alorsh(F;) divise h(K).
Ce qui entréne queh(F;) = 1,2 ou 4. On suppose que F;) = 4, alors on distingue
deux cas:

Si le 2-groupe de classes dgest de typd?2, 2), alors le corps de genréé*) deF;
est de degr 4 surF;. CommeF,”) est contenue dank®) et [K(*) : F| = 4, alors
K™ est le corps de genres d&. Ce qui est impossible, cdf *) / F; est ramifee.

Si le 2-groupe de classes @& est cyclique d’ordre 4, on note pérle 2-corps de
classes de Hilbert d&; et Gal L/ F;) est cyclique d’ordre 4. Commg et K sontF;-
linéairement disjoints, alors GdlK/K) est isomorph& Gal L/ F;). Par congégquent
Gal(LK/K) est cyclique d’ordre 4, ce qui est contraire aux hype#s. Ainsi la
proposition est @montee. [

Théoreme 4. On suppose que pour toute {1,2, 3}, I'extensionK/F; est ramifee.
Alors le 2-groupe de classes @&*) est cyclique.

Preuve. On distingue deux cas :

1) On suppose qu'il existe une sous-extension quadratiuee K telle que le
nombre des 2-classes ambéguleK / F; estégala 2. Alors d’apes la proposition 5, le
2-groupe de classes d&*) est cyclique.

2) On suppose quéi € {1,2, 3}, le nombre des 2-classes amldguleK /F; est
égala 4. Ceci entrfime quevi € {1,2, 3}, I’extensionKél)/Fi est alglienne ; ainsi
K1/ F; est alelienne pour tout € {1,2, 3}. Soito un Q-isomorphsime dé<; ; alors
il existeig € {1, 2, 3} tel queo est unk;,-isomorphisme ; par suite(K,) C K1, car
K1/ F;, est galoisienne. On tire ainsi que I'extensiih/Q est galoisienne. De plus,
K1/Q est non ablienne car sinonKél) = K K1/Q serait aklienne.

CommeK est I'extension ablienne maximale d€) contenue dang(y, alors le
groupe H' des commutateurs dd = Gal(K;/Q) estégala GalK;/K). Puisque
H/H' est de typg2, 2), alors d’apes la proposition 3, le group# est isomorphe
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D3, Q3 ou a S3. Ainsi H est isomorphe& (3 ou a D3 (car H est non ablien). Par
conequent, il existe un sous-groupe cyclique Hded'indice 2 ; on note par#’; ou
J € {1,2,3}, le sous-corps quadratique Hetel que Gal K1/ F;) est cyclique. Comme
Gal(K1/F;) estcyclique, alors il existe une infigitle premiers d&); qui restentinertes
dansK (voir [Ja-73], page 136). Sai un premier de&F; qui reste inerte dank’;. On
posePOx = Q un premier dek (O, désigne I'anneau des entiers dé). L'id éal
premierQ de K est non principal. En effet :

Commek1/ K estune extension &benne non ramiéie, alors la loi de&ciprocié est
verifiee pour cette extension, c'esteirei( K*) C Ker(ég, /i) ol Ker(¢x, /x ) désigne
le noyau de I'application d’Artin dans I'extensidi; /K eti(K*) désigne le groupe
des ickaux fractionnaires principaux d€. On note paf la partie impaire du nombre
de classes d& . L'id éal Q' est non principal, car sinon on au@ € Ker(¢r, k) et
commel est impair et I'extensiorf{; /K est de ded¥ une puissance de deux, alors
Q € Ker(¢k, /i), et par suiteQ se cecompose dank;. Ce qui est contraire au fait
que Q est inerte dang;. Ainsi la classgQ'] est une 2-classe d&€ non triviale ; par
suite, l'ideal P! est non principal.

Soit S le 2-corps de classes de Hilbertlg comme/P!] est une 2-classe non triviale
de F}, alorsP!Og est principal. D’apés la proposition 5, on 5 Fjl=2 (carP!
est non principal) et est le coprs de genres d&. Ainsi on aS c K*). D'autre
part, 'extensionk *) / F; est de typé2, 2) et commeP est inerte dan, alorsQ doit
se cecomposer dan& *). On poseQO ;- = Q192 ou Q1 et Q, sont deux i@aux
premiers def (*).

OnaP'Ogy = Q105 = PlOsO gy = Q'O k() qui est principal. Ainsi, le corps
K™ estde type (A) et d’aprs le tleoeme 1, le corpgs *) est de 2-groupe de classes
cyclique. Ainsi le tlieoeme est @monté. [

Corollaire 1. On suppose que la suite des 2-corps de classes de HilbeK de
s'arréte pas erKél). Alors seulement deux classesKleapitulent dans<; et K».

Preuve. Comme le 2-groupe de classesilg) est cyclique, alors d’aps le tleome 1
on ale esultat. I

Théoreme 5. Soit K un corps biquadratique tel que son 2-groupe de classes est de type
(2, 2) et son corps de genrdg(*) est diferent dek. Alors le groupes = Gal(KéZ)/K)

est alelien, dedral ou quaternionique. Plus pcimentG ne peut jamaigtre semi-
diédral.

Preuve. On garde les notations@m@edentes et on distingue deux cas.

1) On suppose qu'’il existec {1, 2, 3} tel queK / F; estnon ramife. Dans la preuve
du theoeme 3, on a vu que le 2-groupe de classe$’dest de typg2, 2) ou bien de
type (2,22). Si F; est de typg2, 22), alorsKéz) = KV (voir proposition 4) ; par
congquent, le group& est alélien. SiF; est de type2, 2), alors K *) est le 2-corps
de classes de Hilbert d&. Soit H = Gal(K\? /F,) ; commeH’ = Gal(K\? /K®),
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alorsH/H' est de typd2, 2). Ainsi, d’apres la proposition 3, le groupé est dedral,
guaternionique ou semi-iral. Comme= est un sous-groupe dé d’indice 2, alors
le groupe Ga(lKéZ)/K) est alglien, dedral ou quaternionique.

2) On suppose que pour taut {1, 2, 3}, 'extensionk’/ F; estramifee. On distingue
deuxcas:

Sipour tout € {1,2, 3}, le nombre des 2-classes amliigue I'extensiod/ F; est
egala 4, alors le corp® *) est de type (A) (voir preuve duéome 4). Ainsi, d’apes
le theoreme 1, le groupé; est alglien, dedral ou quaternionique.

S'il existe: € {1,2, 3} tel que le nombre des 2-classes amBgde I'extension
K /F; estégala 2, alorsk *) est I'extension ablienne maximale d&; contenue dans
Kéz). En utilisant le n@me raisonnement que dans 1), on trouve Guest alglien,
diédral ou quaternionique. Ainsi leébeme est @monté. [

3.3. Applications. Soit K un corps biquadratiqué{él) le 2-corps de classes de Hilbert
de K, Kéz) le 2-corps de classes de Hilbert ﬂ’él) et K*) le corps de genres d€.
On note par; et K, les deux extensions quadratiques non ra@agide/ autres que
K™ et parQ l'indice des uniés dek.

Application 1. Soientp; etp, deux nombres premiers tels que

pr=1 (mod8, p,=5 (mod8 et <pl):—1.
b2

D'apres [Az-93], le 2-groupe de classesKe= Q (i, \/p1p2) est de type2, 2).

Le corps de genres d& estK*) = Q (i, /p1, /p2). Comme[K™) : K] = 2,
alors le 2-groupe de classes Hé* est cyclique.

D'apres [Az-99], K2 # K1V ettoutes les 2-classes @iecapitulent dand *). De
plus, deux 2-classes d¢€ capitulent dangy; et K». Par suite le groupe G(al’(éz)/K)
est dedral.

Application 2. Dans [Az-Be], les corps suivants ont des 2-groupes de classes de type
(2,2).

1) K = Q(y/—2,+/2pq) ol p etq sont des premiersévifiant

p=1 (mod8, ¢g=-1 (mod 4, <Z>:1

et@Qg = 2.
2) K =Q(\/—2,+/pip2) ol py etp, sont des premiersévifiant

p1=5 (mod8, p=1 (mod 8 et <pl>——1.
p2
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Dans le cas 1), le corps de genresideest K *) = Q(y/p, \/2p, \/—2). Comme
[K®) 1 K] =2, alors le 2- groupe de classesk&) est cyclique.

D’apres [Az-Be], on aK ;é K(Z) et toutes les 2-classes d@é capitulent dans
K™, De plus seulement deux 2-classesKecapitulent dangs; et K». Ainsi le
groupe Ga(IK /K) est dédral.

Dans le cas 2), le corps de genresidest K = Q(/—2, \/p1, v/p2 ). Comme
[K®) : K] =2, alors le 2- groupe de classesié&) est cyclique.

D’apres [Az-Be], on aK2 #+ K(Z) et il existe deux 2-classes dé€ qui capitulent
dansK ®). Alors, d’apgs le corollaire 1, on a deux 2- classesquw capitulent dans
K, et K,. D’apres le tleoeme 1, on trouve que G(d{' /K) est quaternlonlque ou
semi-dédral. Or, on sait d'ags le thaoreme 5 que le groupe qar /K) ne peut
jamaisétre semi-cédral ; donc GdIK /K) est quaternionique.

Application 3. Avant de donner la dereie application, on va rappeler certaiasultats
concernant le rang du 2-groupe de classes de certains corps biquadratiques (voir [Az-
Mo])).

Soientm et d deux entiers naturels sans facteurs eaetS = Q(\/ﬁ, d) un
corps biquadratique tel qu@(\/ﬁ) est de nombre de classes impair. On notefbar
le 2-groupe de classes der le nombre des premiers @(\/ﬁ) ramifiés dansS ete
I'entier naturel @fini par

2" = [E@(ﬁ) t Njorym) (57) N E@(ﬁ)}

ol Egy,/m) est le groupe des uiis deQ(y/m ) et N m) I'application norme
relativementa I'extensionS/Q(y/m ). Alors d’ap@s [Az-Mo] on a rangH) = r —

1 — e. Si on note pake,, I'unité fondamentale d@(\/ﬁ), alors la étermination de
I'entier e revienta chercher si-1, ¢,,, et —e,,, sont des normes ou non dans I'extension
S/Q(y/m ). Ce qui revient chercher les valeurs

-1d ot [Em d
P P
du symbole du reste normique pour tous les premier@@@%) ramifies dansS.
Ainsi e € {0, 1,2} et plus péciment,ona:
i) e =0 sietseulementsil ete,, sont des normes das§Q(y/m ) ;

i) e =2sietseulementsil,c,, et—e,, ne sontpas des normes d&h€)(/m ).

Dans ce qui suit, ogtudie le corps’ = Q(y/p, /p'qq’ ) tel quep, p, g etq’ sont
des premiersérifiantp = p' = —¢= —¢' = 1 (mod 4 et

()--)--)+ ()~

On sait d’apes [Az-Mo] que le 2-groupe de classesiesst de typ€2, 2). Le corps
de genres dé estK™) = Q(/p, /7, \/aq' ). Comme[K™) : K] = 2, alors le
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2-groupe de classes dé*) est cyclique et le groupe Q’aﬂ’éz)/K) ne peut jamaigtre
semi-dédral.

On note dans la suite pa /) le 2-nombre de classes du corps Ny, /)0 12
norme relativeh I'extensiorQ(+/m ) /Q et pare,,, la norme de 'unié fondamentale de

Q(vm).

Théoreme 6. Soientp, p/, q etq’ des premiersérifiant :

p=p=—q=-¢=1 (mod 4,

)0 O

et soitK = Q(/p, v/Pa ). Alors KV  K{? si et seulement si

(-

De plus, le group@al(Kéz)/K) est dedral.

Preuve.On poseL = Q(\/qq/, «/pp’), alors le 2-groupe de classést de L est
cyclique. En effet, commg(Q(+/q¢’' )) = 1, alorsrangH ) = r — 1— ¢ oli r ete sont
les entiers naturels&dinis relativemené I’extensionL/Q(\ /qq’ ) Comme

/ /
(1)1 = ()
p p

on ar = 3 et par suite ran@d!) = 2 — e. D’autre part, on a quél*) /L est une
extension aélienne non ramiéie de dedr 2, donc # 2.

On posepOq /777y = P1P2 ou Py et P, sont deux premiers d@(y/m) ramifies
dansK et OQ(@) I'anneau des entiers c@(\/ﬁ) On remarque que,, = qu? ol
u € Q(y/m) et par suite

(qu’appl> _ (quszp’> _ <q7p> _ <q> _ 1
P1 P1 P1 P
Ainsi ., N'est pas norme dans I'extensid®/Q(/qq’ ) ; donce = 1 et le 2-groupe
de classes dé est cyclique
Comme I'extensior (*) /L est alélienne et non ramiéie etque le 2-groupe de classes

deL estcyclique, alors d’aps la proposition 1, les corpg*) et L ont le méme 2-corps
de classes de Hilbert qui n’est autre q’tﬁéz). Par suite on & (X)) = k(L) ainsi

V4 KPP e 2| n(EY) «— 4|h(KW) — 8|h(L)

On se ramnea determiner le 2-nombre de classeslde
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On sait d’apes [Wa-66] que

Quh(Q(vag ) h(Q(vpr )1 (Q(VrP'ad )

4

De plus, d’apés [Ka-76], on & (Q(1/q¢')) = 1 eth(Q(v/pr'eqd’ ) =4 (mod 8 ;
par suiteh(L) = QLh(Q(y/pp)). On distingue les cas suivants :

- (7).2 (5).

D'apres [Kuv-95], on & (Q(y/pp’)) = 2 (mod 4 et Ny 57 )/0(Epp) = 1. ON
trouve que le sysime fondamental des ues deL est{sqq/, Epp's /Epp'Eprad |
par suiteQ;, = 2 eth(L) = 4. Donc, K( ) = ( ) et Ga(K( )/K) est aglien.

(2)-(0),

D’apres [Kuv-95], on ah(Q(+/pp’)) = 4 (mod § et No(m ) 0Em) = —1.
On trouve que le syste fondamental des ueé deL est{c,y/, ey, Epp'Epplaq’
par suiteQ)r, = 1 eth(L) = 4. Donc,Kél) = Kéz) et Ga(KéZ)/K) est alglien.

(), (),
/a4 D/a

D’apres [Kuv-95], on a4 h(Q(y/pp')). Side PlusNoy /7 )/ (Epp) = —1, alors

8| n(Q(y/pr')). Par suite, h(L) et Ky # K52 Si N oo (em) = 1,

le syseme fondamental des ueﬂ del est{eqy,epps /Epp'Eppaq } + PAT SUItE

Qr = 2.Donc, 8| h(L )etK( ) = Kél).
D’ou la premere partie du thoeme.

Montrons que G&IK /K) est dedral. On sait d’aprs la tleorie des genres, que
le 2-groupe de classes @¥\/pp'qq’ ) est de rang 2. Comme(Q(+\/pr'qq’)) = 4
(mod 8, alors le 2-groupe de classes@é,/pp’qq’ ) est de type2, 2). On remarque
queK ) est le 2-corps de classes de HiIber@i(s\ /pp’qq’) etona quer) estle 2-
corps de classes de Hilbert #i¢*). D’aprés [Be-Sn], on a GéKéz)/Q(\ /pp'qq’)) est
diédral. Or GaﬂKéz)/K) est un sous-groupe d’indice 2 dans (}éf)/Q(\ /pp'aq’)),
donc le groupe GaKéz)/K) est dedral. De plus, d’ams le tleoeme 1, toutes les
classes d€), capitulent dangg ™), [

hL) =

English extended abstract.Let K be a biquadratic field/K*) the genus field of
K, KSV the Hilbert 2-class field of<, K? the Hilbert 2-class field of{”, G =
Gal(K; (2) /K) ThefieldsE,i € {1, 2, 3}, are the three quadratic fields containedin
We suppose that G(dl( /K) 7)27 x 7.]27. ThenKél) contains three extensions
K;/K,i € {1,2,3}. ltis known by genus theory that” containsX*), and by
group theory, we prove that ™) # K. If K = él), then the 2-component of
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the class group of{*) is cyclic (Theokme 2). If K*) /K is a quadratic extension,
then there existsy € {1,2,3} such thatk*) = K,,. Our goal is to prove that if
GallK{V /K) ~ 7)2Z x 7,/2Z and[K*) : K] = 2, then we have the following:
1) The 2-componentofthe class grougdf* is cyclic (Theome 3 and Teoeme 4).
2) The group Gall(éz)/K) can never be semi-dihedral (@teme 5).

Two cases occur:
First case. There exists € {1, 2, 3} such that the extensiali/ F; is unramified.
Second caseFor anyi € {1,2, 3}, the extensiotk/ F; is ramified.

In the first case, we hav@y p, ~ Z/2%7 x 7/27 or Ca 5, ~ 7./27 x 7./ 2Z (Ca.F,
is the 2-component of the class groupfoj.

If Co.p, ~ 7./2°7 x 7./ 2Z, then the 2-component of the class groupdt) is cyclic
of order 2 andi " is the Hilbert 2-class field ok (). Moreover, K" = K% and the
groupG is abelian. IfCy i, ~ 7Z/27 x 7./2Z, thenK *) is the Hilbert 2-class field of
F;. Hence the 2-component of the class grougkéf) is cyclic. In addition, by group
theory, the group G&Kéz)/Fl-) is quaternion, dihedral or semi-sihedral. Sirigés a
subgroup of Ga(ll(éz)/FZ-) of index 2, then= can never be semi-dihedral.

In the second case, if there exists {1, 2, 3} such that the number of ambiguous
2-classes of{/ F; is equal to 2, then the commutator subgrougHof= Gal(KéZ)/Fi)
is H' = Gal(K? /K ™). SinceH/H' ~ 7.,/2Z x 7./2Z, thenH' is cyclic. Moreover
the 2-component of the class group Ef*) is cyclic. As before (first case}7 is a
subgroup of Ge(lKéZ)/Fi) of index 2, soGG can never be semi-dihedral. If the number
of ambiguous 2-classes & /F}, i € {1,2,3}, is equal to 4, then we prove th&t*)
is of type (A), i.e.|Ker(j) N N (Ck+)| > 1. By [Ki-76], the 2-component of the class
group of K*) is cyclic and the groug can never be semi-dihedral.

To illustrate these results, we give at the end of this paper some applications to the
capitulation problem.
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