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SUR LE 2-GROUPE DE CLASSES DU CORPS DE

GENRES DE CERTAINS CORPS BIQUADRATIQUES

ABDELMALEK AZIZI ET ALI MOUHIB

RÉSUMÉ. SoientK un corps biquadratique,K(∗) le corps de genres deK, K
(1)
2 le

2-corps de classes de Hilbert deK, K
(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert deK

(1)
2 ,

G = Gal(K(2)
2 /K) et C2 la 2-partie du groupe de classes deK. On suppose que

C2 ' Z/2Z × Z/2Z ; alors on montre que la 2-partie du groupe de classes de

K(∗) est cyclique, et si[K(∗) : K] = 2, alors le groupeG ne peut jamaiŝetre

semi-díedral.

ABSTRACT. Let K be a biquadratic field,K(∗) the genus field ofK, K
(1)
2 the 2-

Hilbert class field ofK, K
(2)
2 the 2-Hilbert class field ofK(1)

2 , G = Gal(K(2)
2 /K)

andC2 the 2-component of the class group ofK. If C2 ' Z/2Z× Z/2Z, then the

2-component of the class group ofK(∗) is cyclic, and if[K(∗) : K] = 2, then the

groupG can never be semi-dihedral.

1. Introduction. SoientK un corps de nombres,K
(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert

deK, K(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert deK

(1)
2 , K(∗) le corps de genres deK, G le

groupe de Galois deK(2)
2 /K etC2 la 2-partie du groupe de classes deK. On suppose

queC2 ' Z/2Z × Z/2Z ; alorsK
(1)
2 contient trois sous-extensions quadratiques sur

K qu’on d́esigne parK1, K2 et K3. Dans [Ki-76], Kisilevsky a líe le probl̀eme de
capitulation dans les extensionsK1/K, K2/K et K3/K à la structure du groupeG
et aussìa la structure de la 2-partie du groupe de classes de ces trois extensions (voir
théor̀eme 1).

Dans le cas d’un corps biquadratiqueK, le corps de genresK(∗) est inclus dansK(1)
2 .

Si K(∗)/K est une extension quadratique, alorsK(∗) est l’un des corpsK1, K2 ouK3.
D’où l’int ér̂et d’étudier la structure du 2-groupe de classes deK(∗), afin de trouver
des informations sur la capitulation des 2-classes d’idéaux deK dans les extensions
intermédiaires deK(1)

2 /K.
Dans le pŕesent travail on suppose queK est un corps biquadratique tel queC2 '

Z/2Z× Z/2Z et on montre le ŕesultat principal suivant.
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124 Sur le 2-groupe de classes du corps de genres de certains corps biquadratiques

Théorème.

1) Le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.
2) Si de plus[K(∗) : K] = 2, alors le groupeG n’est jamais semi-diédral.

2. Résultats pŕeliminaires. Ce paragraphe est réserv́e à certains ŕesultats utiles dans
le reste de l’article. Le premier résultat concerne la finitude desp-corps de classes de
Hilbert d’un corps de nombres dont lep-groupe de classes est cyclique.

Proposition 1. SoientF un corps de nombres etp un nombre premier. On note par
F

(1)
p le p-corps de classes de Hilbert deF et parF (2)

p le p-corps de classes de Hilbert

deF
(1)
p . SiF (1)

p /F est cyclique alorsF (1)
p = F

(2)
p .

Preuve.Voir [Ta-37]. ¤

Dans la suite on va rappeler deux résultats concernant la théorie des groupes. Soient
Qn le groupe des quaternions,Dn le groupe díedral etSn le groupe semi-diédral
d’ordres 2n. On d́efinit ces groupes comme suit :

Qn = 〈x, y〉 où x2n−2
= y2 = a, a2 = 1, y−1xy = x−1 ;

Dn = 〈x, y〉 où x2n−1
= y2 = 1, y−1xy = x−1 ;

Sn = 〈x, y〉 où x2n−1
= y2 = 1, y−1xy = x2n−2−1.

Proposition 2. SoientH un groupe d’ordre2n où n > 1 etH ′ le groupe des commu-
tateurs deH. Si le groupeH/H ′ est de type(2, 2), alorsH ′ est cyclique.

Preuve.Voir [Ta-37]. ¤

Proposition 3. SoientH un groupe d’ordre2n où n > 1 etH ′ le groupe des commu-
tateurs deH. Si le groupeH/H ′ est de type(2, 2), alorsH est isomorphèa Dn, Qn

ou à Sn.

Preuve.Voir [Ki-76]. ¤

Concernant le problème de capitulation, pour un corps de nombres dont le 2-groupe
de classes est de type(2, 2), on cite les ŕesultats suivants :

Soit K un corps de nombres,K(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert deK, K

(2)
2 le

2-corps de classes de Hilbert deK
(1)
2 et G le groupe de Galois deK(2)

2 /K. Soit L

une sous-extension propre de Gal(K(1)
2 /K) ; on note parCK (resp.CL) le groupe de

classes deK (resp.L). Soientj l’application deCK versCL qui fait correspondrèa la
classe d’un id́ealI deK la classe de l’id́eal engendŕe parI dansL etN la norme de
L/K.

Définition. On dit queL est de type (A) si et seulement si|Ker(j) ∩ N (CL)| > 1 ;
dans le cas contraire, on dit queL est de type (B).

Le groupeG′ des commutateurs deG est isomorphe au groupe Gal(K(2)
2 /K

(1)
2 ),

tandis que le groupeG/G′ est isomorphe au groupe Gal(K(1)
2 /K) qui est encore

isomorphèa la 2-partie du groupeCK . On suppose que la 2-partie deCK est de type
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(2, 2), doncG/G′ est de type(2, 2). Alors d’apr̀es la proposition 3, le groupeG est
isomorphèa Dn, Qn ou à Sn. Dans tous ces cas,G′ = 〈x2〉 et les trois sous-groupes
d’indice 2 deG sontH1 = 〈x〉, H2 = 〈x2, y〉 et H3 = 〈x2, xy〉. SoientK1, K2 et K3

les trois extensions deK(1)
2 /K telles queKi est le sous-corps deK(2)

2 laisśe fixe parHi

et ji l’applicationj définie pourL = Ki. Si K(2)
2 6= K

(1)
2 , il existe une sous-extension

M/K
(1)
2 deK

(2)
2 /K

(1)
2 de degŕe 2 surK(1)

2 .

Théorème 1. On suppose queG/G′ est de type(2, 2). Alors on a :

1) Si K
(2)
2 = K

(1)
2 alors les corpsKi sont de type (A),|Ker(ji)| = 4 pour

i = 1, 2, 3 etG est de type(2, 2).
2) Si Gal(M/K) ' Q3 alors chaqueKi est de type (A),|Ker(ji)| = 2 pour

i = 1, 2, 3 etG ' Q3.
3) SiGal(M/K) ' D3 alorsK2 etK3 sont de type (B) et|Ker(j2)| = |Ker(j3)| =

2. De plus, siK1 est de type (B), alors|Ker(j1)| = 2 et G ' Sm. Si K1 est
de type (A) et|Ker(j1)| = 2 alors G ' Qm. Enfin siK1 est de type (A) et
|Ker(j1)| = 4 alorsG ' Dm.

Preuve.Voir [Ki-76]. ¤
Remarque 1.Le 2-groupe de classes deK2 (resp.K3) est cyclique si et seulement si
l’une des conditions suivantes est vérifiée :

1) K
(1)
2 = K

(2)
2 ;

2) K
(1)
2 6= K

(2)
2 etG ' Q3.

On finit par un ŕesultat concernant le 2-groupe de classes des corps de nombres de
type(2m, 2n) où m etn sont deux entiers strictement positifs.

Proposition 4. SoientL un corps de nombres dont le 2-groupe de classes est de type
(2m, 2n) où m etn sont deux entiers strictement positifs etL1 le 2-corps de classes de
Hilbert deL. S’il existe une extension quadratique non ramifiée deL dont la 2-partie
du nombre de classes estégaleà 2m+n−1, alors la 2-partie du nombre de classes des
trois extensions quadratiques non ramifiées deL est égaleà 2m+n−1 et la tour des
2-corps de classes de Hilbert deL s’arrête enL1.

Preuve.Voir [Be-Le-Sn-98]. ¤
3. Étude de la structure du 2-groupe de classes deK(∗). Dans ce paragraphe, on
désigne parK un corps biquadratique,K

(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert deK, K(2)

2

le 2-corps de classes de Hilbert deK
(1)
2 etK(∗) le corps de genres deK.

Théorème 2. On garde les m̂emes notations et on suppose queGal(K(1)
2 /K) '

Z/2Z×Z/2Z, alors le casK(∗) = K ne peut pas se produire. De plus siK(∗) = K
(1)
2 ,

alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

Preuve.Le casK(∗) = K ne peut pas se produire. En effet, soitH = Gal(K(1)
2 /Q) ;

alors le groupe des commutateurs deH estH ′ = Gal(K(1)
2 /K). CommeH/H ′ '
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Gal(K/Q) ' Z/2Z×Z/2Z, alors d’apr̀es la proposition 2,H ′ est cyclique. Ce qui est
contraire aux hypoth̀eses, d’òu la premìere partie du th́eor̀eme.

Si K(∗) = K
(1)
2 , alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique. En effet, on pose

H = Gal(K(2)
2 /K) ; le groupeH ′ des commutateurs deH estégalà Gal(K(2)

2 /K(∗)).
CommeH/H ′ ' Gal(K(1)

2 /K) ' Z/2Z × Z/2Z, alors, d’apr̀es la proposition 2, le
groupeH ′ est cyclique. Ainsi, le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique. ¤

Dans la suite de cet article on garde les mêmes notations. De plus on suppose que
Gal(K(1)

2 /K) ' Z/2Z×Z/2Z et que[K(∗) : K] = 2. On note parK1 etK2 les deux
extensions quadratiques non ramifiées deK autres queK(∗). De plus, on note parFi

où i ∈ {1, 2, 3} les trois sous-corps quadratiques deK. Notre but est de montrer que le
2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

Proposition 5. On garde les notations préćedentes et on suppose qu’il existei ∈
{1, 2, 3} tel que le nombre des 2-classes ambiguës de l’extensionK/Fi estégal à 2.
Alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

Preuve.Comme le corps de genresK(∗) est diff́erent deK(1)
2 , alorsK

(1)
2 /Q est une

extension non ab́elienne. Soiti ∈ {1, 2, 3} tel que le nombre des 2-classes ambiguës

de l’extensionK/Fi est égal à 2. SoitG = Gal(K(2)
2 /Fi). PuisqueK(∗) est la plus

grande extension abélienne deFi quit soit contenue dansK(2)
2 , alors le groupeG′ des

commutateurs deG estégalà Gal(K(2)
2 /K(∗)) etG/G′ est isomorphèa Gal(K(∗)/Fi).

Comme Gal(K(∗)/Fi) est de type(2, 2), alors d’apr̀es la proposition 2, le groupe

G′ = Gal(K(2)
2 /K(∗)) est cyclique. ¤

Dans la suite on va distinguer les deux cas suivants :

1) il existei ∈ {1, 2, 3} tel que l’extensionK/Fi est non ramifíee;
2) ∀ i ∈ {1, 2, 3}, l’extensionK/Fi est ramifíee.

On commence par le premier cas.

3.1. Cas òu K/Fi est non ramifiée pour uni ∈ {1, 2, 3}. On suppose que l’extension
K/F1 est non ramifíee ; alors on a le th́eor̀eme suivant :

Théorème 3. On garde les notations préćedentes et on suppose queK/F1 est non
ramifiée. Alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

Preuve.On suppose queK/F1 est non ramifíee. CommeK(∗)/F1 est une extension
ab́elienne, non ramifíee de degŕe 4, alorsh(F1) = 4 ouh(F1) = 8 (h(M) désigne le
2-nombre de classes deM ).

On suppose queh(F1) = 8 ; alors on distingue les cas suivants :
Si le 2-groupe de classes deF1 est de type(2, 2, 2), alors le corps de genres deF1

est de degŕe 8 surF1. Par suiteK(1)
2 est le corps de genres deF1 et K(∗) = K

(1)
2 , ce

qui est contraire aux hypothèses.
Si le 2-groupe de classes deF1 est cyclique, alorsK(1)

2 /K est cyclique. Ce qui est
contraire au fait que le 2-groupe de classes deK est de type(2, 2).
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Si le 2-groupe de classes deF1 est de type(2, 22), alors d’apr̀es la proposition 4, on

trouve queK(1)
2 = K

(2)
2 . Par conśequent, le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique

d’ordre 2.
On suppose queh(F1) = 4 ; alors le 2-groupe de classes deF1 est de type(2, 2).

Sinon, le 2-groupe de classes deF1 serait cyclique, ce qui entraı̂ne queK(∗)/F1 est
cyclique. Ce qui est impossible carK(∗)/Q est de type(2, 2, 2). Ainsi, F1 est de 2-
groupe de classes de type(2, 2) et dont le 2-corps de classes de Hilbert estégalàK(∗).
Enfin, par application de la proposition 5, on trouve que le 2-groupe de classes deK(∗)

est cyclique. Ainsi le th́eor̀eme est d́emontŕe. ¤

3.2. Cas òu K/Fi est ramifiée pour tout i ∈ {1, 2, 3}. On garde les notations du
paragraphe préćedent. De plus, on d́esigne parh(M) le 2-nombre de classes deM .

Proposition 6. On suppose que pour touti ∈ {1, 2, 3}, l’extensionK/Fi est ramifíee.
Alors les corpsFi sont de 2-nombre de classeségalà 1 ouà 2.

Preuve.Comme l’extensionK/Fi est ramifíee de degŕe 2, alorsh(Fi) divise h(K).
Ce qui entrâıne queh(Fi) = 1, 2 ou 4. On suppose queh(Fi) = 4, alors on distingue
deux cas :

Si le 2-groupe de classes deFi est de type(2, 2), alors le corps de genresF (∗)
i deFi

est de degŕe 4 surFi. CommeF
(∗)
i est contenue dansK(∗) et [K(∗) : Fi] = 4, alors

K(∗) est le corps de genres deFi. Ce qui est impossible, carK(∗)/Fi est ramifíee.
Si le 2-groupe de classes deFi est cyclique d’ordre 4, on note parL le 2-corps de

classes de Hilbert deFi et Gal(L/Fi) est cyclique d’ordre 4. CommeL et K sontFi-
linéairement disjoints, alors Gal(LK/K) est isomorphèa Gal(L/Fi). Par conśequent
Gal(LK/K) est cyclique d’ordre 4, ce qui est contraire aux hypothèses. Ainsi la
proposition est d́emontŕee. ¤

Théorème 4. On suppose que pour touti ∈ {1, 2, 3}, l’extensionK/Fi est ramifíee.
Alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

Preuve.On distingue deux cas :
1) On suppose qu’il existe une sous-extension quadratiqueFi de K telle que le

nombre des 2-classes ambiguës deK/Fi estégalà 2. Alors d’apr̀es la proposition 5, le
2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

2) On suppose que∀i ∈ {1, 2, 3}, le nombre des 2-classes ambiguës deK/Fi est

égal à 4. Ceci entrâıne que∀i ∈ {1, 2, 3}, l’extensionK
(1)
2 /Fi est ab́elienne ; ainsi

K1/Fi est ab́elienne pour touti ∈ {1, 2, 3}. Soitσ unQ-isomorphsime deK1 ; alors
il existei0 ∈ {1, 2, 3} tel queσ est unFi0-isomorphisme ; par suiteσ(K1) ⊂ K1, car
K1/Fi0 est galoisienne. On tire ainsi que l’extensionK1/Q est galoisienne. De plus,

K1/Q est non ab́elienne car sinon,K(1)
2 = K(∗)K1/Q serait ab́elienne.

CommeK est l’extension ab́elienne maximale deQ contenue dansK1, alors le
groupeH ′ des commutateurs deH = Gal(K1/Q) est égal à Gal(K1/K). Puisque
H/H ′ est de type(2, 2), alors d’apr̀es la proposition 3, le groupeH est isomorphèa
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D3, Q3 ou à S3. Ainsi H est isomorphèa Q3 ou à D3 (car H est non ab́elien). Par
conśequent, il existe un sous-groupe cyclique deH d’indice 2 ; on note parFj où
j ∈ {1, 2, 3}, le sous-corps quadratique deK tel que Gal(K1/Fj) est cyclique. Comme
Gal(K1/Fj) est cyclique, alors il existe une infinité de premiers deFj qui restent inertes
dansK1 (voir [Ja-73], page 136). SoitP un premier deFj qui reste inerte dansK1. On
posePOK = Q un premier deK (OM désigne l’anneau des entiers deM ). L’id éal
premierQ deK est non principal. En effet :

CommeK1/K est une extension abélienne non ramifíee, alors la loi de ŕeciprocit́e est
vérifiée pour cette extension, c’est-à-direi(K∗) ⊂ Ker(φK1/K) où Ker(φK1/K) désigne
le noyau de l’application d’Artin dans l’extensionK1/K et i(K∗) désigne le groupe
des id́eaux fractionnaires principaux deK. On note parl la partie impaire du nombre
de classes deK. L’id éalQl est non principal, car sinon on auraQl ∈ Ker(φK1/K) et
commel est impair et l’extensionK1/K est de degŕe une puissance de deux, alors
Q ∈ Ker(φK1/K), et par suiteQ se d́ecompose dansK1. Ce qui est contraire au fait
queQ est inerte dansK1. Ainsi la classe[Ql] est une 2-classe deK non triviale ; par
suite, l’idéalP l est non principal.

SoitS le 2-corps de classes de Hilbert deFj , comme[P l] est une 2-classe non triviale
deFj , alorsP lOS est principal. D’apr̀es la proposition 5, on a[S : Fj ] = 2 (carP l

est non principal) etS est le coprs de genres deFj . Ainsi on aS ⊂ K(∗). D’autre
part, l’extensionK(∗)/Fj est de type(2, 2) et commeP est inerte dansK, alorsQ doit
se d́ecomposer dansK(∗). On poseQOK(∗) = Q1Q2 où Q1 etQ2 sont deux id́eaux
premiers deK(∗).

On aP lOK(∗) = Ql
1Ql

2 = P lOSOK(∗) = QlOK(∗) qui est principal. Ainsi, le corps
K(∗) est de type (A) et d’après le th́eor̀eme 1, le corpsK(∗) est de 2-groupe de classes
cyclique. Ainsi le th́eor̀eme est d́emontŕe. ¤

Corollaire 1. On suppose que la suite des 2-corps de classes de Hilbert deK ne
s’arrête pas enK(1)

2 . Alors seulement deux classes deK capitulent dansK1 etK2.

Preuve.Comme le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique, alors d’après le th́eor̀eme 1
on a le ŕesultat. ¤

Théorème 5. SoitK un corps biquadratique tel que son 2-groupe de classes est de type
(2, 2) et son corps de genresK(∗) est diff́erent deK. Alors le groupeG = Gal(K(2)

2 /K)
est ab́elien, díedral ou quaternionique. Plus préciśementG ne peut jamaiŝetre semi-
diédral.

Preuve.On garde les notations préćedentes et on distingue deux cas.
1) On suppose qu’il existei ∈ {1, 2, 3} tel queK/Fi est non ramifíee. Dans la preuve

du th́eor̀eme 3, on a vu que le 2-groupe de classes deFi est de type(2, 2) ou bien de

type (2, 22). Si Fi est de type(2, 22), alorsK
(2)
2 = K

(1)
2 (voir proposition 4) ; par

conśequent, le groupeG est ab́elien. SiFi est de type(2, 2), alorsK(∗) est le 2-corps

de classes de Hilbert deFi. SoitH = Gal(K(2)
2 /Fi) ; commeH ′ = Gal(K(2)

2 /K(∗)),
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alorsH/H ′ est de type(2, 2). Ainsi, d’apr̀es la proposition 3, le groupeH est díedral,
quaternionique ou semi-diédral. CommeG est un sous-groupe deH d’indice 2, alors
le groupe Gal(K(2)

2 /K) est ab́elien, díedral ou quaternionique.

2) On suppose que pour touti ∈ {1, 2, 3}, l’extensionK/Fi est ramifíee. On distingue
deux cas :

Si pour touti ∈ {1, 2, 3}, le nombre des 2-classes ambiguës de l’extensionK/Fi est
égalà 4, alors le corpsK(∗) est de type (A) (voir preuve du théor̀eme 4). Ainsi, d’apr̀es
le théor̀eme 1, le groupeG est ab́elien, díedral ou quaternionique.

S’il existe i ∈ {1, 2, 3} tel que le nombre des 2-classes ambiguës de l’extension
K/Fi estégalà 2, alorsK(∗) est l’extension ab́elienne maximale deFi contenue dans

K
(2)
2 . En utilisant le m̂eme raisonnement que dans 1), on trouve queG est ab́elien,

diédral ou quaternionique. Ainsi le théor̀eme est d́emontŕe. ¤

3.3. Applications. SoitK un corps biquadratique,K
(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert

deK, K
(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert deK

(1)
2 et K(∗) le corps de genres deK.

On note parK1 etK2 les deux extensions quadratiques non ramifiées deK autres que
K(∗) et parQK l’indice des unit́es deK.

Application 1. Soientp1 etp2 deux nombres premiers tels que

p1 ≡ 1 (mod 8), p2 ≡ 5 (mod 8) et

(
p1

p2

)
= −1 .

D’après [Az-93], le 2-groupe de classes deK = Q
(
i,
√

p1p2
)

est de type(2, 2).
Le corps de genres deK estK(∗) = Q

(
i,
√

p1,
√

p2
)
. Comme[K(∗) : K] = 2,

alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

D’après [Az-99],K(2)
2 6= K

(1)
2 et toutes les 2-classes deK capitulent dansK(∗). De

plus, deux 2-classes deK capitulent dansK1 etK2. Par suite le groupe Gal(K(2)
2 /K)

est díedral.

Application 2. Dans [Az-Be], les corps suivants ont des 2-groupes de classes de type
(2, 2).

1) K = Q
(√−2,

√
2pq

)
où p et q sont des premiers vérifiant

p ≡ 1 (mod 8), q ≡ −1 (mod 4),
(

p

q

)
= 1

etQK = 2.

2) K = Q
(√−2,

√
p1p2

)
où p1 etp2 sont des premiers vérifiant

p1 ≡ 5 (mod 8), p2 ≡ 1 (mod 8) et

(
p1

p2

)
= −1 .
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Dans le cas 1), le corps de genres deK estK(∗) = Q
(√

p,
√

2p,
√
−2

)
. Comme

[K(∗) : K] = 2, alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

D’après [Az-Be], on aK(1)
2 6= K

(2)
2 et toutes les 2-classes deK capitulent dans

K(∗). De plus, seulement deux 2-classes deK capitulent dansK1 et K2. Ainsi le
groupe Gal(K(2)

2 /K) est díedral.
Dans le cas 2), le corps de genres deK estK(∗) = Q

(√−2,
√

p1,
√

p2
)
. Comme

[K(∗) : K] = 2, alors le 2-groupe de classes deK(∗) est cyclique.

D’après [Az-Be], on aK(1)
2 6= K

(2)
2 et il existe deux 2-classes deK qui capitulent

dansK(∗). Alors, d’apr̀es le corollaire 1, on a deux 2-classes deK qui capitulent dans
K1 et K2. D’après le th́eor̀eme 1, on trouve que Gal(K(2)

2 /K) est quaternionique ou

semi-díedral. Or, on sait d’après le th́eor̀eme 5 que le groupe Gal(K(2)
2 /K) ne peut

jamaisêtre semi-díedral ; donc Gal(K(2)
2 /K) est quaternionique.

Application 3. Avant de donner la dernière application, on va rappeler certains résultats
concernant le rang du 2-groupe de classes de certains corps biquadratiques (voir [Az-
Mo]).

Soientm et d deux entiers naturels sans facteurs carrés etS = Q
(√

m,
√

d
)

un
corps biquadratique tel queQ

(√
m

)
est de nombre de classes impair. On note parH

le 2-groupe de classes deS, r le nombre des premiers deQ
(√

m
)

ramifiés dansS ete
l’entier naturel d́efini par

2e =
[
EQ(

√
m ) : NS/Q(

√
m )(S

∗) ∩ EQ(
√

m )

]

où EQ(
√

m ) est le groupe des unités deQ
(√

m
)

et NS/Q(
√

m ) l’application norme
relativement̀a l’extensionS/Q

(√
m

)
. Alors d’apr̀es [Az-Mo] on a rang(H) = r −

1− e. Si on note parεm l’unit é fondamentale deQ
(√

m
)
, alors la d́etermination de

l’entier e revientà chercher si−1, εm et−εm sont des normes ou non dans l’extension
S/Q

(√
m

)
. Ce qui revient̀a chercher les valeurs

(−1, d

P
)

et

(
εm, d

P
)

du symbole du reste normique pour tous les premiers deQ
(√

m
)

ramifiés dansS.
Ainsi e ∈ {0, 1, 2} et plus pŕeciśement, on a :

i) e = 0 si et seulement si−1 etεm sont des normes dansS/Q
(√

m
)

;
ii) e = 2 si et seulement si−1,εm et−εm ne sont pas des normes dansS/Q

(√
m

)
.

Dans ce qui suit, ońetudie le corpsK = Q
(√

p,
√

p′qq′
)

tel quep, p′, q et q′ sont
des premiers v́erifiantp ≡ p′ ≡ −q ≡ −q′ ≡ 1 (mod 4) et

(
p

p′

)
= −

(
p

q

)
= −

(
p

q′

)
= 1,

(
p′

q

)(
p′

q′

)
= −1 .

On sait d’apr̀es [Az-Mo] que le 2-groupe de classes deK est de type(2, 2). Le corps
de genres deK estK(∗) = Q

(√
p,

√
p′,

√
qq′

)
. Comme[K(∗) : K] = 2, alors le
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2-groupe de classes deK(∗) est cyclique et le groupe Gal(K(2)
2 /K) ne peut jamaiŝetre

semi-díedral.
On note dans la suite parh(M) le 2-nombre de classes du corpsM , NQ(

√
m )/Q la

norme relativèa l’extensionQ
(√

m
)
/Q et parεm la norme de l’unit́e fondamentale de

Q
(√

m
)
.

Théorème 6. Soientp, p′, q et q′ des premiers v́erifiant :

p ≡ p′ ≡ −q ≡ −q′ ≡ 1 (mod 4),
(

p

p′

)
= −

(
p

q

)
= −

(
p

q′

)
= 1,

(
p′

q

)(
p′

q′

)
= −1

et soitK = Q
(√

p,
√

p′qq′
)
. AlorsK

(1)
2 6= K

(2)
2 si et seulement si

(
p

p′

)

4
=

(
p′

p

)

4
= 1 .

De plus, le groupeGal(K(2)
2 /K) est díedral.

Preuve.On poseL = Q
(√

qq′,
√

pp′
)
, alors le 2-groupe de classesH de L est

cyclique. En effet, commeh
(
Q

(√
qq′

))
= 1, alors rang(H) = r−1− e où r ete sont

les entiers naturels définis relativement̀a l’extensionL/Q
(√

qq′
)
. Comme

(
qq′

p

)
= 1 et

(
qq′

p′

)
= −1,

on a r = 3 et par suite rang(H) = 2 − e. D’autre part, on a queK(∗)/L est une
extension ab́elienne non ramifíee de degŕe 2, donce 6= 2.

On posepOQ(
√

qq′ ) = P1P2 où P1 etP2 sont deux premiers deQ
(√

m
)

ramifiés

dansK etOQ(
√

qq′ ) l’anneau des entiers deQ
(√

m
)
. On remarque queεqq′ = qu2 où

u ∈ Q(√
m

)
et par suite

(
εqq′ , pp′

P1

)
=

(
qu2, pp′

P1

)
=

(
q, p

P1

)
=

(
q

p

)
= −1 .

Ainsi εqq′ n’est pas norme dans l’extensionK/Q(
√

qq′ ) ; donce = 1 et le 2-groupe
de classes deL est cyclique.

Comme l’extensionK(∗)/L est ab́elienne et non ramifíee et que le 2-groupe de classes
deL est cyclique, alors d’après la proposition 1, les corpsK(∗) etL ont le m̂eme 2-corps
de classes de Hilbert qui n’est autre queK

(2)
2 . Par suite on ah(K(∗)) = 1

2h(L), ainsi

K
(1)
2 6= K

(2)
2 ⇐⇒ 2

∣∣ h(K(1)
2 ) ⇐⇒ 4

∣∣ h(K(∗)) ⇐⇒ 8
∣∣ h(L) .

On se ram̀eneà d́eterminer le 2-nombre de classes deL.
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On sait d’apr̀es [Wa-66] que

h(L) =
QLh

(
Q

(√
qq′

))
h
(
Q

(√
pp′

))
h
(
Q

(√
pp′qq′

))

4
.

De plus, d’apr̀es [Ka-76], on ah
(
Q

(√
qq′

))
= 1 eth

(
Q

(√
pp′qq′

)) ≡ 4 (mod 8) ;
par suiteh(L) = QLh

(
Q

(√
pp′

))
. On distingue les cas suivants :

•
(

p

p′

)

4
6=

(
p′

p

)

4

D’après [Kuv-95], on ah
(
Q

(√
pp′

)) ≡ 2 (mod 4) etNQ(
√

pp′ )/Q(εpp′) = 1. On
trouve que le système fondamental des unités deL est{εqq′ , εpp′ ,

√
εpp′εpp′qq′} ;

par suiteQL = 2 eth(L) = 4. Donc,K(1)
2 = K

(2)
2 et Gal(K(2)

2 /K) est ab́elien.

•
(

p

p′

)

4
=

(
p′

p

)

4
= −1

D’après [Kuv-95], on ah
(
Q

(√
pp′

)) ≡ 4 (mod 8) etNQ(
√

pp′ )/Q(εpp′) = −1.
On trouve que le système fondamental des unités deL est{εqq′ , εpp′ , εpp′εpp′qq′} ;

par suiteQL = 1 eth(L) = 4. Donc,K(1)
2 = K

(2)
2 et Gal(K(2)

2 /K) est ab́elien.

•
(

p

p′

)

4
=

(
p′

p

)

4
= 1

D’après [Kuv-95], on a 4
∣∣ h

(
Q

(√
pp′

))
. Si de plusNQ(

√
pp′ )/Q(εpp′) = −1, alors

8
∣∣ h

(
Q

(√
pp′

))
. Par suite, 8

∣∣ h(L) et K
(1)
2 6= K

(2)
2 . Si NQ(

√
pp′ )/Q(εpp′) = 1,

le syst̀eme fondamental des unités deL est {εqq′ , εpp′ ,
√

εpp′εpp′qq′} ; par suite
QL = 2. Donc, 8| h(L) etK(2)

2 = K
(1)
2 .

D’où la premìere partie du th́eor̀eme.
Montrons que Gal(K(2)

2 /K) est díedral. On sait d’apr̀es la th́eorie des genres, que
le 2-groupe de classes deQ

(√
pp′qq′

)
est de rang 2. Commeh

(
Q

(√
pp′qq′

)) ≡ 4
(mod 8), alors le 2-groupe de classes deQ

(√
pp′qq′

)
est de type(2, 2). On remarque

queK(∗) est le 2-corps de classes de Hilbert deQ
(√

pp′qq′
)

et on a queK(2)
2 est le 2-

corps de classes de Hilbert deK(∗). D’après [Be-Sn], on a Gal
(
K

(2)
2 /Q

(√
pp′qq′

))
est

diédral. Or Gal(K(2)
2 /K) est un sous-groupe d’indice 2 dans Gal

(
K

(2)
2 /Q

(√
pp′qq′

))
,

donc le groupe Gal(K(2)
2 /K) est díedral. De plus, d’après le th́eor̀eme 1, toutes les

classes deC2 capitulent dansK(∗). ¤

English extended abstract.Let K be a biquadratic field,K(∗) the genus field of
K, K

(1)
2 the Hilbert 2-class field ofK, K

(2)
2 the Hilbert 2-class field ofK(1)

2 , G =
Gal(K(2)

2 /K). The fieldsFi, i ∈ {1, 2, 3}, are the three quadratic fields contained inK.

We suppose that Gal(K(1)
2 /K) ' Z/2Z× Z/2Z. ThenK

(1)
2 contains three extensions

Ki/K, i ∈ {1, 2, 3}. It is known by genus theory thatK(1)
2 containsK(∗), and by

group theory, we prove thatK(∗) 6= K. If K(∗) = K
(1)
2 , then the 2-component of
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the class group ofK(∗) is cyclic (Th́eor̀eme 2). IfK(∗)/K is a quadratic extension,
then there existsi0 ∈ {1, 2, 3} such thatK(∗) = Ki0. Our goal is to prove that if

Gal(K(1)
2 /K) ' Z/2Z× Z/2Z and[K(∗) : K] = 2, then we have the following:

1) The 2-component of the class group ofK(∗) is cyclic (Th́eor̀eme 3 and Th́eor̀eme 4).
2) The group Gal(K(2)

2 /K) can never be semi-dihedral (Théor̀eme 5).

Two cases occur:

First case. There existsi ∈ {1, 2, 3} such that the extensionK/Fi is unramified.

Second case.For anyi ∈ {1, 2, 3}, the extensionK/Fi is ramified.

In the first case, we haveC2,Fi ' Z/22Z× Z/2Z or C2,Fi ' Z/2Z× Z/2Z (C2,Fi

is the 2-component of the class group ofFi).

If C2,Fi ' Z/22Z×Z/2Z, then the 2-component of the class group ofK(∗) is cyclic

of order 2 andK(1)
2 is the Hilbert 2-class field ofK(∗). Moreover,K(1)

2 = K
(2)
2 and the

groupG is abelian. IfC2,Fi ' Z/2Z× Z/2Z, thenK(∗) is the Hilbert 2-class field of
Fi. Hence the 2-component of the class group ofK(∗) is cyclic. In addition, by group
theory, the group Gal(K(2)

2 /Fi) is quaternion, dihedral or semi-sihedral. SinceG is a

subgroup of Gal(K(2)
2 /Fi) of index 2, thenG can never be semi-dihedral.

In the second case, if there existsi ∈ {1, 2, 3} such that the number of ambiguous

2-classes ofK/Fi is equal to 2, then the commutator subgroup ofH = Gal(K(2)
2 /Fi)

is H ′ = Gal(K(2)
2 /K(∗)). SinceH/H ′ ' Z/2Z× Z/2Z, thenH ′ is cyclic. Moreover

the 2-component of the class group ofK(∗) is cyclic. As before (first case),G is a
subgroup of Gal(K(2)

2 /Fi) of index 2, soG can never be semi-dihedral. If the number
of ambiguous 2-classes ofK/Fi, i ∈ {1, 2, 3}, is equal to 4, then we prove thatK(∗)

is of type (A), i.e.|Ker(j) ∩ N (CK∗)| > 1. By [Ki-76], the 2-component of the class
group ofK(∗) is cyclic and the groupG can never be semi-dihedral.

To illustrate these results, we give at the end of this paper some applications to the
capitulation problem.
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