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POLYNOMES QUASI-INVARIANTS ET SUPER-COINVARIANTS
POUR LE GROUPE SYMETRIQUE GENERALISE

JEAN-CHRISTOPHE AVAL

RESUME. Un résultat classique d’Artin affirme que l&@l engends par les polyd-

mes synétriques sans terme constantevariables est de codimensiah L'auteur,

F. Bergeron et N. Bergeron orégemment obtenu un analogue surprenant dans le
cas des polydmes quasi-sy@triques. Dans ce cas, |&dl est de codimensiaf,,

le n-ieme nombre de Catalan. Les pdynes quasi-sy@triques peuvergtre vus
comme invariants d’une action du groupe $trique.S,,, définie par F. Hivert. Le

but de ce travail est deegeraliser ces travaux au produit en courosnez,,, connu
sous le nom de groupe sgtnique @grérali® G,, ,,,. Aprés avoir &fini une action
quasi-synétrisante de7,, ,,, surC[zy, ..., z,], nous obtenons une description des
invariants, et la codimension de l&dl assod, a savoirm™ C,,.

ABSTRACT. A classical result of Artin states that the ideal generated by symmetric
polynomials inn variables is of codimension!. The author, F. Bergeron and

N. Bergeron have recently obtained a surprising analogous in the case of quasi-
symmetric polynomials. In this case, the ideal is of codimension givefi,hythe

n-th Catalan number. Quasi-symmetric polynomials are the invariants of a certain
action of the symmetric groug,, defined by F. Hivert. The aim of this work is to
generalize these results to the wreath prodiietZ,,, also known as the generalized
symmetric groupG,, ,,,. We first define a quasi-symmetrizing action@y, ,,, on
Clz1,...,zy], then obtain a description of the invariants and the codimension of
the associated ideal, whichsis™ C,,.

1. Introduction. Consicerons I'alphabefX enn variables(z1, ..., z,). L'espace des
polyndbmes prenant ses variables daxiset a coefficients complexes est Bdf[X].
Soit Gy, m = Sp ! Zy, le produit en couronne du groupe s§trique.S,, par le groupe
cycliqueZ,,. Ce groupe est souvent appgroupe syratrique gereralisé (cf. [18]).
On peut se re@senter urglement de&,, ,,, comme une matrice care de tailler dans
laguelle chaque ligne et chaque colonne comporte exactement uge eotr-nulle
(matrice de pseudo-permutation), et telle que ceseatnon-nulles sont des racines
m-ieéme de l'unié. L'ordre du groupé&,, ,,, est par consquentn”™ n!. Sim = 1,Gy,

se eduit au groupe syatrique S, et sim = 2, G, est le groupe hyperoctdral
B, i.e. le groupe des permutations se@s ou groupe de Weil de tye (voir [15]
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pour plus de dtails). Le groupé&=,, ,,, agit sur les polyimes (action «classique ») de
la fagon suivante :

(L.1) Vg€ Gum, VPECIX], g -P(X)=P(X-),
ol g est la transpd=e de la matricg et X est vu comme vecteur ligne. Soit
IV, = { P € C[X] |Vg € Gnm, g-P=P}

I'ensemble des invariants polynomiaux pour cette actign,. Notons de plu$nv;;m
I'ensemble des tels polgimes sans terme constant. Nous coasids le produit scalaire
suivant sulC[X] :

(1.2) (P,Q) = P(0X)Q(X) |x=0

ouoX repesentddzy, . .., 0xr,) etX = Orepesenter; = --- = x,, = 0. Utilisons la
notation(,S) pour I'idéal engend¥ par une parti& de C[X]. L'espace des polygmes
G, m-coinvariants est alorsédini par

Covym = { P €C[X] | VQ €NV, .., QOX)P =0}
= (v, )" =~ CIX]/(InV ).

L’ égali€é et I'isomorphisme @édents ne sont pas triviaux, mais uéerencea ce
sujet est [10].

Assez de dfinitions. Un esultat classique d’Artin [1] affirme que pour= 1 (cas du
groupe syratrique), la dimension de I'espace coinvaright = Cov, 1 (qualifié dans
ce contexte d’harmonique) esgalean!. Chevalley [7] (voir aussi [19]) a@rerali®
ce fesultat en montrant que :

(1.3) dim(CoV ) = |Grm| = m™ nl.

Dans le cas du groupe sytnique (n = 1), d’'interessantsasultats onéte obtenus
recemmentdf.[2, 3]) enétudiant les coinvariants correspondant non plus aux pohas
symétriques, mais aux polymes quasi-sy@triques. Notre but principal est ici d’obte-
nir une description analogue dans le casmogst quelconque.

L'anneauQSymdes fonctions quasi-sy&triques &teé introduit par Gessel [12] dans
le cadre du calcul des fonctionémgratrices de®-partitions [20]. Ces fonctions quasi-
symétriques sont la source de nombreux travaeents dans plusieurs domaines de la
combinatoire [6, 17, 11, 21].

Dans [2, 3], Avalet. al. étudient I'espac&H,, des polydmes super-coinvariants,
defini comme I'orthogonal (par rappaxt(1.2)) de I'iceal engend¥ par les polydmes
guasi-syngtrigues sans terme constant, et ont peogive sa dimension en tant qu’espace
vectoriel est donee par len-ieme nombre de Catalan :

n+l\n

(1.4) dim(SH,) = C,, = l<%)

Notre principal ésultat est uneéyéralisation de Bquation (1.4) dans le cas du groupe
synétrique grerali® G, .
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Cet article est organisde la facon suivante. Dans la section 2, nognissons
et étudions une actioguasi-syratrisantedu groupeG,, ,,, sur C[X]. Les invariants
correspondari cette action sont apj@s quasi-invariants et correspondent aux fonctions
quasi-synatriques pourn = 1. La section 3 est cons&aa la preuve du thoeme
central (Tleoeme 2.4), qui donne la dimension de I'esp&oy, ,,, des polydmes
super-coinvariants pout,, ,, ; une utilisation (simple) des bases ded@mer nous
permet de calculer une base expliciteSfeoy, ,,, (et sa &rie de Hilbert).

2. Une action quasi-syretrisante du groupe G, ,,,. Nous utiliserons la notation

vectorielle pour les mdimes. Plus @cigment, pour = (v1,...,v,) € N, nous
noteronsX” le morbme

v,V n
(2.1) Ul PR

Pour toutP € Q[X], nous noteron$X"”] P(X) le coefficient du modme X" dans
P(X).

Notre premere tache est deéfinir une action quasi-sy@trisante du groupé&,, .,
surC[X]. Cette action doitépondre aux crifres suivants : elle doit séduirea I'action
de Hivert ¢f. [13]) dans le casn = 1 et fournir des poly@mes invariants iressants.
Parintéressantnous entendons que ces invariants jouissent d’'une jolie éaisatton,
de néme que les polydmes coinvariants. Il s’are que le choix d’une telle action n’est
pas unique. Celle que nous allogtsidier est dfinie de la fagon suivante. Solt ¢ X
un sous-alphabet d€ comportant variables et = (k1, . .., k¢) un vecteur d’entiers
strictement positifs. Nous ordonnerons un vecf@wonstitie de variables; distinctes
multipliées par des racines de I'umselon I'ordre des variables et kesultat sera nét
(B)< . Voici maintenant comment agit @ementg € G, ,, :

(2.2) g e AF = w(g)" (A tg)) "

ou w(g) est le poids de, i.e. le produit de ses erées non-nullesfg| est la matrice
obtenue en prenant le module des eesrdg, et le coefficient(K') est ckfini ainsi :

0 sivi, k; =0[m|;
oK)= { _
1 sinon.

Exemple 2.1. Soitm = 3,n = 3 et notong le nombre complexé = e%, alors par
exemple

0 0 j 0 0 1 1)
1 0 0fe@2z)=0G2Y||1 0 O - (21,22
0 j O 010 B
= j3(z3,21)<?Y
_ ]2(1‘1’%3)(271)
= j* 23

Un simple calcul permet degvifier que ceci éfinit bien une action du grougé, ,,
surC[X], qui se duita I'action de Hivert ¢f.[13], Proposition 3.4) dans le cas = 1.
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Il va de soi que toute&finition du coefficient( X’) donne une action du grougg, ,.,.
Parmi cette famille d'actions, cellefinie ici respecte les cétesénonés plus haut.
Dans le cas particulier du groufds,, une action appareea celle @&finie ci-dessus
(et fournissant les @mes invariants) egtudiee dans [4].

Etudionsa présent les polydmes invariants et coinvariants de cette action. Nous
devons rappeler quelqueséfihitions.

Une compositione = (a1, ag, ..., ax) de I'entier positifd est une liste ordorée
d’entiers strictement positifs dont la somme v@wRour un vecteur € N, notons:(v)
la composition obtenue en enlevant &a@ntuels @ros dev. Un polyrdome P € Q[X]
est ditquasi-syratriquesi et seulement si, pour touet, dansN™, nous avons Egalie

[(X"]P(X) = [X*]P(X)

des quec(v) = ¢(u). L'espace des polydmes quasi-syetriques em variables est

notteQsym,.
Les polyromes invariants sous I'action (2.2) @ ,,, sont qualifes dequasi-invariant
et 'espace des polymmes quasi-invariants est e@Inv,, ,,,, i.e.

PeQiny,,, < VgeGnpm, ge P=P.

Rappelonsdf. [13], Proposition 3.15) qu@Inv,, ; = Qsym),. La proposition suivante
donne une caragtisationélegante d&inv,, ,,

Proposition 2.2. Nous avons
PeQilny,,, < 3Q¢cQsym | P(X)=Q(X™)

ol Q(X™) = Q... &),

Preuve. Soit P un élement deQInv,, ,,,, ¢ la racinem-ieme de I'unié ¢ = e etg
I élément de&7,, ,,, dont la matrice est

¢ 0

0

Nous observons quedguation

i<P+goP+gzoP+---+gm_1oP):P
m

implique que tous les exposants apparaissant damsiventétre des multiples den.
Donc il existe un polypme@ € C[X] tel que P(X) = Q(X™). Pour conclure, il
suffit de noter ques,, C G, ,, implique queP est quasi-symtrique, dona) est aussi
guasi-synatrique.

La réciproque estvidente. [
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Définissons maintenant les pofmessuper-coinvariants

SCoy,m = {PeC[X]|VQeQInV, ., QOX)P=0}
= (QInv;,,.)" ~ C[X]/(QInV}, )

ou le produit scalaire estéfini dans (1.2). C'est I'analogue naturel @ev,, dans le
cadre des actions quasi-sgtrisantes eSCoyv, ,,, se eduita I'espace des polyimes
super-harmoniqueSH,, (cf. [3]) quandm = 1.

Remarque 2.3l est clair que tout polydme invariant sous l'action (2.2) est aussi
invariant sous (1.1)j.e. Inv,,, C QIlnv,,,. En prenant l'orthogonal, on obtient
SCov, ., C Cov, ., Ce qui justifie en un sens la terminologie.

Notre principal esultat est le suivant, qui est unengralisation de (1.4). On notera
aussi une grande similagiavec (1.3).

Théoreme 2.4.La dimension de I'espace SGoy est donge par

1 /2n
2.3 dim(SCov, ,,,) = m" C,, = m" .
(2.3) im(SCoV, ) = m" C mn+1(n>
Remarque 2.5Dans le cas du groupe hyperaetisal B, = G, 2, C.-O. Chow [8]
a cefini une classBQsynizo, X) de polyrdmes quasi-syAtriques du typeB en
I'alphabet(xo, X). Il estintressant de comparer son approzleenotre et de constater
gu’elle est bien difrente. On observe en particulier que :

BQsynizo, X) = Qsyn{X) + Qsyn{zo, X).

Il est alors assez simple de voir que le quoti€ifity, X|/(BQsym) est isomorphe
au quotientC[X]/(Qsynt) étudié dans [3]. Expliquons cela en quelques mots pour
le lecteur inéresg : siG est la base de @bner de(Qsyni) construite dans [3] (on
pourra aussi se reportarla section suivante), alors I'ensemBley, G} est une base
de Gibner de(BQsyni) (toute syzygie esteductible en vertu du premier principe de
Buchbergercf. [9]).

La section suivante est consaes la preuve du Teéoreme 2.4.

3. Preuve du theoréme principal. Nous allons prouver le Tdoeme 2.4 en construi-
sant une base explicite du quotieB{X]/(QInv; ,,). Ceci repose en grande partie
sur les travaux [2, 3]. Nous allons cependant rappeler i@éviernent leslements
nécessaires. Commencons par rappelefg]) la bijection suivante qui assocéetout
vecteurry € N un cheminr(v) dans le plarN x N. Ce chemin fait des pas Nord ou
Est et est éfini ainsi : siv = (v1, ..., vy), le cheminr(v) est

(0,0) = (11,0) = (v1,1) = (11 +1v2,1) = (V1 +12,2) — -+

— (it +yy,n—1) = (11 +---+u,,n).

Par exemple, le chemin asseéiv = (2,1,0,3,0, 1) est donia la Figure 1.
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FIGURE 1

Nous distinguons alors deux types de chemins, suivant leur comportement par rapport
a la digonaley = . Si le chemin reste au-dessus de la diagonale, nous I'appelons un
chemin de Dyclet qualifions le vecteur correspondantiek Sinon, nous disons que
le chemin (et le vecteur asségiesttransdiagonal Par exemple) = (0,0,1,2,0,1)
estde Dyck et = (0,3, 1,1,0,2) est transdiagonatf. Figure 2).

FIGURE 2

Nous avons alors leesultat suivant qui &éralise le Tkoeme 4.1 de [3] et qui
implique de facorevidente le TRoeme 2.4.

Théoreme 3.1.L’'ensemble de m@mes
Bpm = { (X)) | w(n) estun chemin de DycR,< o; < m }
est une base du quotie@{X,,]/(QInV; ).

Pour prouver ceésultat, le but est de construire une base déb@er pour l'ickal
Tnm = (anv;;,m>. Nous utiliserons lesasultats de [2, 3].
L’ ordre lexicographiquesur les modmes est éfini par

(3.2) XY >jex X* SSi V >lex My

si et seulement si la preerie composante non-nulle du vecteur p est positive.

Pour toute parti deQ[X] et tout entier strictement positif,, introduisonsS™ =
{P(X™), P e S }.Nousnoteron&(I) 'unique base de Gbner Eduite €f.[9]) d’un
idéal I. La proposition suivante, erégit d’'une preuve &s simple, est non seulement
crucial dans notre contexte mais pa@galement fournir une preuve instaréande
I'égalié (1.3).
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Proposition 3.2. Avec les notations piedentes,

(32) G((8™) = G{S)™.

Preuve. C’est une application directe du @re de Buchbergecf, [9] pour une pesen-
tation claire du sujet). En effet, si pour toute paireg’ d’élements deG((S)), la

syzygie
S(9.9")

se Eeduita zro (par hypothseG((S)) est une base de Glbner), alors la syzygie
S(g(X™),g'(X™))

se eduit aussa z&ro dang((S™)) par exactement le @me calcul. [

Rappelons que dans [2] est construite une fangilte polyromesG., indexes par
les vecteurs transdiagonagppos€dant les caraétistiques suivantes :

e le mordbme dominant dé&:. estLM (G.) = X ;
e G estune base de Gioner de7,, 1.

Le résultat suivant est alors une cégsence des propositions 2.2 et 3.2.
Proposition 3.3. L'ensemblei™ est une base de @Gbner de I'iceal 7;, 1,

Pour conclure la preuve duégbeme 3.1, il est suffisant de remarquer que I'ensemble
des modmes non divisibles par un méme dominant d’'ulément deG™, i.e. par un
X" poure transdiagonal, sont pciment les modmes apparaissant dafig,, .

Comme corollaire du #oeme 3.1, nous obtenons une formule explicite pour la

série de Hilbert desCoy, ,,,. Pourk € N, notonsSCoéf)n la projection
(3.3) SCoy"), = SCoV,,, N QW [X]

ol Q) [X] est I'espace des polpmes homognes de degrk (incluant le polyme
nul).
NotonsFE,, ,,,(t) la srie de Hilbert de&sCoy, ,,,, i.e.

(3.4) Fom(t) = _dim(SCoy¥),) t*.
k>0

Rappelons que dans [3] est caleella €rie de Hilbertr, ; :

n—1

@5) Faalt) = 10 = X (" )

k=0

ou appar# le nombre de chemins de Dyck ayant un nombré {xsavoirn — k) de
facteurs ¢f. [14]).
Le theoeme 3.1 implique alors le corollaire suivant.
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Corollaire 3.4. Avec les notations de 3.5, I&rse de Hilbert de SCqy,, est donge

par
n—1

1—tm o 1=t Sn—k(n+k\

Fm(t) = 1—tF”<t )= 1—t kzon+k< k >t '

De cette formule, on peugduire la formule close suivante :

n o (1=t — /(A=) -t — dtmx(1— ™)) — 2z(1—t™)
;Fn’m(t) T (1—t)(2tm — 1) — x(1— tm) '

Remerciement§ette recherche est finaaepar le Programme IHRP de la Commission
Europeenne, Research Training Network “Algebraic Combinatorics in Europe”, grant
HPRN-CT-2001-00272.

English extended abstract. In this extended abstract, the equations, propositions,
are numbered as in the French part.

Let X denote the alphabet invariables(z, . . ., x,) andC[X] denote the space of
polynomials with complex coefficients in the alphabetLet G, ,, = S, 1 Z,, denote
the wreath product of the symmetric groSp by the cyclic groupZ,,, sometimes
known as thegeneralized symmetric groypf. [18]). It may be seen as the group of
n X n matrices in which each row and each column has exactly one non-zero entry
(pseudo-permutation matrices), and such that the non-zero entries-reoots of
unity. The order of+,, ,,, ism™ n!. Whenm = 1, G,, ,, reduces to the symmetric group
Sn, and whenn = 2, G, ,,, is the hyperoctahedral group,, i.e. the group of signed
permutations, which is the Wey! group of type The groupG,, ., acts classically on
C[X] by the rule

(L.1) Vg€ Gum, VPECIX], g P(X)=P(X-),
wherelq is the transpose of the matrixand X is considered as a row vector. Let
IV, = { P € C[X] |Vg€Gnm, g-P=P}

denote the set of7,, ,,-invariant polynomials. Let us denote by, ,,, the set of such
polynomials with no constant term. We consider the following scalar produCf{&m:

(1.2) (P,Q) = P(OX)Q(X) [x=0

whered X stands for(0xy, . ..,0z,) and X = 0 stands for; = --- = z,, = 0. Let
(S) denote the ideal generated by a sutssef C[X]. The space of7,, ,,-coinvariant
polynomials is then defined by
Covym = { P C[X] |VQ €NV, ., QOX)P =0}
= (InV;, )" = CIX]/(INV, ).

The previous equality and isomorphism are not obvious, and a reference on that topic
is [10].
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A classical result of Chevalley (1.3) (see also [19]) states the following equality:
(1.3) dim(Cov, ) = |Gpm| = m" nl

which reduces whem = 1 to the theorem of Artin [1] that the dimension of the
harmonic spacel,, = Cov, 1 (cf. [10]) isn!.

Our aimis to give an analogous result in the case of a quasi-symmetrizing action. The
ring Qsymof quasi-symmetric functions was introduced by Gessel [12] as a source of
generating functions faP-partitions [20] and appears in more and more combinatorial
contexts [6,21].

In [2, 3], Aval et. al. investigated the spac®H,, of super-coinvariant polynomials
for the symmetric group, defined as the orthogonal (with respect to (1.2)) of the ideal
generated by quasi-symmetric polynomials with no constant term, and proved that its
dimension as a vector space equalsrtit Catalan number:

n+l\n

(1.4) dim(SH,) = Cy, = — <2”>

Our main result is a generalization of the previous equation in the case of super-
coinvariant polynomials for the groug,, ,,.

In Section 2, we define and studygaasi-symmetrizingction ofG,, ,,, on C[X]. We
want this action to give Hivert's actioef; [13]) in the casen = 1 and to give interesting
invariants and coinvariants. Such an action is not unique and we study the one defined
as follows. LetA C X be a subset o with [ variables andK’ = (k1,...,k;) a
vector of positive £ 0) integers. We order a vect® consisting of distinct variables
multiplied by roots of unity with respect to the variable order and the resultis denoted by
(B)<. Now the quasi-symmetrizing action gfe G, ,, is given by (see also Example
2.1):

(2.2) g e AF = w(g) P (A g "

wherew(g) is the weight ofg, i.e. the product of its non-zero entriggj is the matrix
obtained by taking the module of the entriesgpfind the coefficient(K) is defined

as: .
0 if Vi, k; =0[m],
¢(K)= _
1 ifnot.
We now study invariants and coinvariants relative to this action.
A compositionn = (a1, ap, ..., o) of the positive integed is an ordered list of

nonnegative integers whose sum equalSorv € N, letc(v) denote the composition
obtained by erasing the zero partsofA polynomial P € Q[X] is quasi-symmetrid
and only if, for anyv, ;. € N, we have

[X"]P(X) = [XM]P(X)

as soon ag(v) = c¢(u). The space of quasi-symmetric polynomialsiivariables is
denoted byQsym,.

The invariant of the action (2.2) are sajdasi-invariantand their space is denoted
by QInv,, ,,,. Recall €f. [13], Proposition 3.15) tha®Inv,, ; = Qsym),. The following
proposition gives a characterization of quasi-invariant polynomials.
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Proposition 2.2. We have

P eQIny,,, < 3Q €Qsym, | P(X) =Q(X™)
whereQ(X™) = Q(z7", ..., z}").
We now definesuper-coinvarianpolynomials:
SCov,,n = { P € C[X] |VQ € QInV,, ., Q(OX)P =0}
= (QInV;, )" ~ CIX]/(QIn, ).

Our main result is the following, which is a generalization of (1.4), but also shows
similarity to (1.3).

Theorem 2.4. The dimension of SCpy, is given by

. 1 (2n
2. m) =m"Cp=m" .
(2.3) dim(SCov, ,,) = m" C,, = m n+1(n>

The Section 3 is devoted to the proof of this result. More precisely, we construct
an explicit basis of the quotierit[X,,]/(QInv,, ,,,) (cf. Theorem 3.1) from which we
deduce its Hilbert series, given by Corollary 3.4.

To do this, we use the results of [2, 3] to construct @lisrer basis of the ideal
(anv;1m>. The important point of this proof is the Proposition 3.2, so we shall say a
few words about it.

Thelexicographic ordelon monomials is defined by

(31) Xl/ >|e)( X'LL |ff v >|ex Ly

if and only if the first non-zero entry of — p is positive.

ForanyS C Q[X]andm € N*, we introduceS™ = { P(X™), P € S }. We denote
by G(I) the unique reduced monic &ner basisdf. [9]) of an ideall. The following
proposition has a simple proof but is the crucial tool in our context. Furthermore, despite
its simplicity, it can provide a proof of (1.3) in a few lines.

Proposition 3.2. With the previous notations,

(32) G({8™) = G({S)™.

Proof. This is a direct consequence of Buchberger’s criterion. Indeed, if for every pair
g, ¢'iInG((S)),the syzygy5(g, ¢') reduces to zero, then the syzy§ify (X ™), ¢'(X™))
also reduces to zero H((S™)) by exactly the same computation(]
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