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POLYNÔMES QUASI-INVARIANTS ET SUPER-COINVARIANTS

POUR LE GROUPE SYMÉTRIQUE G ÉNÉRALIS É

JEAN-CHRISTOPHEAVAL

RÉSUMÉ. Un résultat classique d’Artin affirme que l’idéal engendŕe par les polyn̂o-
mes syḿetriques sans terme constant enn variables est de codimensionn!. L’auteur,
F. Bergeron et N. Bergeron ont récemment obtenu un analogue surprenant dans le
cas des polyn̂omes quasi-syḿetriques. Dans ce cas, l’idéal est de codimensionCn,
le n-ième nombre de Catalan. Les polynômes quasi-syḿetriques peuvent̂etre vus
comme invariants d’une action du groupe symétriqueSn, définie par F. Hivert. Le
but de ce travail est de géńeraliser ces travaux au produit en couronneSn oZm, connu
sous le nom de groupe symétrique ǵeńeraliśe Gn,m. Après avoir d́efini une action
quasi-syḿetrisante deGn,m surC[x1, . . . , xn], nous obtenons une description des
invariants, et la codimension de l’idéal assocíe, à savoirmn Cn.

ABSTRACT. A classical result of Artin states that the ideal generated by symmetric
polynomials inn variables is of codimensionn!. The author, F. Bergeron and
N. Bergeron have recently obtained a surprising analogous in the case of quasi-
symmetric polynomials. In this case, the ideal is of codimension given byCn, the
n-th Catalan number. Quasi-symmetric polynomials are the invariants of a certain
action of the symmetric groupSn defined by F. Hivert. The aim of this work is to
generalize these results to the wreath productSn oZm, also known as the generalized
symmetric groupGn,m. We first define a quasi-symmetrizing action ofGn,m on
C[x1, . . . , xn], then obtain a description of the invariants and the codimension of
the associated ideal, which ismn Cn.

1. Introduction. Consid́erons l’alphabetX enn variables(x1, . . . , xn). L’espace des
polynômes prenant ses variables dansX et à coefficients complexes est noté C[X].
Soit Gn,m = Sn o Zm le produit en couronne du groupe symétriqueSn par le groupe
cycliqueZm. Ce groupe est souvent appelé groupe syḿetrique ǵeńeralisé (cf. [18]).
On peut se représenter uńelément deGn,m comme une matrice carrée de taillen dans
laquelle chaque ligne et chaque colonne comporte exactement une entrée non-nulle
(matrice de pseudo-permutation), et telle que ces entrées non-nulles sont des racines
m-ième de l’unit́e. L’ordre du groupeGn,m est par conśequentmn n!. Si m = 1,Gn,m

se ŕeduit au groupe syḿetriqueSn, et sim = 2, Gn,m est le groupe hyperoctaèdral
Bn, i.e. le groupe des permutations signées ou groupe de Weil de typeB (voir [15]
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pour plus de d́etails). Le groupeGn,m agit sur les polyn̂omes (action «classique») de
la façon suivante :

(1.1) ∀ g ∈ Gn,m, ∀P ∈ C[X], g · P (X) = P (X · tg),

où tg est la transpośee de la matriceg etX est vu comme vecteur ligne. Soit

Invn,m =
{

P ∈ C[X]
∣∣ ∀ g ∈ Gn,m, g · P = P

}

l’ensemble des invariants polynomiaux pour cette actionGn,m. Notons de plusInv+
n,m

l’ensemble des tels polynômes sans terme constant. Nous considérons le produit scalaire
suivant surC[X] :

(1.2) 〈P, Q〉 = P (∂X)Q(X) |X=0

où∂X repŕesente(∂x1, . . . , ∂xn) etX = 0 repŕesentex1 = · · · = xn = 0. Utilisons la
notation〈S〉 pour l’idéal engendŕe par une partieS deC[X]. L’espace des polyn̂omes
Gn,m-coinvariants est alors défini par

Covn,m =
{

P ∈ C[X]
∣∣ ∀Q ∈ Inv+

n,m, Q(∂X)P = 0
}

= 〈Inv+
n,m〉⊥ ' C[X]/〈Inv+

n,m〉.
L’ égalit́e et l’isomorphisme préćedents ne sont pas triviaux, mais une référenceà ce
sujet est [10].

Assez de d́efinitions. Un ŕesultat classique d’Artin [1] affirme que pourm = 1 (cas du
groupe syḿetrique), la dimension de l’espace coinvariantHn = Covn,1 (qualifié dans
ce contexte d’harmonique) estégaleà n!. Chevalley [7] (voir aussi [19]) a ǵeńeraliśe
ce ŕesultat en montrant que :

(1.3) dim(Covn,m) = |Gn,m| = mn n! .

Dans le cas du groupe symétrique (m = 1), d’intéressants résultats ont́et́e obtenus
récemment (cf.[2, 3]) enétudiant les coinvariants correspondant non plus aux polynômes
symétriques, mais aux polynômes quasi-syḿetriques. Notre but principal est ici d’obte-
nir une description analogue dans le cas oùm est quelconque.

L’anneauQSymdes fonctions quasi-syḿetriques áet́e introduit par Gessel [12] dans
le cadre du calcul des fonctions géńeratrices desP -partitions [20]. Ces fonctions quasi-
symétriques sont la source de nombreux travaux récents dans plusieurs domaines de la
combinatoire [6, 17, 11, 21].

Dans [2, 3], Avalet. al. étudient l’espaceSHn des polyn̂omes super-coinvariants,
defini comme l’orthogonal (par rapportà (1.2)) de l’id́eal engendŕe par les polyn̂omes
quasi-syḿetriques sans terme constant, et ont prouvé que sa dimension en tant qu’espace
vectoriel est donńee par len-ième nombre de Catalan :

(1.4) dim(SHn) = Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
.

Notre principal ŕesultat est une ǵeńeralisation de l’́equation (1.4) dans le cas du groupe
symétrique ǵeńeraliśeGn,m.
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Cet article est organisé de la façon suivante. Dans la section 2, nous définissons
et étudions une actionquasi-syḿetrisantedu groupeGn,m surC[X]. Les invariants
correspondant̀a cette action sont appelés quasi-invariants et correspondent aux fonctions
quasi-syḿetriques pourm = 1. La section 3 est consacrée à la preuve du th́eor̀eme
central (Th́eor̀eme 2.4), qui donne la dimension de l’espaceSCovn,m des polyn̂omes
super-coinvariants pourGn,m ; une utilisation (simple) des bases de Gröbner nous
permet de calculer une base explicite deSCovn,m (et sa śerie de Hilbert).

2. Une action quasi-syḿetrisante du groupe Gn,m. Nous utiliserons la notation
vectorielle pour les mon̂omes. Plus pŕeciśement, pourν = (ν1, . . . , νn) ∈ Nn, nous
noteronsXν le mon̂ome

(2.1) xν1
1 xν2

2 · · ·xνn
n .

Pour toutP ∈ Q[X], nous noterons[Xν ] P (X) le coefficient du mon̂omeXν dans
P (X).

Notre premìere tâche est de définir une action quasi-syḿetrisante du groupeGn,m

surC[X]. Cette action doit ŕepondre aux crit̀eres suivants : elle doit se réduireà l’action
de Hivert (cf. [13]) dans le casm = 1 et fournir des polyn̂omes invariants intéressants.
Parintéressant, nous entendons que ces invariants jouissent d’une jolie caractérisation,
de m̂eme que les polyn̂omes coinvariants. Il s’avère que le choix d’une telle action n’est
pas unique. Celle que nous allonsétudier est d́efinie de la façon suivante. SoitA ⊂ X
un sous-alphabet deX comportant̀ variables etK = (k1, . . . , k`) un vecteur d’entiers
strictement positifs. Nous ordonnerons un vecteurB constitúe de variablesxi distinctes
multipliées par des racines de l’unité selon l’ordre des variables et le résultat sera noté
(B)< . Voici maintenant comment agit uńelémentg ∈ Gn,m :

(2.2) g •AK = w(g)c(K)(A · t|g|)<
K

où w(g) est le poids deg, i.e. le produit de ses entrées non-nulles;|g| est la matrice
obtenue en prenant le module des entrées deg, et le coefficientc(K) est d́efini ainsi :

c(K) =
{

0 si∀i, ki ≡ 0 [m];

1 sinon.

Exemple 2.1. Soitm = 3, n = 3 et notonsζ le nombre complexeζ = e
2iπ

3 , alors par
exemple




0 0 j
1 0 0
0 j 0


 • (x2

1 x2) = (j2)1







0 0 1
1 0 0
0 1 0


 · (x1, x2)




(2,1)

<

= j2(x3, x1)<
(2,1)

= j2(x1, x3)(2,1)

= j2 x2
1 x3.

Un simple calcul permet de vérifier que ceci d́efinit bien une action du groupeGn,m

surC[X], qui se ŕeduità l’action de Hivert (cf. [13], Proposition 3.4) dans le casm = 1.
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Il va de soi que toute d́efinition du coefficientc(K) donne une action du groupeGn,m.
Parmi cette famille d’actions, celle définie ici respecte les critèresénonćes plus haut.
Dans le cas particulier du groupeBn, une action apparentéeà celle d́efinie ci-dessus
(et fournissant les m̂emes invariants) estétudíee dans [4].

Étudionsà pŕesent les polyn̂omes invariants et coinvariants de cette action. Nous
devons rappeler quelques définitions.

Une compositionα = (α1, α2, . . . , αk) de l’entier positifd est une liste ordonńee
d’entiers strictement positifs dont la somme vautd. Pour un vecteurν ∈ Nn, notonsc(ν)
la composition obtenue en enlevant leséventuels źeros deν. Un polyn̂omeP ∈ Q[X]
est ditquasi-syḿetriquesi et seulement si, pour tousν etµ dansNn, nous avons l’́egalit́e

[Xν ]P (X) = [Xµ]P (X)

dès quec(ν) = c(µ). L’espace des polyn̂omes quasi-syḿetriques enn variables est
not́eeQsymn.

Les polyn̂omes invariants sous l’action (2.2) deGn,m sont qualifíes dequasi-invariant
et l’espace des polynômes quasi-invariants est notéQInvn,m, i.e.

P ∈ QInvn,m ⇔ ∀ g ∈ Gn,m, g • P = P.

Rappelons (cf. [13], Proposition 3.15) queQInvn,1 = Qsymn. La proposition suivante
donne une caractérisationélégante deQInvn,m.

Proposition 2.2. Nous avons

P ∈ QInvn,m ⇔ ∃ Q ∈ Qsymn

∣∣ P (X) = Q(Xm)

où Q(Xm) = Q(xm
1 , . . . , xm

n ).

Preuve.Soit P un élément deQInvn,m, ζ la racinem-ième de l’unit́e ζ = e
2iπ
m et g

l’ élément deGn,m dont la matrice est




ζ 0
1

0
...

1


 .

Nous observons que l’équation

1
m

(
P + g • P + g2 • P + · · · + gm−1 • P

)
= P

implique que tous les exposants apparaissant dansP doiventêtre des multiples dem.
Donc il existe un polyn̂omeQ ∈ C[X] tel queP (X) = Q(Xm). Pour conclure, il
suffit de noter queSn ⊂ Gn,m implique queP est quasi-syḿetrique, doncQ est aussi
quasi-syḿetrique.

La réciproque est́evidente. ¤



J.-C. Aval 115

Définissons maintenant les polynômessuper-coinvariants:

SCovn,m =
{

P ∈ C[X]
∣∣ ∀Q ∈ QInv+

n,m, Q(∂X)P = 0
}

= 〈QInv+
n,m〉⊥ ' C[X]/〈QInv+

n,m〉

où le produit scalaire est défini dans (1.2). C’est l’analogue naturel deCovn dans le
cadre des actions quasi-symétrisantes etSCovn,m se ŕeduit à l’espace des polynômes
super-harmoniquesSHn (cf. [3]) quandm = 1.

Remarque 2.3.Il est clair que tout polyn̂ome invariant sous l’action (2.2) est aussi
invariant sous (1.1),i.e. Invn,m ⊂ QInvn,m. En prenant l’orthogonal, on obtient
SCovn,m ⊂ Covn,m, ce qui justifie en un sens la terminologie.

Notre principal ŕesultat est le suivant, qui est une géńeralisation de (1.4). On notera
aussi une grande similarité avec (1.3).

Théorème 2.4.La dimension de l’espace SCovn,m est donńee par

(2.3) dim(SCovn,m) = mn Cn = mn 1
n + 1

(
2n

n

)
.

Remarque 2.5.Dans le cas du groupe hyperoctaèdral Bn = Gn,2, C.-O. Chow [8]
a d́efini une classeBQsym(x0, X) de polyn̂omes quasi-syḿetriques du typeB en
l’alphabet(x0, X). Il est int́eressant de comparer son approcheà la notre et de constater
qu’elle est bien diff́erente. On observe en particulier que :

BQsym(x0, X) = Qsym(X) + Qsym(x0, X).

Il est alors assez simple de voir que le quotientC[x0, X]/〈BQsym+〉 est isomorphe
au quotientC[X]/〈Qsym+〉 étudíe dans [3]. Expliquons cela en quelques mots pour
le lecteur int́eresśe : siG est la base de Gröbner de〈Qsym+〉 construite dans [3] (on
pourra aussi se reporterà la section suivante), alors l’ensemble{x0,G} est une base
de Gr̈obner de〈BQsym+〉 (toute syzygie est réductible en vertu du premier principe de
Buchberger,cf. [9]).

La section suivante est consacréeà la preuve du Th́eor̀eme 2.4.

3. Preuve du th́eorème principal. Nous allons prouver le Th́eor̀eme 2.4 en construi-
sant une base explicite du quotientC[X]/〈QInv+

n,m〉. Ceci repose en grande partie
sur les travaux [2, 3]. Nous allons cependant rappeler ici brièvement leśeléments
nécessaires. Commençons par rappeler (cf. [3]) la bijection suivante qui associèa tout
vecteurν ∈ Nn un cheminπ(ν) dans le planN × N. Ce chemin fait des pas Nord ou
Est et est d́efini ainsi : siν = (ν1, . . . , νn), le cheminπ(ν) est

(0, 0) → (ν1, 0) → (ν1, 1) → (ν1 + ν2, 1) → (ν1 + ν2, 2) → · · ·
→ (ν1 + · · · + νn, n− 1) → (ν1 + · · · + νn, n).

Par exemple, le chemin associé àν = (2, 1, 0, 3, 0, 1) est donńe à la Figure 1.
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π(v)=

FIGURE 1

Nous distinguons alors deux types de chemins, suivant leur comportement par rapport
à la digonaley = x. Si le chemin reste au-dessus de la diagonale, nous l’appelons un
chemin de Dyck, et qualifions le vecteur correspondant deDyck. Sinon, nous disons que
le chemin (et le vecteur associé) esttransdiagonal. Par exempleη = (0, 0, 1, 2, 0, 1)
est de Dyck etε = (0, 3, 1, 1, 0, 2) est transdiagonal (cf. Figure 2).

η

___

___

___

ε

FIGURE 2

Nous avons alors le résultat suivant qui ǵeńeralise le Th́eor̀eme 4.1 de [3] et qui
implique de façońevidente le Th́eor̀eme 2.4.

Théorème 3.1.L’ensemble de monômes

Bn,m =
{

(Xn)m η+α
∣∣ π(η) est un chemin de Dyck,0≤ αi < m

}

est une base du quotientC[Xn]/〈QInv+
n,m〉.

Pour prouver ce résultat, le but est de construire une base de Gröbner pour l’id́eal
Jn,m = 〈QInv+

n,m〉. Nous utiliserons les résultats de [2, 3].
L’ ordre lexicographiquesur les mon̂omes est d́efini par

(3.1) Xν >lex Xµ ssi ν >lex µ,

si et seulement si la première composante non-nulle du vecteurν − µ est positive.
Pour toute partieS deQ[X] et tout entier strictement positifm, introduisonsSm =

{P (Xm) , P ∈ S }. Nous noteronsG(I) l’unique base de Gröbner ŕeduite (cf.[9]) d’un
idéalI. La proposition suivante, en dépit d’une preuve tr̀es simple, est non seulement
crucial dans notre contexte mais peutégalement fournir une preuve instantanée de
l’ égalit́e (1.3).
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Proposition 3.2. Avec les notations préćedentes,

(3.2) G(〈Sm〉) = G(〈S〉)m.

Preuve.C’est une application directe du critère de Buchberger (cf. [9] pour une pŕesen-
tation claire du sujet). En effet, si pour toute paireg, g′ d’éléments deG(〈S〉), la
syzygie

S(g, g′)

se ŕeduità źero (par hypoth̀eseG(〈S〉) est une base de Gröbner), alors la syzygie

S(g(Xm), g′(Xm))

se ŕeduit aussìa źero dansG(〈Sm〉) par exactement le m̂eme calcul. ¤

Rappelons que dans [2] est construite une familleG de polyn̂omesGε, index́es par
les vecteurs transdiagonauxε, posśedant les caractéristiques suivantes :

• le mon̂ome dominant deGε estLM(Gε) = Xε ;
• G est une base de Gröbner deJn,1.

Le résultat suivant est alors une conséquence des propositions 2.2 et 3.2.

Proposition 3.3. L’ensembleGm est une base de Gröbner de l’id́ealJn,m.

Pour conclure la preuve du théor̀eme 3.1, il est suffisant de remarquer que l’ensemble
des mon̂omes non divisibles par un monôme dominant d’uńelément deGm, i.e.par un
Xmε pourε transdiagonal, sont préciśement les mon̂omes apparaissant dansBn,m.

Comme corollaire du th́eor̀eme 3.1, nous obtenons une formule explicite pour la
série de Hilbert deSCovn,m. Pourk ∈ N, notonsSCov(k)

n,m la projection

(3.3) SCov(k)
n,m = SCovn,m ∩ Q(k)[X]

où Q(k)[X] est l’espace des polynômes homog̀enes de degré k (incluant le polyn̂ome
nul).

NotonsFn,m(t) la śerie de Hilbert deSCovn,m, i.e.

(3.4) Fn,m(t) =
∑

k≥0

dim
(
SCov(k)

n,m

)
tk .

Rappelons que dans [3] est calculée la śerie de HilbertFn,1 :

(3.5) Fn,1(t) = Fn(t) =
n−1∑

k=0

n− k

n + k

(
n + k

k

)
tk

où apparâıt le nombre de chemins de Dyck ayant un nombre fixé (̀a savoirn − k) de
facteurs (cf. [14]).

Le théor̀eme 3.1 implique alors le corollaire suivant.
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Corollaire 3.4. Avec les notations de 3.5, la série de Hilbert de SCovn,m est donńee
par

Fn,m(t) =
1− tm

1− t
Fn(tm) =

1− tm

1− t

n−1∑

k=0

n− k

n + k

(
n + k

k

)
tmk.

De cette formule, on peut déduire la formule close suivante :

∑
n

Fn,m(t) xn =
(1−t)−

√
(1−t)(1− t− 4tmx(1− tm))− 2x(1−tm)
(1− t)(2tm − 1)− x(1− tm)

.
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English extended abstract.In this extended abstract, the equations, propositions,. . .
are numbered as in the French part.

Let X denote the alphabet inn variables(x1, . . . , xn) andC[X] denote the space of
polynomials with complex coefficients in the alphabetX. Let Gn,m = Sn o Zm denote
the wreath product of the symmetric groupSn by the cyclic groupZm, sometimes
known as thegeneralized symmetric group(cf. [18]). It may be seen as the group of
n × n matrices in which each row and each column has exactly one non-zero entry
(pseudo-permutation matrices), and such that the non-zero entries arem-th roots of
unity. The order ofGn,m is mn n!. Whenm = 1,Gn,m reduces to the symmetric group
Sn, and whenm = 2, Gn,m is the hyperoctahedral groupBn, i.e. the group of signed
permutations, which is the Weyl group of typeB. The groupGn,m acts classically on
C[X] by the rule

(1.1) ∀ g ∈ Gn,m, ∀P ∈ C[X], g · P (X) = P (X · tg),

wheretg is the transpose of the matrixg andX is considered as a row vector. Let

Invn,m =
{

P ∈ C[X]
∣∣ ∀ g ∈ Gn,m, g · P = P

}

denote the set ofGn,m-invariant polynomials. Let us denote byInv+
n,m the set of such

polynomials with no constant term. We consider the following scalar product onC[X]:

(1.2) 〈P, Q〉 = P (∂X)Q(X) |X=0

where∂X stands for(∂x1, . . . , ∂xn) andX = 0 stands forx1 = · · · = xn = 0. Let
〈S〉 denote the ideal generated by a subsetS of C[X]. The space ofGn,m-coinvariant
polynomials is then defined by

Covn,m =
{

P ∈ C[X]
∣∣ ∀Q ∈ Inv+

n,m, Q(∂X)P = 0
}

= 〈Inv+
n,m〉⊥ ' C[X]/〈Inv+

n,m〉.
The previous equality and isomorphism are not obvious, and a reference on that topic
is [10].
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A classical result of Chevalley (1.3) (see also [19]) states the following equality:

(1.3) dim(Covn,m) = |Gn,m| = mn n!

which reduces whenm = 1 to the theorem of Artin [1] that the dimension of the
harmonic spaceHn = Covn,1 (cf. [10]) is n!.

Our aim is to give an analogous result in the case of a quasi-symmetrizing action. The
ring Qsymof quasi-symmetric functions was introduced by Gessel [12] as a source of
generating functions forP -partitions [20] and appears in more and more combinatorial
contexts [6,21].

In [2, 3], Aval et. al. investigated the spaceSHn of super-coinvariant polynomials
for the symmetric group, defined as the orthogonal (with respect to (1.2)) of the ideal
generated by quasi-symmetric polynomials with no constant term, and proved that its
dimension as a vector space equals then-th Catalan number:

(1.4) dim(SHn) = Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
.

Our main result is a generalization of the previous equation in the case of super-
coinvariant polynomials for the groupGn,m.

In Section 2, we define and study aquasi-symmetrizingaction ofGn,m onC[X]. We
want this action to give Hivert’s action (cf. [13]) in the casem = 1 and to give interesting
invariants and coinvariants. Such an action is not unique and we study the one defined
as follows. LetA ⊂ X be a subset ofX with l variables andK = (k1, . . . , kl) a
vector of positive (> 0) integers. We order a vectorB consisting of distinct variablesxi

multiplied by roots of unity with respect to the variable order and the result is denoted by
(B)<. Now the quasi-symmetrizing action ofg ∈ Gn,m is given by (see also Example
2.1) :

(2.2) g •AK = w(g)c(K)(A · t|g|)<
K

wherew(g) is the weight ofg, i.e. the product of its non-zero entries;|g| is the matrix
obtained by taking the module of the entries ofg, and the coefficientc(K) is defined
as:

c(K) =
{

0 if ∀i, ki ≡ 0 [m],

1 if not.

We now study invariants and coinvariants relative to this action.
A compositionα = (α1, α2, . . . , αk) of the positive integerd is an ordered list of

nonnegative integers whose sum equalsd. Forν ∈ Nn, let c(ν) denote the composition
obtained by erasing the zero parts ofν. A polynomialP ∈ Q[X] is quasi-symmetricif
and only if, for anyν, µ ∈ Nn, we have

[Xν ]P (X) = [Xµ]P (X)

as soon asc(ν) = c(µ). The space of quasi-symmetric polynomials inn variables is
denoted byQsymn.

The invariant of the action (2.2) are saidquasi-invariantand their space is denoted
by QInvn,m. Recall (cf. [13], Proposition 3.15) thatQInvn,1 = Qsymn. The following
proposition gives a characterization of quasi-invariant polynomials.
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Proposition 2.2. We have

P ∈ QInvn,m ⇔ ∃ Q ∈ Qsymn

∣∣ P (X) = Q(Xm)

whereQ(Xm) = Q(xm
1 , . . . , xm

n ).

We now definesuper-coinvariantpolynomials:

SCovn,m =
{

P ∈ C[X]
∣∣ ∀Q ∈ QInv+

n,m, Q(∂X)P = 0
}

= 〈QInv+
n,m〉⊥ ' C[X]/〈QInv+

n,m〉 .

Our main result is the following, which is a generalization of (1.4), but also shows
similarity to (1.3).

Theorem 2.4. The dimension of SCovn,m is given by

(2.3) dim(SCovn,m) = mn Cn = mn 1
n + 1

(
2n

n

)
.

The Section 3 is devoted to the proof of this result. More precisely, we construct
an explicit basis of the quotientC[Xn]/〈QInv+

n,m〉 (cf. Theorem 3.1) from which we
deduce its Hilbert series, given by Corollary 3.4.

To do this, we use the results of [2, 3] to construct a Gröbner basis of the ideal
〈QInv+

n,m〉. The important point of this proof is the Proposition 3.2, so we shall say a
few words about it.

The lexicographic orderon monomials is defined by

(3.1) Xν >lex Xµ iff ν >lex µ,

if and only if the first non-zero entry ofν − µ is positive.
For anyS ⊆ Q[X] andm ∈ N∗, we introduceSm = {P (Xm), P ∈ S }. We denote

by G(I) the unique reduced monic Gröbner basis (cf. [9]) of an idealI. The following
proposition has a simple proof but is the crucial tool in our context. Furthermore, despite
its simplicity, it can provide a proof of (1.3) in a few lines.

Proposition 3.2. With the previous notations,

(3.2) G(〈Sm〉) = G(〈S〉)m.

Proof. This is a direct consequence of Buchberger’s criterion. Indeed, if for every pair
g, g′ inG(〈S〉), the syzygyS(g, g′) reduces to zero, then the syzygyS(g(Xm), g′(Xm))
also reduces to zero inG(〈Sm〉) by exactly the same computation.¤
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