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UN THÉORÈME DE MONTEL POUR LES

MULTIFONCTIONS ANALYTIQUES FINIES DE DEGR É FIX É

BERNARD AUPETIT ET MUSTAPHA ECH-CHÉRIF EL KETTANI

RÉSUMÉ. Soit D, un domaine du plan complexe. Le célèbre th́eor̀eme de Paul
Montel affirme qu’une famille de fonctions holomorphes surD est normale si, et
seulement si, elle est localement bornée. Nous ǵeńeralisons ce ŕesultat au cas des
multifonctions analytiques finies de degré fixé et nous donnons une application de
cette extension. Avec deux exemples, nous montrons que ce théor̀eme ne peut̂etre
étendu aux multifonctions analytiques arbitraires.

ABSTRACT. Let D be a domain of the complex plane. The famous theorem of Paul
Montel asserts that a family of holomorphic functions onD is normal if, and only
if, it is locally bounded. We extend this result to finite analytic multifunctions with
fixed degree and we give an application of this extension. With two examples we
show that this theorem cannot be extended to arbitrary analytic multifunctions.

1. Introduction. Rappelons que les multifonctions analytique définies surD sont les
multifonctions du typeλ → K(λ), oùK(λ) est un compact non vide du plan complexe,
qui sont semi-continues supérieurement et telles que le complémentaire de leur graphe
dansD × C soit un ouvert pseudo-convexe. Ce sont les géńeralisations naturelles des
fonctions holomorphes et elles ont de très nombreuses propriét́es et applications dans
beaucoup de secteurs des mathématiques. On pourra trouver un exposé d́etaillé sur ces
propríet́es et applications dans[1, 2].

Soit K une multifonction analytique d́efinie surD. Nous dirons qu’elle estfinie si,
quel que soitλ ∈ D, on aK(λ) fini. Dans ce cas on a le résultat suivant d̂u à Aupetit
(voir [1], théor̀eme 7.1.7, lemme 7.3.3, théor̀eme 7.3.5).

Théorème 1. SoitD, un domaine du plan complexe etK une multifonction analytique
finie surD. Alors on a les propríet́es suivantes :

i) il existe un plus petit entierN et un sous-ensembleF discret deD tels que
K(λ) ait N points surK\F et moins deN points surF ;

ii) il existeN fonctions holomorphesa1, . . . , aN surD, telles que

K(λ) = {z : zN + a1(λ)zN−1 + · · · + aN (λ) = 0} ;
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iii) il existe une fonction analytiquef deD dansMN (C) telle que

K(λ) = Sp f(λ).

Bien ŝur, tla ŕeciproque est vraie. Autrement dit, les multifonctions analytiques
finies surD ne sont pas autre chose que les multifonctions qui associentà un param̀etre
l’ensemble des valeurs propres d’une matriceN × N dont les coefficients d́ependent
holomorphiquement de ce paramètre. De telles multifonctions analytiques finies sont
parfois appeĺeesfonctions alǵebröıdes de degŕeN .

2. Crit ère de normalité. Pour mesurer la convergence des suites de multifonctions
analytiques, il faut utiliser ladistance de Hausdorffentre les sous-ensembles compacts
du plan complexe d́efinie par

∆(K1,K2) = max

(
sup

z∈K2

dist(z, K1), sup
z∈K1

dist(z, K2)

)
.

Avec cette distance de Hausdorff, on dira qu’une suite(Kn) de multifonctions d́efinie
surD converge vers une multifonctionL si limn→∞∆(Kn(λ), L(λ)) = 0, quel que
soitλ ∈ D.

Commençons par remarquer que si l’on a une suite de multifonctions algébröıdes
de degŕe N fixé, qui converge vers une multifonctionL, cette multifonction n’est pas
nécessairementà valeurs compactes dans le plan complexe. Par exemple, si on prend

Kn(λ) = {z : zN − nλ = 0} , n = 1, 2, . . .

alors lesKn(λ) vont converger versL(λ) = {∞}.
De plus si lesKn sont alǵebröıdes avec degrés non borńes, il se peut queL ne soit pas

algébröıde. PrenonsD = {λ : |λ| < 1} et Kn(λ) = {z : zn = λ}, pourn = 1, 2, . . .
Il n’est pas bien difficile de voir que cette suite converge pour la distance Hausdorff
vers

L(λ) =
{ {0}, si λ = 0 ;

{z : |z| = 1}, si 0 < |λ| < 1.
.

LorsqueL(λ) est compact pour toutλ ∈ D, il est facile de d́emontrer queL est une
multifonction analytique si toutes lesKn le sontégalement (voir [5], par exemple). Si
de plus lesKn sont toutes alǵebröıdes de degréN , alorsL le seráegalement.

Définition. Nous dirons qu’une familleF de multifonctions alǵebröıdes de degré
N , définies surD, est normalesi de toute suite deF , on peut extraire une sous-
suite qui converge localement uniformément (pour la distance de Hausdorff) vers une
multifonctionL à valeurs compactes (donc nécessairement finie avecN points, d’apr̀es
la remarque pŕećedente).

Si l’on dénote parHN (D) l’ensemble des multifonctions algébröıdes de degré N ,
définies surD, muni de la convergence sur tout compact deD pour la distance de
Hausdorff, la normalit́e deF signifie queF , la fermeture deF , est compacte dans
HN (D).

Nous sommes maintenant prêtsà d́emontrer le principal ŕesultat de cet article.
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Théorème 2 (Ǵenéralisation du théorème de Montel par les multifonctions alǵe-
broı̈des de degŕe fixé). Soit F une famille de multifonctions algébröıdes de degŕe
N , définies surD. AlorsF est normale si, et seulement si,F est localement borńee
(autrement dit, pour tout disque fermé E deD il existeR > 0 tel que|z| ≤ R pour
tousK ∈ F , z ∈ K(λ), λ ∈ E).

Démonstration.Supposons d’abordF localement borńee. Remarquonśegalement que
siF est localement borńee alors elle est bornée sur tout sous-ensemble compact deD.
PourK ∈ F comme son degré estN on peut, d’apr̀es le th́eor̀eme 1, l’́ecrire sous la
forme

K(λ) = {z : zN + a1(λ)zN−1 + · · · + aN (λ) = 0}
oùa1, . . . , aN (qui dépendent deK) sont holomorphes surD. En utilisant le fait que ces
fonctions correspondent aux fonctions symétriques des racines du polynôme d́efinissant
K, on obtient aiśement qu’il existeR > 0 tel que

|ai(λ)| ≤
(

N

i

)
Ri, pouri = 1, . . . , N.

Pour i fixé, l’ensemble desai correspondant aux diversesK dansF forment une
famille localement borńee, donc normale, d’après le th́eor̀eme classique de Montel. En
réṕetant successivement, pouri = 1, i = 2, . . . , i = N , l’extraction d’une sous-suite,
il est facile de voir que si(Kn) est une suite deF , alors il existe une sous-suite(Knk

)
dont les coefficients correspondantsank

1 , . . . , ank
N convergent localement uniforḿement

versα1, . . . , αN . Il resteà vérifier que la multifonction alǵebröıde de degŕe N définie
par

L(λ) = {z : zN + α1(λ)zN−1 + · · · + αN (λ) = 0}
est la limite desKnk

pour la distance de Hausdorff.
Plaçons-nous sur le disque ferméE ⊂ D et soitε > 0. Il existe un entierM = Mε

tel quek ≥ M implique

|ank
i (λ)− αi(λ)| < εN

2
1−R

1−RN
,

pour i = 1, 2, . . . , N et λ ∈ E. Dénotons parµ1(λ), . . . , µN (λ) les points deL(λ),
éventuellement réṕet́es avec leur multiplicit́e et parµnk

1 (λ), . . . , µnk
N (λ) les points

de Knk
(λ). Si pour k ≥ M , il existait un i entre 1 etN et un λ ∈ E tel que

dist
(
µnk

i , {µ1, . . . , µN}
)

> ε, alors on aurait :

|µnk
i (λ)− µ1(λ)| × · · · × |µnk

i (λ)− µN (λ)| > εN ,

et par conśequent :

εN < |(µnk
i (λ))N + (µnk

i (λ))N−1α1(λ) + · · · + αN (λ)|
≤ |(µnk

i (λ))N−1| · |α1(λ)− ank
1 (λ)| + |(µnk

i (λ))N−2| · |α2(λ)− ank
2 (λ)| + · · ·

+ |αN (λ)− ank
N (λ)|,
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car (µnk
i (λ))N + (µnk

i (λ))N−1ank
1 (λ) + · · · + ank

N (λ) = 0, par d́efinition. Finalement,
on obtiendrait :

εN <
εN

2
1−R

1−RN
(RN−1 + · · · + R + 1) =

εN

2
,

ce qui est absurde.
Réciproquement, supposons queF est normale. Par l’absurde, supposons qu’il existe

E, un disque ferḿe deD, tel que sup{|z| : z ∈ K(λ), K ∈ F , λ ∈ E} = +∞. Alors,
il existe une suite deKn ∈ F telles que

sup{|z| : z ∈ Kn(λ), λ ∈ E} ≥ n.

La familleF étant normale, il existe donc une sous-suite(Knk
) qui converge surE

vers L algébröıde de degŕe N , pour la distance de Hausdorff∆. Si on d́enote par
µ1(λ), . . . , µN (λ) les points deL(λ), ceux-ci varient contin̂ument avecλ, d’apr̀es le
théor̀eme 1 iii) et le th́eor̀eme de Newburgh ([1], corollaire 3.4.5), donc

sup{|µi(λ)| : i = 1, . . . , N, λ ∈ E} ≤ M

pour une constanteM > 0 convenable. Comme limk→∞∆(Knk
(λ), L(λ)) = 0 uni-

formément surE, on aboutirait̀a une contradiction. ¤
3. Une application. Dans [4], Herv́e donne comme application du théor̀eme de Montel
le résultat suivant : siD est un domaine du plan complexe eta ∈ D, alors l’ensemble
des fonctions holomorphes injectives définies surD, de module strictement inférieur
à 1 et nulles ena, auquel on ajoute la fonction zéro, forment une partie compacte de
H(D).

Cela ŕesulte du fait que{f ∈ H(D) : |f(z)| < 1 pourz ∈ D, f(a) = 0} est compact
dansH(D) et du th́eor̀eme de Hurwitz qui affirme que surD une limite de fonctions
holomorphes injectives est elle-même injective ou constante (voir [3], corollaire 7.11).

Nous ǵeńeralisons ce ŕesultat aux multifonctions algébröıdes.

Théorème 3. SoitD un domaine du plan complexe eta ∈ D fixé. SoitFr ⊂ HN (D)
la famille des multifonctions alǵebröıdes de degŕeN telles que

i) ρ(K(λ)) = max{|z| : z ∈ K(λ)} < 1, pourλ ∈ D,
ii) ρ(K(a)) ≤ r < 1,

pour unr positif fix́e. AlorsFr est compacte dansHN (D).

Démonstration.La condition i) implique queFr est borńee, donc normale dans
HN (D), d’apr̀es le th́eor̀eme pŕećedent. Montrons queFr est ferḿee. Supposons
que la suite deKn ∈ Fr converge localement uniforḿement vers la multifonction
algébröıdeL, pour la distance de Hausdorff. Il n’est pas difficile de vérifier queL satis-
fait ρ(L(λ)) ≤ 1, pourλ ∈ D etρ(L(a)) ≤ r. Si ρ(L(λ)) < 1, pour toutλ ∈ D, c’est
termińe. Supposons donc queρ(L(λ0)) = 1 pour un certainλ0 ∈ D. Alors d’apr̀es le
théor̀eme 1 iii) et le th́eor̀eme 3.4.11 de [1], il en résulte l’existence d’unα ∈ C de
module 1 tel queα ∈ L(λ) pour toutλ ∈ D, mais cela contredit ii), au pointλ = a. ¤
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4. Deux exemples.Nous donnons maintenant un exemple d’une suite de multifonctions
analytiques non finies qui est localement bornée, mais dont on ne peut extraire une sous-
suite localement convergente.

Prenons pourD le disque ouvert centré à l’origine et de rayone et consid́erons la
suite de fonctionsun définies surD par

un(λ) = max

(
1
n

log |λ|,−1

)
, pourn = 1, 2, 3, . . .

Ces fonctions sont continues, sous-harmoniques surD et satisfont|un(λ)| ≤ 1, pour
n ≥ 1. De plus elles convergent simplement vers la fonctionu, qui vaut−1 en 0 et 0
pour 0< |λ| < e. Autrement dit cette suite ne peut contenir une sous-suite convergeant
uniformément sur tout sous-ensemble compact du disque, puisque la limite devraitêtre
continue.

En posantKn(λ) = {z : |z| ≤ eun(λ)} sur le disque ouvert|λ| < e, on obtient donc
une suite de multifonctions analytiques ([1], théor̀eme 7.1.11) qui est uniforḿement
borńee pare et qui, pour la distance de Hausdorff, converge sur le disque ponctuellement
mais pas localement uniforḿement.

Comme l’a montŕe Rostand [6], on peut m̂eme donner un exemple d’une suite
de fonctions sous-harmoniquesvn définies et uniforḿement borńees sur un domaine
D pour lesquelles on ne peut extraire une sous-suite convergente même pour une
convergence plus faible,à savoir la convergence quasi uniforme surD.

Pour cela, il prendD = B(0, ρ) avec 1< ρ < e et consid̀ere

vn(λ) = max

(
−1

n
log

∣∣∣∣
λn − ρn

λn − 1

∣∣∣∣ , −1

)
.

English extended abstract.We first define the concept of normality for a family of
finite analytic multifunctions with fixed degreeN . Let D be a domain of the complex
plane. The famous Montel’s theorem asserts that a family of holomorphic functions
on D is normal if and only if it is locally bounded. We extend this result to finite
analytic multifunctions with fixed degree and we give an application of this extension.
We extend the classical Montel’s theorem (which corresponds toN = 1), by proving
that a family of finite multifunctions of degreeN is normal if, and only if, it is locally
bounded. As an application, we prove that a family of finite analytic multifunctions of
degreeN satisfyingρ(K(λ)) < 1 on a domainD, with ρ(K(a)) ≤ r < 1 at some
pointa of D, is compact for the topology defined by the Hausdorff distance on the set
of finite analytic multifunctions of degreeN .

With two examples we show that this theorem cannot be extended to arbitrary analytic
multifunctions. At the end, we give an example showing that there is no hope to extend
Montel’s theorem in the general situation of analytic multifunctions.
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