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UN THEOREME DE MONTEL POUR LES
MULTIFONCTIONS ANALYTIQUES FINIES DE DEGR E FIXE

BERNARD AUPETIT ET MUSTAPHA ECH-CHERIF EL KETTANI

RESUME. Soit D, un domaine du plan complexe. Lélebre tleoeme de Paul
Montel affirme gqu’une famille de fonctions holomorphes guest normale si, et
seulement si, elle est localement been Nous gréralisons ceésultat au cas des
multifonctions analytiques finies de dégdiixé et nous donnons une application de
cette extension. Avec deux exemples, nous montrons queéeo@&the ne peuétre
etendu aux multifonctions analytiques arbitraires.

ABSTRACT. Let D be a domain of the complex plane. The famous theorem of Paul
Montel asserts that a family of holomorphic functions oris normal if, and only

if, it is locally bounded. We extend this result to finite analytic multifunctions with
fixed degree and we give an application of this extension. With two examples we
show that this theorem cannot be extended to arbitrary analytic multifunctions.

1. Introduction. Rappelons que les multifonctions analytiquefidies surD sont les
multifonctions du type. — K (), ou K () estun compact non vide du plan complexe,
qui sont semi-continues sapeurement et telles que le corapientaire de leur graphe
dansD x C soit un ouvert pseudo-convexe. Ce sont legggalisations naturelles des
fonctions holomorphes et elles ont desmombreuses proptés et applications dans
beaucoup de secteurs des néatlatiques. On pourra trouver un expabtaille sur ces
propriétes et applications dans, 2.

Soit K une multifonction analytiqueéfinie surD. Nous dirons gu’elle edtnie si,
quel que soit € D, on aK () fini. Dans ce cas on a |&sultat suivant@a Aupetit
(voir [1], theoreme 7.1.7, lemme 7.3.3,ébeme 7.3.5).

Théoreme 1. SoitD, un domaine du plan complexel§tune multifonction analytique
finie surD. Alors on a les prop#@tes suivantes :

i) il existe un plus petit entieV et un sous-ensembl€ discret deD tels que
K () ait N points surK'\ F' et moins deV points surf’;
i) il existe NV fonctions holomorphes,, ..., ay sur D, telles que

KN ={z: 2 +a(N)2N "1+ +an(\) =0} ;
Recu le 12 avril 2000 et, sous forméfihitive, le 8 adit 2000.
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i) il existe une fonction analytiqugde D dansM y (C) telle que

K(A) = Sp (M)

Bien dir, tla reciproque est vraie. Autrement dit, les multifonctions analytiques
finies surD ne sont pas autre chose que les multifonctions qui assacignpararatre
I'ensemble des valeurs propres d’'une matiiée< N dont les coefficients@endent
holomorphiqguement de ce paratre. De telles multifonctions analytiques finies sont
parfois appetesfonctions algbrades de degr V.

2. Critere de normalite. Pour mesurer la convergence des suites de multifonctions
analytiques, il faut utiliser ldistance de Hausdoréintre les sous-ensembles compacts
du plan complexe &finie par

A(K1, K7) = max| supdist(z, K1), supdist(z, K7) | .
zeK>» 2€Ky

Avec cette distance de Hausdorff, on dira qu’une quitg) de multifonctions éfinie
sur D converge vers une multifonctioh si lim,,_,., A(K,,(\), L(\)) = 0, quel que
soitA € D.

Commencgons par remarquer que si I'on a une suite de multifonctiogbraides
de dege N fixé, qui converge vers une multifonctidn cette multifonction n’est pas
nécessairemerit valeurs compactes dans le plan complexe. Par exemple, si on prend

KA ={z:2N—nA=0},n=12,...

alors lesk,, (\) vont converger verg(\) = {oo}.
De plus sileds,, sont al@brddes avec de@s non boras, il se peut qué ne soit pas
algébrdde. Prenond = {\: |A\| < 1} et K,,(\) = {z: 2" = A}, pourn =1,2,...
Il n’est pas bien difficile de voir que cette suite converge pour la distance Hausdorff
vers .
{0}, siAx=0;
L) = _ :
{z1]z| =1}, siO<|A\<1.
LorsqueL(\) est compact pour tout € D, il est facile de @montrer que. est une
multifonction analytique si toutes lds,, le sontégalement (voir [5], par exemple). Si
de plus lesk,, sont toutes algbrddes de ded@r NV, alorsL le seraégalement.

Définition. Nous dirons qu’une familleF de multifonctions algbrddes de degr

N, définies surD, estnormalesi de toute suite de&F, on peut extraire une sous-
suite qui converge localement unifoement (pour la distance de Hausdorff) vers une
multifonction L a valeurs compactes (doneaessairement finie av@&€ points, d’apés

la remarque @adente).

Si I'on dénote parH (D) I'ensemble des multifonctions @grddes de degr N,
définies surD, muni de la convergence sur tout compactidepour la distance de
Hausdorff, la normalé de F signifie queF, la fermeture deF, est compacte dans
Hy(D).

Nous sommes maintenan@psa demontrer le principal@sultat de cet article.
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Théoreme 2 (Geréralisation du théoreme de Montel par les multifonctions al@-
broides de dege fixe). Soit F une famille de multifonctions adprdides de degr
N, définies surD. Alors F est normale si, et seulement &i,est localement boge
(autrement dit, pour tout disque feenk’ de D il existe R > 0 tel que|z| < R pour
tousK € F,z € K(\), A€ E).

Démonstration.Supposons d'abord@ localement boree. Remarquorisgalement que
si F est localement boé&e alors elle est boee sur tout sous-ensemble compacide
Pour K € F comme son de@restN on peut, d’apes le tleoreme 1, [écrire sous la
forme

K\ ={z:2Y+a(N)2N"1+. . +any()) =0}

olay,...,ay (Quidependent d&’) sont holomorphes sup. En utilisant le fait que ces
fonctions correspondent aux fonctions stniques des racines du pofme cefinissant
K, on obtient aisment qu'il existeR > 0 tel que

lai(N)| < <N)Ri, pouri=1,...,N.
1

Pour: fixé, 'ensemble des; correspondant aux diversés dansF forment une
famille localement boree, donc normale, d’ags le tleoeme classique de Montel. En
répetant successivement, paue 1,7 = 2,...,7 = N, I'extraction d’une sous-suite,
il est facile de voir que SikK,,) est une suite d&, alors il existe une sous-suité’,, )

dont les coefficients correspondaafs, . . ., a\F convergent localement unifo@ment
versag, ..., ay. |l restea verifier que la multifonction algbrdde de dege NV définie
par

L) ={z: 2N +a (NN 1+ . +an(\) =0}

est la limite ded,,, pour la distance de Hausdorff.
Placons-nous sur le disque fegd C D et soite > 0. Il existe un entied/ = M.
tel quek > M implique

eN 1-R

Tk — v P
@) = iVl < 5 T

2

pouri = 1,2,...,N et A\ € E. Dénotons pagi1(A),...,un(A) les points deL(\),
éventuellementépetes avec leur multiplicé et parpy*(X), ..., uxF () les points
de K,, (\). Si pourk > M, il existait uni entre 1 etN et un\ € E tel que
dist (p;*, {pa, ..., un}) > €, alors on aurait :

IR O) = W] % - () = (V)] > €Y,
et par conéquent :

eV < (g Q)Y + ()Y s (V) + -+ an (V)]
< [ O - faa(A) = ag* ]+ (i (N)) V72 - Jaz(A) — agh (A)| +- -
*lan(A) —ay (V]



20 Un théoréme de Montel pour les multifonctions analytiques finies de degré fixé
car (I (W)Y + (u=(A)N"tag*(X) + -+ - +a’y(N) = 0, par éfinition. Finalement,
on obtiendrait :

N N
N 3 l_R N—1+ + + S
< 5 l—RN(R R+1) 5

8 )
ce qui est absurde.
Réciproguement, supposons gii@st normale. Par I'absurde, supposons qu'il existe
E, un disque ferra deD, tel que sup|z| : z € K(\),K € F,\ € E} = +co. Alors,
il existe une suite dé&,, € F telles que

sup(|z|: z € Kn(\), A€ E}>n.

La famille F étant normale, il existe donc une sous-sqig,, ) qui converge su&

vers L algebrdde de dedgr IV, pour la distance de Hausdorf. Si on cenote par
(A, ..., un(A) les points del()), ceux-ci varient contiiment avec\, d’apres le
theoeme 1 iii) et le toeme de Newburgh ([1], corollaire 3.4.5), donc

sup{|us(N)|: i=1,...,N, A€ E}<M

pour une constant® > 0 convenable. Comme lim, . A(K,, (A), L(A)) = 0 uni-
formément sutE, on aboutiraits une contradiction. O

3. Une application. Dans [4], Hené donne comme application dietheme de Montel

le résultat suivant : sD est un domaine du plan complexeset D, alors I'ensemble
des fonctions holomorphes injectivesfishies surD, de module strictement iafieur

a 1 et nulles em, auquel on ajoute la fonctiorero, forment une partie compacte de
H(D).

Celagsultedufaitqué¢f € H(D) : |f(z)] < 1pourz € D, f(a) = O} estcompact
dansH (D) et du tleoeme de Hurwitz qui affirme que si? une limite de fonctions
holomorphes injectives est elleeéme injective ou constante (voir [3], corollaire 7.11).

Nous ¢eréralisons ceésultat aux multifonctions addprddes.

Théoréme 3. Soit D un domaine du plan complexeet D fixé. SoitF, C Hy(D)
la famille des multifonctions aébraides de dedgr N telles que

) p(K(\) =max{|z| : z€ K(\)} <1, pour\ € D,

i) p(K(a)) <r<1,
pour unr positif fixé. AlorsF, est compacte dand (D).

Démonstration.La condition i) impligue queZ, est boree, donc normale dans
Hy (D), d’'apres le tleoeme pécddent. Montrons queF, est fernée. Supposons
gue la suite dek,, € F, converge localement unifo@ment vers la multifonction
algébrdde L, pour la distance de Hausdorff. Il n’est pas difficile dgifier queL satis-
fait p(L(\)) <1, pourh € D etp(L(a)) < r.Sip(L()\)) < 1, pour tout\ € D, c’est
termirg. Supposons donc quéL(\o)) = 1 pour un certain\p € D. Alors d’'apes le
theoeme 1 iii) et le tleoreme 3.4.11 de [1], il enésulte I'existence d'umv € C de
module 1 tel quex € L(\) pour touth € D, mais cela contreditii), au poist=a. O
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4. Deux exemples.Nous donnons maintenant un exemple d’une suite de multifonctions
analytiques non finies qui est localement ta@ymais dont on ne peut extraire une sous-
suite localement convergente.

Prenons pouD le disque ouvert ceréira I'origine et de rayor: et consi@rons la
suite de fonctions,, définies surD par

1
un(A) = max(n Iog|>\|,—1> , pourn=1,23 ...

Ces fonctions sont continues, sous-harmonique®<trsatisfontu,, (A)| < 1, pour
n > 1. De plus elles convergent simplement vers la fonctipqui vaut—1 en 0 et O
pour 0< |A| < e. Autrement dit cette suite ne peut contenir une sous-suite convergeant
uniformément sur tout sous-ensemble compact du disque, puisque la limite @naait
continue.

En posant,(\) = {z : |z| < e*~(M} sur le disque ouvett| < e, on obtient donc
une suite de multifonctions analytiques ([1]et®eme 7.1.11) qui est uniforement
borrée pae et qui, pour la distance de Hausdorff, converge sur le disque ponctuellement
mais pas localement unifoément.

Comme I'a monte Rostand [6], on peut @me donner un exemple d’'une suite
de fonctions sous-harmoniques définies et uniforrement borges sur un domaine
D pour lesquelles on ne peut extraire une sous-suite convergetes rpour une
convergence plus faibl@, savoir la convergence quasi uniforme sur

Pour cela, il prend> = B(0, p) avec 1< p < e et consi@re

)

English extended abstract. We first define the concept of normality for a family of
finite analytic multifunctions with fixed degre®. Let D be a domain of the complex
plane. The famous Montel's theorem asserts that a family of holomorphic functions
on D is normal if and only if it is locally bounded. We extend this result to finite
analytic multifunctions with fixed degree and we give an application of this extension.
We extend the classical Montel’'s theorem (which correspondsé te 1), by proving
that a family of finite multifunctions of degre¥ is normal if, and only if, it is locally
bounded. As an application, we prove that a family of finite analytic multifunctions of
degreeN satisfyingp(K(\)) < 1 on a domainD, with p(K(a)) < r < 1 at some
pointa of D, is compact for the topology defined by the Hausdorff distance on the set
of finite analytic multifunctions of degre¥'.

With two examples we show that this theorem cannot be extended to arbitrary analytic
multifunctions. At the end, we give an example showing that there is no hope to extend
Montel's theorem in the general situation of analytic multifunctions.

/\n_pn

An—1

vn(A) = max (—1 log ’
n
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