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UNE FAMILLE D’ONDELETTES BIORTHOGONALES
SUR L’'INTERVALLE OBTENUE PAR UN
SCHEMA D’'INTERPOLATION ITERATIVE

GILLES DESLAURIERS, SERGE DuBUC ET DANIEL LEMIRE

RESUME. Nous avons déamontré dans [4] que I’ on pouvait obtenir les ondel ettes
biorthogonal esde Cohen, Daubechies et Feauveau en dérivant un certain nombre de
foislesfonctionsfondamentaesdel’ interpol ationitérative de L agrange. Nousavons
mis au point un nouveau schema d’interpolation itérative sur I’intervalle dont les
dérivées nous permettent de construire des ondel ettes sur I intervalleavec desfiltres
en nombres rationnels. Nous retrouverons comme cas particulier les ondelettes de
I'interpolation des moyennes [5].

ABSTRACT. In [4], we showed that we could get the Cohen-Daubechies-Feauveau
biorthogonal wavelets by deriving a certain number of times the fundamental func-
tions of the Lagrange iterative interpolation. We designed a new iterative interpo-
lation scheme from which we get wavelets on the interval with filters having only
rational numbers. Asa particular case, we get Donoho’s average interpolation [5].

1. Interpolation itérative sur I'intervalle.

1.1. Interpolation itérative de Lagrange. Rappelons brievement le schéma d’inter-
polation dyadique sur I’ axe des réels introduit dans [3]. Nous dirons des réels de la
forme k/27 pour k et j entiers qu’ils sont des nombres dyadiques. Si j est le plus
petit entier tel que = = k/27 pour un certain k entier, alors nous dirons que = est un
nombre dyadicue de profondeur ;. Etant donné une fonction y définie sur les entiers,
on prolonge cette fonction sur tousles nombres dyadiques. Pour » entier, y(n +1/2) est
définie comme &tant p(n + 1/2) ou p est e polyndme de Lagrange de degré maximal
2N — 1te quep(k) = y(k) Vk € [n — N +1,n+ N]N Z. Cette construction peut étre
itérée.

S I’on choaisit y(k) = dx,0, aors nous obtiendrons la fonction fondamentale £'.
F peut &re prolongée sur les réels puisgu’elle est uniformément continue sur les
nombres dyadiques et on peut obtenir /7 € ™ ¥m en choisissant N suffisamment
grand (F € C* pour N > 2). Nous noterons par R(m) |’ entier minimal tel que pour
N > R(m), nousavons F' € C'"™.
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1.2. Interpolation mixtegénéralisée. |l existed§aunegénéralisationdel’interpo-
lation itérative de Lagrange sur I intervalle appel ée interpolation mixte [8]. La dérivée
de cette interpol ation peut étre utilisée pour obtenir les ondel ettes de |’ interpol ation des
moyennes sur I’intervalle (voir [5] ot Donoho construit une multirésolution duale ala
multirésolution de Haar). Pour généraliser cette idée aux splines de degré arbitraire, il
nous faut introduire une nouvelle famille de schémas d'interpolation qui généralisent
I"interpol ation mixte.

Soit vV > 2unentier : lecas N = 1 est traitéen détail dans[8]. Choisissonsun autre
entier N > N, pair si Neapalretlmpalrs N estimpair. OnwltqueN+Nserapa|r
on définit donc K = (N + N)/2. On supposera aussi que N est suffissmment grand
pour que I'interpolation itérative de Lagrange par des polyndmes de degré N+N -1
ait au moins une régularite ¢V (exemples : pour N = 1, N > 3 et pour N = 2,
N > 4). Etant donné une fonction y définie sur les nombres dyadiques de profondeur
j sur I'intervale [0, 1], on prolonge cette fonction sur tous les nombres dyadiques (j
est un entier arbitraire suffisamment grand : 2/ > N). Il faut choisir N — 1 valeurs
pour chacun des bords qui symboliseront les vaeurs d% N -1 derlvees a chacun
des bords correspondants; notons ces valeurs par {d} et {dP} " oliles lettres
G et D représentent le bord de gauche (x = 0) et celui de droite (x = 1). Lorsque
c'est possible, y(277n +27771) est définie comme &ant p(2=7n +27/~1) ol p est le
polyndme de Lagrange de degré maximal N + N — 1 tel que p (277k) = y (277k)
Vke[n—K+1n+K]NZ. Autrement,sin— K +1 < 0,alorson utilisetoujoursla
vaeur p (27/n +27971), mais on définit le polyndme p comme le polyndme de degré
maximal N + N — 1tel quep(2-ik) = y(27ik) Vk € [0, N] N Z ettel quepour k = 1,

, N — 1, nous avons d*p/dz*(0) = df. Ontraitelecasn + K > 2/ d'une fagon
symétrique. Cette construction peut étre itérée.

Remarque 1. Par construction, les polyndmes de degré (maximal) N + N — 1 seront
préservés c'est-a-dire que si la fonction y choisiea I’ origine €tait un polyndme p de
degré N + N — 1 (avec lesvaleurs {d§ } 51 et {dP} V-1 obtenues des dérivées corres-
pondantes), aors le prolongement de y par notre a gorlthme correspondra exactement
au polyndme de départ. Cette propriété nous permettra de construire des ondelettes
duales ayant N moments nuls (les ondel ettes primaires auront N moments nuls).

Exemple 1. Supposonsque N = 2 et N =4.Pourl< k< 2 —2,nousaons

k-2  25Y;k—1 15k  TSYjk+1 25y k+2 | 3Yj k3
Yj+1,2k+1 = - + + - +
256 256 128 128 256 256

Ensuite, nous donnons les filtres du bord de gauche (les filtres du bord de droite sont
obtenus par symeétrie) :

35 1715 35
. ity o dG T
Y+l = 556 T 3o72Yi0 F gg¥it

35 7 5
~ 256792 T 1gp%i3 T 10p4Yi4
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et
15, .. 165 45

. - _ —J _ At —
Y13 = To5ec M1 T 10p4Y0 T gg it
135 5

9
o — — Y2t —— 4L
256”72~ 647" 1024”7

Exemple 2. Supposonsque N = 3 et N =5.Pour2 < k < 2/ — 3, nous avons

49 245
Yj+1,2k+1 = —myj,k—s + myj,k—z - myj,k—l
2048 7.k 2048y],k+1 2048y],k+2
49 5

+ . _ . )
2048yy,k+3 20489],k+4

Nous donnons maintenant les filtres du bord de gauche (encore une fois, les filtres du
bord de droite sont obtenus par symétrie) :

7 45 7

. — e — — A+ — gy
Y+11 = 55600%75 T 1638474 T 512%8
105 315 300013
2048%2 " 10247 ™ 209600%°
5397 63
+ 270+ — 54,
20480 ! 2048 2
| 27 189 35
Yiv13 = ~o5e00Y5 T 163844 T 512Yis
L 945 945 133693
2048”72 1024”7’l 409600%°
317 63 63 s
20480 *° 2048 7
et
| 3 625 625
Yi+15 = 7004775~ 16384 T 153678
1875 625 15883
2048772~ 1024771 " 29152970
, 805 75
———df27 I+ —_d5477,
20061 20482

1.3 Régularité. Nous allons utiliser la linéarité de notre schéma d’interpolation
(voir [8] pour une preuve similaire d' un résultat moins général). Soit iy une fonction
sur I’intervalle prolongée a tous les nombres dyadiques par notre schéma a partir des
nombres dyadiques de profondeur j (27 > N). Soit P I’unique polyndme de degré
maximal N + N — 1 satisfaisant

dk

e —P(0) = dy
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pourk =1,...,N —lette que P(2~7k) = y(277k) Vk € [0, N] N Z. Définissons ¢
sur les nombres dyadiques de profondeur ; par

g (277k) =y (277k) — P (277k).

On peut prolonger ¢ sur tous les nombres dyadiques en supposant que d$ = 0 et
dP = 0 Vk. Nous aurons aors y = P + g sur les nombres dyadiques. Notons que
par construction, pour £ = O, ..., N, nous avons g(2~7k) = 0. Par induction (en se
contentant d appliquer ala lettre le schéma), on peut montrer facilement que ceci est
vrai pour j' > j, c'est-adire que pour ¥ = 0, ..., N, nous avons g(z—f'k) =0.En
d autres mots, pour ce qui est du bord de gauche (x = 0), le prolongement de ¢ atous
les nombres dyadiquessefait uniquement par les polyndmesde Lagrange. Par symétrie,
ceci est aussi vrai du bord dedroite (x = 1). Nousavons donc établi le résultat suivant.

Théoréme 3. Notre schéma d’inter polation mixte généralisée par polyndmes de degré
N + N — 1 aura la méme régularité globale que le schéma d'interpolation itérative
de Lagrange correspondant, ¢’ est-a-dire qu’ une fonction prolongée a tous |es nombres
dyadiques par I"interpolation mixte généralisée aura un prolongement de régularité
C™ sur lesréelssi N > R(m).

Nous savonsquepour k = 0, ..., N > N > 2, nous avons g(2~7'k) = 0. Puisque
g est CN (uniformément sur les nombresdyadiques), nousavons d*¢(0) /d="* = 0 pour
k=1,..., N — 1 Laméme chose peut ére faite au bord de droite (x = 1). Nous
avons donc la proposition suivante.

Proposition 4. Soit y, une fonction prolongée par notre schéma d’inter polation mixte

PR T a1 N-1 p1N-1 . ..
généralisée; alors, lesvaleurs {d } " et {d}’}, " seront bien les dérivées corres-
pondantes, ¢’ est-a-dire

dk

wy 0) = de
dk
Wy (1) = d?

pour k=1,..., N -1

Remarque 2. En général, le prolongement aux nombres dyadiques d'une fonction y
sur I’intervalle ne pourra pas étre obtenu par larestriction al’intervalle d’ une fonction
obtenue par I interpolationitérative de Lagrange. Dans ce sensdonc, il s agit bel et bien
d’un nouveau schéma d’ interpolation.

Définition 5. Tout comme avec |I’interpolation itérative de Lagrange, il est possible
de définir les fonctions fondamentales de I’interpolation mixte généralisée. Fixons
jipour k = 0, ..., 27, nous noterons par F; le prolongement sur I'intervalle de
la fonction F ;. (1/2) = &, et tel qued{ = dP = Opouri =1,..., N -1
Pour & € {1,...,N — 1}, on note par F;_; le prolongement sur I’intervalle de la
fonction £ 5, ({/27) = 0 VI et tel que d = 1 (autrement : d¥ = 4P = 0 pour
l=1...,k=1k+1...,N-1ed’=0pouri=1,..., N -1). Pour
ke {1, ..., N — 1}, on définit d une fagon similaire les I’} ,; ;. Symboliquement
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donc, on traite les dérivées aux bords comme des noeuds supplémentaires. |l est
facile de montrer que nos fonctions fondamentales sont localisées, ¢ est-a-dire que

SUppF 1 C {2—1 (k - ZV) 27 (k +ZV)}.
2. Analyse multirésolution sur I'intervalle.

2.1. B-Splines. On se rappelera qu’une B-spline de degré N peut étre définie
comme é&tant le résultat de N convolutions de la fonction indicatrice de I'intervale
[0, 1], x10,17, avec elle-méme. On définit donc

No(x) = X011 * - - - * x[0,1 (2) .

N convolutions

Lesfonctions {n¢ (22 — k) } ., générent une multirésolution dans L? (R).
On introduit la quantité « définiepar x = 1 si N estimpair et x = 0si V est pair.
Onretientles2’ + N — 1 B-splinessur R dont |e support rencontre I intervalle [0, 1]

4 2 —1+[N/2]
{nvo (272 k) k:—[J;V/2]+1—H

et prend leur restriction al’intervalle [0, 1] :
Nk (@) = 21PN (20 — k).

Nous aurons aors une multirésolution dans .2 [0, 1]. Nous aurons

1 /N
NGk = N3 nz:% (n)N¢j+1,2k+n—1 (1

2.2. Fonctions d’échelle duales. On sait que les fonctions d'échelle de Cohen-
Daubechies-Feauveau formant une multirésolution biorthogonale avec les splines
[1] dans L? (R) peuvent s écrire

~ © — N
NJV(bCDF(x):(—1)NZ(NN}Ik)dd$—NF<$+k+I{+[N/Z]) 2)
k=0

(N —1-k\ d¥
- ( o )dx—NF(ac—k—m— (N/2))
k=0

ou I est la fonction fondamentale de I'interpolation itérative de Lagrange avec des
polyndmesde degré N + N — 1 (voir [4] et [6]). [«] est |e plus grand entier inférieur
ouéga az etk =1s N estimpairetk =0s N est pair.

On peut généraliser cette formule al’intervalle en utilisant les fonctions fondamen-
tal es défini es précédemment (interpolation mixte généralisée). Pour | = — [N/2] +1—
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K, ..., 2 —1+[N/2], nousavons
2 -1-r-[N/2] N 14k
- , - N
N,]V(ijl () = 21/ Z ( N-1 )F](vl+)k+ﬁ+[N/2] @) )
k=0

+ 2]/2 Z dl ,m ;];)+m $)

2J—l—/1—[N/2] N
_ 2]/2 Z N —-1+k% 2_N]d Fj,l+k+ﬁ+[]\7/2] ($)
N-1 daN
k=0
N-1 dVF. €
/2 D 5—Nj 5,2 +m
+20 Z:ldhmz I
avec laconvention que >"¢ <3 est automatiquement nuIIe On remarque que Nous aurons
2/ + N — 1fonctions duales, car 2 [N/2] + x — 1= N — 1. On définit les df; par la
formule g IN 14k
. m -1+
dﬁm = zjm—m( ) :
dk N-1 [k=2 —1-r—[N/2]

C’est une conséquence directe du fait que | les fonctions { I x}, permettent la re-

construction exacte des polyndémes de degré N+N-1 que les fonctions { N, Nqbﬁ ke
permettent |a reconstruction exacte des polyndmes de degré N -1

Théoreme 6. Supposons que ;j soit suffisamment grand : 21 > AN + 2N +2. Les
~ ;.1 seront alors biorthogonalesaux y ¢;,x., C est-a-dire

1 ~
/0 N@jk () y 5@ (x) dw = Op .

Preuve. Supposons que 2/ > AN +2N +2. Les dfm furent choisies de maniére a ce
queles , ~;, soient symétriques, ¢’ est-a-dire

NG () =5 5 bj2 (L —2).
Les fonctions d’ échelle du centre {N7]’\7¢]7[}12J 2J2v]XNN1 ! ne seront pas affectées par les
bords et nous retrouvons donc les ondelettes de Cohen-Daubechies-Feauveau. Pour
montrer la biorthogonalité, il suffit donc de considérer le bord de gauche (z = O:
~[N/2],...,2N + N +1).
Pour! = —[N/2]+1—k,...,2N + N + 1, remarquons que

d* ~
T w0 (0) =0pourk =0,...,N — 1.

Ceci nous permet d'ignorer les termes de bords lorsque I'on intégre par parties. En
effet, le choix des df’, est fait de telle maniére & ce que les fonctions , 5 ;. soient
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localisées, ¢’ est-ardire que pour j suffisamment grand 2 > 2N +N — 1), les N(b],
pour!=0,. 2N + N + 1 seront identiguement nulles dans un voisinage de zx=1
(Rappelons que I’on prend la dérivée N ieme d'un schéma permettant Ia reconstruc-
tion des polyndmes de degré N + N — 1> N et que nos fonctions fondamentales
sont localisées, voir remarque 5). Notons par - N(bCDF les fonctions d’échelle de
Cohen-Daubechies-Feauveau et 65" les B- -splines sur R. Pour simplifier la nota-
tion, écrivonst

N-—-1+k
TCDF 2 Lagrange
NANPLE = =2/ ; 0: ( N_1 )Fj,kfm[JgV/z] (@),

alors par intégration par parties nous avons que

St = / P (@) 5 O5PF (0)da

— ()N 21/2§: (NN__lik)

k=0

° dN CDF Lagrange d
| (e @) el @y,

— 00

mais d™ y ¢S ¥ (x) /dz™ n'est qu' une combinaison de distributions de Dirac (fonc-
tionsde masse)

N
d]\]:fN(bCDF (z) = 2(N+1/2)j Z (ZZ) (—1)"§ (ij —k—-n—[N/2]) (4

dx n=0
Et donc, on peut rempl acer I05fonctlonsfondamentaI%FL“gm”g “ par F}j j, puisqueles
distributions de Dirac apparaissant dans cette derniere equatlon ne percoivent que les
valeurs aux nombres dyadiques de profondeur 5. Nous avons donc

Jonn (N —1+k
ey = (—)N 2772 ( )
- kz:% N-1
| (veirr o) d
A T NN ]k+ﬁ+[N/2] (z)dx
l —~
:/0 N¢j,k($)N7ﬁ¢j,l (z)dz

et ceci est validepour k = —[N/2]+1—x, ... ,2 — 1+[N/2] (tous les k) ce qui
terminelapreuve. O

11 s agit d’ une somme localement finie parce que F-*97#9¢ est une fonction a support
compact.
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2.2.1. Lesfiltres desfonctions o’ échelle duales. Pour N < [ < 2/ — N, nous avons

le filtre de Cohen-Daubechies-Feauveau, par exemplepour N = 4et N = 2,

~ 5
f}’é = 128¢]+121 4— 64</5]+121 3— —¢]+121 2
19~
64¢]+121 1+ 64</5]+121
19~ 1~

64¢]+1 2041 — —¢]+1 2042

3 ¢]+1 243+ 1§8¢]+1 21+4-

Sur les bords, il y aura N + [N/Z] — 1+ filtresa caculer (par symétrie, il suffit de
considérer lebord degauche (» = 0)). Pour calculer lesfiltres on utiliseessentiellement
le fait que le schéma d’interpolation est itératif. Les filtres sont localisés, ¢ est-a-dire
gu'il existe un entier indépendant de j, M bornant uniformément la largeur desfiltres.
Lalocalisation provient essentiellement du fait que notre schémad’ interpol ation permet

la reconstruction des polyndmes de degré N+N—-1>N.

Filtresdebord (N = 4, N = 2). Supposonsque2’ > 4N +2N +2. Nousdonnerons
les filtres que pour le bord de gauche (x = 0) (¢’ est suffisant par symétrie).

$iz S~ 5~ 1~
N E@ﬂ,o + 256¢]+1,1 + 128¢]+1’2
9 -~ 67 ~
~ e %itia T 512(’5]+l4
19~
64</5]+15 64¢]+16 64</5]+17
§¢j+1,8 - 6—4¢j+1,9 + @Cb]‘ﬂ,m,
b2 4L~ 13 ~
ﬁ 768</5]+1o 384¢]+11 192¢]+12
31 ~ 187 ~
128¢]+13 256¢]+14
19~ 3~
¢]+15 ¢j+1,6 ¢]+17
3
128¢]+1 8
b 24 241 415 | 2455
/2 15367007 7ggPint 384 2
105~ 93 ~

256¢]+1 3— 512¢]+1 4— 64</5]+1 5

+ @%ﬂ,e,
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et
®jo 93~ 35~4
ﬁ 128¢]+10 6_4¢]+1,1
- @5]41,2 - 6—4¢j+1,3

15 ~
128¢]+1 4.

2.3. Ondelettes duales.. Nous avons 2/ ondelettes duales, elles sont données par?

~ o dN
Nﬁ%‘,k = (—l)[N/z] 21_N+]/2dx—N G+1,2k+1 ®)
pour £ = O, ..., 2 — 1. Nous pouvons montrer par intégration par parties que
(v 5¥ikN ;1) = Oet]’on observe que
B (- 1)[N/2] 21-N N .
N]\ﬂb],k - = ( 1) NN¢]+1 2k+n—|N/2|+1—k"
NG [~/2]

n=0

Proposition 7. Lesondelettes ,; N%k auront N momentsnuls(folN N%vk (x)2"dx =
O,pour n =0,...,N —1).

Preuve. Fixons ;. Il estclair par les propriétés des B-splinesquelesfonctions { v ¢, },
permettent lareconstruction des polyndmesdedegré N — 1, mais{,, 5%~ ¢51) = O.
Il

2.4. Ondelettes primaires. La construction des ondelettes primaires {1;, k}zj L n

pose pas de probléme. Supposons que {457} soit le filtre des ondelettes primaires
de Cohen-Daubechies-Feauveau, ¢’ est-a-dire
27

CDF _ pCDF 4CDF
ko -2k Pj+1,1

=0

Il suffit de prendre

Vik = Vi g — Z <$j,l7 ¢]*k> ¢j1 (6)
!
7+14 —~
ou ¥k, = 12——[5\7]\;/2§]+1 _hi Bl ¢e10. On peut calculer <¢J‘7[7 ]*k> d’une fagon
efficace puisque
2*14[N/2]-1

<$j,l7 ¢]*k> = > hSP%, <¢J,l7 ¢]+1m>

m=—[N/2]+1-~
2*14[N/2]-1

_ CDF 7
- E hm—Zkhl \

m=—[N/2]+1-~

2L a dépendance sur N estici implicite: lesfonctions I dépendent bien sir de NV et de N.
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o~ +1 o~

ol ¢ = lej _EEVN/Z?J,llH k l¢]+1, Par notre définition (équation 6) , nous avons

automati quement

(s Gi0) =0 Wk,
et apartir delg,
<¢m %,k> = <¢f,;7 %,k> :
Maintenant, nous avons

. 7. _ (-pvA -~ Y n (NY,cpF
<¢j,lv ¢Jvk> - T z%(_l) (n)h2k+n—21—[N/2]+1_H

n=

=S pourk,l=0,...,2 —1

ce qui montre que notre choix était judicieux.
Proposition 8. Les ondelettes «»; ;, auront N moments nuls.

Preuve. Fixonsj. Noussavonsquelesfoncti ons{@ &} & générent par des combinai sons
linéairestouslespolyndmesdedegré N — 1 et, en mémetemps, Nousavons (; i, ¢;.1) =
0. O

2.4.1. Exemple de filtre (ZV =4, N = 2). Alorsque pour 2 < k < 2/ — 3, nous
avons

; 3 3 1
% 128¢]+1 ok—3+ ¢j+1,2k—2 - §¢j+1,2k—1

19 45
—¢j+1,2k + 6_4¢j+1,2k+1

19 1
64¢]+1 242 — —¢]+1 2k+3

3
6—4¢j+1,2k+4 128</5]+12k+5,

pour & = 0 et k£ = 1, nous avons respectivement,

Yo 35 875
\/E — 64¢]+1,0 + 1536¢]+1,1
241 53
768¢]+1 2~ gp%in3
67

384¢]+1 4t 1536¢]+1 5

— 2—56¢j+1’6 - E@H,?
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et
P _ 15 4 45 4
% — 6_4¢]+1,0 - E¢]+Ll
105 345
- 2—56¢j+1,2 + Eqﬁjﬂ,s

31 53
- @%‘HA — E%‘u,s

9 9
+ ﬁ(bﬁlﬁ + m¢j+1,7-

Le bord de droite est traité de fagon symétrique.

2.5. Remarque. |l existe d§a une adaptation des ondelettes de Cohen-Daubechies-
Feauveau al’intervalle[DaKuUr] obtenue par une approche similaire acelle introduite
par Yves Meyer [Me] (restriction & L2 (0, 1) de la base sur L? (R)) ce qui est différent
de ce que nous avonsfait ici (voir remarque 2).

English extended abstract. We know that if ' isthe fundamental function of the La-
grangeiterativeinterpolation scheme[DeDu], then we can obtai n the Cohen-Daubechies-
Feauveau scaling functions by differentiation asin equation 2 (see [4] and [6]). Starting
from a modified version of the Lagrange iterative interpolation scheme on the interval
[8], we define a new iterative interpolation scheme on the interval which allows us to
set various derivatives on the boundaries. In theorem 3 and proposition 4, we show that
this new schemeis sufficiently regular and that the set values of the derivatives on the
boundaries are met. In the usual Cohen-Daubechies-Feauveau multiresolution [1], the
B-splines are used as the primary scaling functions. Here we take the restrictions of the
B-splines to the interva (say [0, 1]) asthe primary scaling functions (see equation 1).
The dual scaling functions are then obtained by a new formula (see equation 3) which
againis based on adifferentiation of the (modified) iterative interpolation scheme. Pro-
ving that these functions are dual is achieved with integration by parts (see theorem 6).
Thedual wavelets are given by the equation 5 and showing that it is perpendicul ar to the
primary scaling functionsis again done with integration by parts. Finaly, we compute
the primary wavel etswhich are spline-wavel ets. Starting with pseudo-wavelets »)* dual
to the dua wavelets, we apply the general formula 6 to get primary wavelets which
are both dua to the dual wavelets and perpendicular to the dua scaling functions.
Numerous examples of filters are given throughout the text.
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