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INTERPOLATION PAR FONCTIONS SPLINES ET BORNES D’ERREURS 

JEAN SAVOIE 

RÉSUMÉ. Nous établissons des relations de dépendances linéaires entre une fonction spline s et sa (n - l)- 
ième dérivée. Pour A une partition quelconque de l’intervalle [a, 61, nous montrons que l’existence et 
l’unicité d’une fonction spline périodique d’interpolation définie sur A est equivalente a l’inversibilité d’une 
certaine matrice 77. Nous en déduisons des bornes d’erreurs de la forme 

Ilf(‘) - s(k)(I~ 2 v~ll~-llIooIIf(n+l)IIooIIAIIn-~+l 

avec des valeurs V, explicites. De plus, nous donnons une borne pour ] ] U-l ] ) oo lorsque n = 2. 

ABSTRACT. We establish some linear relationships between a spline s and its (n - l)-th derivative. Let A 
be any partition of the inter-val [a, b] . We show that there exits an unique periodic interpolating spline over 
A if and only if some matrix U is invertible. We deduce error bounds of the form 

Il.+‘) - s(lc)II, < v~IIU-lII,IIf(“+l)II,IIAII”-~+l - 

in which the values vi are explicit. Moreover, 
extended abstract at the end of the paper. 

we obtain a bound for ]]U-’ Ilo if n = 2. See the English 

1. Introduction. Soit A = {zi)zO une partition d’un intervalle [a, b] où a = ~0 < ~1 < . . . i 
XN = b et soit des valeurs t; f [z;, X~+I). Nous dirons qu’une fonction s est une fonction spline 
de degré n sur A si s est un polynôme de degré au plus n sur chaque intervalle [x; , X~+I] et si 
s E P-l[a,b]. D e pl us, s(z) est dite périodique lorsqu’elle satisfait les conditions 

Jk)(a) = dk’(b) 7 O<k<n-l. - - W) 

Notons par SGn, l’ensemble des fonctions f telles que 

N-l 

f E n C~+I(~;, xi+1) n ~-y,, b] 
i=o 

et telles que les valeurs f@+$) et f(“$z$&) sont bien définies pour I = n et n + 1, et pour 
0 < i < 1v - 1. Notons par SGK, le sous-ensemble de SG, où les éléments satisfont à (1.1). - - 

Le premier problème que nous abordons est celui de l’existence d’une relation de 
dépendances linéaires de la forme 

2 A!s(ti) = e B,fS(“(Xi), 

i=O i=O 

(1.2) 
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100 Interpolation par fonctions splines et bornes d’erreurs 

entre les valeurs s(ti) d’une fonction spline et les valeurs s @)(xi) de sa k- ième dérivée. De telles 
relations existent lorsque la partition A est uniforme avec des t; unïformément translatées (v. [5], 
[7]). Lorsque A n’est pas uniforme, il n’est pas possible, en général, d’obtenir de telles relations 
pour tout k, 0 < k < n. Nous avons de telles relations lorsque n = 2 et k = n - 1 ( v. [3]), ou 

lorque n > 1, iii= nZ- lett; = x; (v. [ 11). Dans cet article nous obtenons de telles relations lorque 
n 2 1, k L n - 1 et t; E [xi, X;+I). 

Nous abordons ensuite le problème de l’existence d’une fonction spline périodique 
d’interpolation s telle que 

S(ti) = f(ti>, O<&N-1 _ - 7 (13 

I 

lorsque .f E SG$. Certains résultats sont connus. Nous avons l’existence et l’unicité de s lorsque 
N est impair (v. [ 111) ou lorsque n est impair avec ti = xi (v. [ 11). De plus, si N est pair, A 

est uniforme et les ti sont uniformément translatées ( ti = xi + ph et p f [0, l)), nous avons 
l’existence et l’unicité de s, si et seulement si 

( tx # 0 et n pair) ou (p # 1/2 et n impair) 

(v. [10] et [6]). D ans cet article, nous montrons que l’existence et l’unicité de s est équivalente à 
l’existence de l’inverse d’une certaine matrice U. Comme cas particuliers, nous obtenons la matrice 
U de [3] lorsque n =2etcellede[12]lorsquen=3avect;=z;. 

Les coefficients des matrices U sont difficilles à évaluer en général mais permettent d’établir 
des bornes d’erreurs de la forme, 

avec des valeurs numériques pour les Vk (k = 0, . . . , n - 1). La valeur Vn-l est d’abord obtenue 
d’une relation de dépendances linéaires du type (1.2) avec k = n - 1 tandis que les autres valeurs 
Vk sont obtenues de Vnml et d’une application du théorème de Rolle. 

Nous appliquons ces derniers résultats au cas n = 2. Nous obtenons d’abord une borne supérieure 
pour (1 U-l (( oo lorsque les t i sont suffisamment éloignées des xi, pour obtenir 

Ile(k)llca L ~~llf~n+1~l10311~Il~+1-~ - W) 

avec des VVk explicites. Remarquons que certaines inégalités du type (1.5) avec des VVc optimaux 
sont connues pour certaines splines non périodiques lorsque n = 3 et ti = xi (v. [9]). 

Nous utilisons les notations suivantes. Pour des suites {xi}: et { ti},N-l données, nous étendons 
ces suites de telle sorte que pour tout i E Z, xi+N = xi + b - a et ti+N = ti + b - a. Pour toute 
matrice C d’ordre N, nous étendons la définition de C pour avoir Ci,j+~ = Ci,j avec j f i-i. 

IPII - - max lXi+l - xi 1. Lorsque f E S’Gg , nous considérons l’extension périodique de f sur Il% 
lorsque nécessaire. La fonction erreur est e(x) = f(x) - s(xj. 
2. Quelques résultats préléminaires. Rappelons tout d’ abord quelques propriétés des différences 
divisées. 

Lt Lt l  ,trc : x]f(z> - [to,. * ’  Jk-1 : x]f(x) 

o,*‘*, 
tk  : x]f(x) = l ’ . .  

tk - h 
> (2.1) 

Pi : a(4 = f(G), cw 

Lt f’“‘(E> 07***, tk : x]f(x) = 7, (23 
. 

Lt o,***, tk 1 X]f(X) = kCZtf(tj) OÙ CA; 

j=O 

T#T 

(24 
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Nous notons par Q?(X) la B-spline de degré n - 1 de support [tj, tj+n] et par IV?(x) la B-spline 

normalisée. Nous avons (v. [Il]): 

Q:(x) = [tj,. . . ,tj+n : t](t - x)7-', (23 
N;(x) = (tj+n - tj)Qy(x>, (2.6) 

r Q;(u) du = 1 
-00 12 ’ 

00 

cw 

c N;(x) = 1. (2.8) 
2=-00 

3. Relation de dépendances linéaires. Soit s une fonction spline de degré n sur la partition 

a* : a = x0 < x1 < . . . < x; < . . . de la demi-droite [a, oo) avec i E Z+. Posons 

Hdx) = (XE+1 - XZ-&T-I, Xl, Xl+1 : u] 
(x - U)T 

n! ’ 
(3.1) 

h(x) = E Hn,i(z)s(n-l)(xz). 

z=o 

Puisque pour x donné, la somme dans (3.2) est finie, h(x) est bien définie et ainsi h(x) est une 
fonction spline de degré n sur a*. Puisque (X~+I - XZ-~)[XZ-~, xl, xl+1 : u](xj - u)$ = &j, nous 

avons h@-‘)(xj) = &-‘)(xj). Ainsiq(x) = h( ) x - s x es une fonction spline de degré 72 telle ( ) t 

que 

fp)(xz) = 0, (2 = O,l,. . . ). (3.3) 

Donc q(“)(x~) = 0 et ainsi q(x) est un polynôme de degré < n. En fait, par (3.3), deg(q) < 12 - 1. 
Maintenant, puisque [t;, . . . , ti+n-l : X]~(X) = 0 et puisque Hn,l(x) est un polynôme de degré 

n - 2 pour x > x1+1, nous obtenons la relation de dépendances linéaires suivante entre les valeurs 

s(tj) et les valeurs s(“-~)(xz): 

n$ i 

Lt i,.-a, t- z+n-1 : X]~(X) = X[ii, l  . - ,ti+n-l : x]Hn z(X)S’~-“(XZ). 
Y 

(3.4) 

I=i 

Le coefficient de s (n-l)(x~) dans l’équation précédente est donc [ti, . . . , ti+n-l : x]Hn Z(X) tandis 

que le coefficient de s(ti> est déterminé par (2.4). L’équation (3.4) nous permet ainsi de’définir des 

fonctionnelles linéaires LE:’ > qui sont exactes sur les fonctions splines de degré < n: - 

i+n 

LE;‘(f) = [ti, l  l  - 1  ti+n,--1 : X]~(X) - C[tiT. l  . ) ti+n-1 : x]Hn z(x)~‘“-“(x~). > (33 
Z=i 

Puisque ces fonctionnelles sont exactes sur les polynômes de degré < n, nous obtenons par le - 
théorème de Peano que pour f E C”+l [xi, ti+n], 

Ir’;;l(@)f(“+l)(,),, > (3.6) 
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,- 

(x - 8): i+n t 
P - 

n! C[ il--., 

t 

i+n-1 : x]Kz,z(x)(xz - 0); 

- - 
Lt i,---, t. 2+n-1 : x]w(x), (33 

w(x) = 9 - fJ Hn,i(z)(zi - 6):. 
. _ 

I=i 

(3.8) 

Remarque 1. Nous pouvons, après analyse du noyau K:;‘(6), étendre (3.6) aux fonctions f E 
> 

SC:,,. En fait, il suffit de remarquer que K,“zl 
second membre de (3.6) pour obtenir (3.5): 

(xl) = 0 pour 2 E Z et d’integrer n fois par partie le 

Lemme 1. Si f E SGn alors 

(Ln;V)l 5 8(y!‘;), llf(“+qm* . 
De plus, lorsque la partition est uniforme et les ti sont uniformémerit translatées, 

IPII 2 

III ,(-;‘IIl = > 12(n - l)! ’ 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Preuve. (1) De [ 11, éq. 4.381 et de (3.7), nous obtenons 

(3.13) 

où 

wy)(x) = (x - 0); - F( xl - qg21+1 - ~z-l)[~z-l,~z,~z+l : u](x - u)i. (3.14) 
l=O 

Remarquons que wkn-‘) 

w~~-“(x~) = 0. De plus, 

(x) est une fonction spline de degré 1 avec noeuds en 8 et xl avec 

(n-1) we (e> - -- (zk-ti - ~)(xlcs2 - Xk)[Qc, xIc+1, xJg+2 : u](O - u)+ (3.15) 

pour 6 E [xk, X~+I]. Ainsi, 

(n-1) 
we (6) - (xk+l - @)(e - xk) 

-- 7 
xk+l - xk 

(3.16) 
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et 
, (~k+l-@+2k) - 

xk+l -XI, 
si xk < x < 8, - - 

we 

wyx) - - (xk+l-x)(0-xk) - 

xk+l -xk 
si6 5 x 5 xk+1, 

0 sinon. 

Par conséquent, par (2.7), 

i+n 
x’+l Q’-‘(u) 

- -- 
cl l=i x1 cn - L>! (J 

xr+1 wiln-l)(,)dO du 
Xl > 

i+n 

- - 

cd 

x1+1 Qn-l(u) (x1$1 - u)(u - xl) du 

I=i x1 (n - L)! 2 

Ql-?u> lIAIl du < lIAIl ~- 

(n - 2)! 8 - 8(n - l)!’ 
(3.17) 

ce qui prouve (3.9) et (3.10). Pour obtenir (3.11) et (3.12), il suffit de reprendre (3.17) et d’utiliser 
(2.8). Ainsi 

- - 

Ceci complète la démonstration Cl 

i+n 

cs 

xltl Q;-l(u) ( 

l=i x1 (n 

‘i+l - u)(” - xj) du 

2 

QI-’ (u) (Xi+1 - U)fU - X*i)i du 

( 
n - 2)!, 2 

IPII 2 

12(n - l)!’ 
(3.18) 

4. Interpolation par splines périodiques. Pour une fonction spline périodique s de degré n sur 
LI telle que 

Y.i = s(tj)7 _ - O<jav-1, . (4.1) 

nous deduisons de la section 3 que pour x E [a, b], nous avons’ 

S(X) = q(X) + 2 Hn,i(X)Scnml)(Xi) 

i=O 

(4.2) 

où q(x) un polynôme de degré 5 n - 2. Par conséquent, nous obtenons: 

Yj = q(tj) + ~Hn,i(fj)S(ns’)(Xi), O<yuv-1, _ ’ _ (43 

i=O 

(k) qck)(xo) + H, o(xo)s(n-l) > (~0) = qck)(zN) + CH~~~(x~)S”n-l)o, 0 5 k 5 ~2. - 1. 
i=O (4.4) 
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Puisque HFi(xo) = H(:k(x~) et puisque s(n-l)(~o) = s@-~)(xN), (4.4) devient (4.5)+(4.6) > 
où 

N-l 
qck)(Xo) = qck)(xN) + C Hnka(xN)S(“-l)(xi), O<k<n-2 _ _ 7 W) 

i=O 

s(~-~)(x~) = s(“-“(XN) . cw 
Ceci nous amène à considérer le système d’équations S composé des équations (4.7) à (4.9). 

Ce système possède IV + n équations et IV + n inconnues, les inconnues étant $-1) et qj où 

0 5 i 5 N, 0 _< j _< n - 2 et q(x) = xyzt qjxj: 

yj = q(tj) + 2 Hn,i(tj)sinM1’, O<j<N-1, - - (43 
i=O 

q(k)(xo) = q(‘)(xN) + Ne H~.iz)(zrJ)~(“-~), O<k<n-2 _ _ , 
i=O 

(n-1) 
SO 

= J-1) 
N l  

WV 

Lorsque le système S possède une solution, la fonction s suivante: 

S(X) = q(X) $- 2 Hn,i(x)sinsl’, 
i=O 

(4.10) 

définit une fonction spline périodique sur LI satisfaisant (4.1). Donc l’existence et l’unicité de 
. l’ensemble solution de S est équivalent à l’existence et l’unicité d’une fonction spline périodique 

s satisfaisant (4.1). 
Maintenant montrons que le système S est équivalent au système S’ suivant: 

Yj = q(tj) + 2 H,,i(tj)sin-l), O<j<N+n-2, (4.11) 

i=O 

(n-1) 
OÙ YN+j = yj, SN+i = Si (n-1) et tN+i = ti -f- b - a par définition. Remarquons tout d’abord que 
H,,i(x) est un polynôme de degré < n - 2 lorsque x > X;+I. Ainsi, par (4.Q - - 

n-2 
. q(j)(xo) 

q(tr) = C(G- - xoyv 
j=o 3’ . 

n-2 
(tN+r - 

N-l n-2 

- IcN)j (j) 
- 

c 
. 

3’ 

q 
. 

j=O 

(xN) + c s(n-i) c H~&~,T)@~+~~~ xN)’ 

i=O j=O 
. 

N-l 

= q(tN+r) + c S(n-1)H71,i(tN+r), O<r<n-2 . - - (4.12) 
i=O 

Comme les matrices de Vandermonde sont inversibles, le système d’équations (4.12) est donc 
équivalent à (4.8). Ainsi, 

N-1. 

yN+r = yr = q(tr) + c Sinml)Hn,i(tr) 

i=O 

N-l 

= q(tN+r) + C S(n-l)Hn,i(tN+r) 

i=O 
1 

2N-1 

+ C S(n-lk,i(tN+r) 

i=N (4.13) 
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pour 0 < r < n - 2. Cela démontre l’équivalence des systèmes S et S’. - - 
Considérons maintenant une combinaison linéaire de la j-ième à la (j + n - l)-ième équation 

de (4.11) avec 0 5 j 2 N - 1. Puisque [tj, . . . ,tj+n-r : X]~(X) = 0, nous obtenons 

N-l 

Lt j,. 75 J+n--l 1 X]Y(X) = C S(“-l)[tj,. tj+n-1 1 X]H,,i(X),O 5 j 5 IV - . . 7 . . , 1, (4.14) 
i=o 

où y(t;) = y; par définition. Par conséquent, (4.11) est équivalent à (4.14)+(4.15) où 

Yj = q(tj) + Cs$nB1’Hn,i(tj)., N<j<N+n-2. _ _ (4.15) 
i=O 

Le système d.‘équations (4.14) a N équations et a N inconnues @-‘), 0 < i < N - 1. De 
plus, lorsque (4.14) possède une solution, q(x) est uniquement déterminé par (:.15)TAinsi, (4.14) 
détermine. l’existence et l’unicité de la fonction spline d’interpolation et nous validons le théorème 
suivant. 

Théorème 2. Soient N > n et n : a = x0 < x1 - l  l  < xN = b: wze partition de [a, b]. Alors il 
existe une unique fonction spline périodique, s,, de degré n sur A telle que 

S(tj) = Yj, O<j<N-1, - - 

si, et seulement si, la matrice U d’ordre N apparaissant dans l’équation suivante est inversible. 

(n-1) 02 Bi = [ii, m m s > ti+n-1 : X]~(X), Si 
= J-1) et 

i 

[t t- u, . = i,- 8 8 7 z+n-l : x]Hn,j(X) sij>i 
Z,J 

Lt i,***1 -lb a-l-n-1 : X]Hn,N+j(X) sij < i. 

De plus 9 s(n-l)(xi) = s(n-l) et U est une matrice bande de largeur n + 1. 

Le théorème suivant donne une relation entre la dérivée (n - l)-ième de la fonction erreur e 
aux points Xi et les fonctionnelles linéaires LE:‘. > 

Théorème 3. Si f E SGE et si s est une fonction spline périodique de degré n sur LI telle que 
s(t;) = f(ti), 0 < i < N - 1, alors - - 

UE(“-1) - R - (4.17) 

Où 

e(x) = f(x) - s(x), 

E(“-l) = [e+l)(x()), . . . ) e(n-l)(n:~,L1)]T. 

Ri = -Lni’(f >, 

R = [Ro,:. . ,RN-~]~. 
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Preuve. De la périodicidé de f et de (3.5), nous obtenons: 

N-l i-l . N-l 

c ui,jf(-(xj) = c U;,jf(n-l)(xj) + c u,,f’“-l)(xj) 

j=o j=o j=i 

i-l 

- - 
C[ 

t * 2)‘s.) ti+n-1 : X]Hn,j+N(X)f(“-“)(Xj) 

j=O 

N-l 

+ C [i i ,  l  - - ,ti+n-1 : x]Hn,j(x)f(n-l)(xj) 

j= i  

i+N-1 

- 
- 

C[ 

t* 27”‘) ti+n-1 : x]Hn,j(x)f(n-l)(xj) 
j=i 

- - Lt il-*-, te 21-n-l : 4fW - q,‘(f)* (4.18) 

Nous obtenons par (3.4) et par (4.18) avec f = s que 

N-l 

c u’  ‘SC”-‘)(tj) 
2Y.l 

= [fi, - - l  ,t i+n-1 1 X]S(X) = [ti, . . . , t i+n-1 1 X]f(X). (4.19) . 
j=O 

Ainsi, par (4.18) et (4.19), 

N-1 

C Ui,j(f(“-‘)(ti) - s(n-‘)(ti)) = -LE;‘(f). cl 
j=O 

5. Bornes d’erreurs. Dans cette section nous nous intéressons à e @) la dérivée k-ième de l’erreur , 
d’ interpolation. 

Théorème 4. 

(1) maXO<i<N-1 le (n-l)(Xi)l < Cn-lllf’n+1’ll,llnl12, 

(2) Ile(n-l)l/oo L [G-l + +] p+qaJq2, 

(3) Ile@) II oo L (ie;,)llein-‘)lloU”~~‘~,-;‘, 0 < k 5 n - 1, 

Où Cn-1 = IV IL. 
Preuve. (1) Nous obtenons le résultat directement de (4.17) et du lemme 1. 

(2) e@-‘)(x) est une fonction spline de degré 1 sur LI Par une interpolation linéaire, nous obtenons . 

letnB1) J: OI i < eCn--l)(x.) “+’ - ’ + e(n-l)(x.+l) Iz: - xi - z 2 
Xi+1 - Xi Xi+1 - Xi 

II PS1) II 
+ 2 

00 I(zi+l - X)(xi - X)I 1 
< Cn-l+ - - [ 1 8 

Ilf(n+1NxJl~l12* 

(3) Pour simplifier la démonstration supposons que n - k - 1 est impair (n - k - 1 = 297~ + 1). En 
considérant l’extension de e sur IL%, nous avons e(ti) = 0 pour tout i E Z. Ainsi, par le théorème 
de Rolle, il existe pour tout x f [a, b] des valeurs {&}g-, telles que 

(1) e@)@;) = 0, 
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C2) I$i+j - dil < (k +j + i>llnl17 

(3) =X: E [4-i, 4i+l] POUri 2 0, 

(4) #i < $i+l* 

Posons *i = $r+i oùl<i<n-k-let 

{ 

-m si IJ: - 6ml L 12 - dm-tll, 
r= 

-m+l sinon. 

Après interpolation par un polynôme de degré TZ - k - 1, de (2.3) il vient: 

eck)(x) = [$II,. . . 7 ?b n-k-1,X 1 ‘?J]e (‘)(u) 

Ainsi, 

n-k-l 

leck)(x)l < 
lle(n-l)llm 

- 
( n - k - l)! 

Pour terminer la démonstration il suffit de considérer 

i=l 

n-k-l 

j-J (-tk)l. 
i=l I 

(5.2) et l’inéquation suivante: 

< - 
m+1 - Lnl myf l$ 

2n-k i+1 - -i 
4 

i=O 

n!llAl(n-k-l 
’ (k + I)!&n---k-1 ’ 

P*U 

(5-2) 

(53 

Ceci termine la preuve. CI 

Remarque 2. Du théorème précédent, il est facile d’obtenir une inégalité de la forme 

IIe(k’Iloa 2 WlcIIf’n+l’lloollnlln+l-k, O<k<n-1 _ _ 7 (5.4) 

avec wk explicite lorsque la valeur de II US1 ]( oo est connue. 

6. Splines périodiques de degré 2. Dans cette section (lemme 5.1), nous retrouvons les résultats 
de [3] donnant la forme matricielle (4.16). Nous présentons une nouvelle preuve de ce résultat 
puisque notre façon de procéder est différente et permet d’illustrer une méthode plus générale. De 
plus, nous obtenons un nouveau résultat (théorème 6) qui nous donne la valeur de chacune des 
bornes explicites wk. 

Posons 

+ (t> 
4(t - Xi)(Xi+l - t) 

i = 

( Xi+1 - Xi > 
2 ’ 

Ainsi pour t E [xi, X;+l] nous avons 0 5 4i(t) 5 1 et 4i(t) mesure l’écart entre t et A. 
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c  - 

Lemme 5. 

(1) U est une matrice bande de largeur 3 et . 

2!Ui i = 
Xi+1 - ti 1 Xi+1 - Xi 

> 
ti+l - ti - i ti+l - ti 

(?Wi>, 

- - 2!Ui X’ 2+1 
i+l 

= 1 + - 1 xi~i(ti) 
+ 

- 1 Xi+2 Xi+1 
> 4 ti+l - ti 4 ti+l - ti h+l(ti+lj, 

lx. . yui i+2 = ti+l - xi+1 _ - 2+2 - x2+1 &+l(ti+l), 
7 t’ 2+1 - ti 4 ti+l - ti 

(2) ui,i+l - Ui,i - Ui i+2 2 2 Où é = lllin{~i(t;)}. > 

Preuve. (1) Nous avons, de la définition de U et de (2.4), 

2’Ui 1 = (XZ+l - Xl-l)[Xl--1, Xl, Xl+1 1 . 7 u][ti, ti+l : X](X - u)i 

x1+1 - Q-1 

( 

0 i+l - - Q-1); - (ti - Q-1); 
- 

t. -t; 2+1 (x1-1 - 21)(21-l - Xl) 

+ 
(t i+1 - xl>$ - (ti - X1)$ (fi+1 - XZ+l)S - (ti - Xl+l)t 

(Xl - Xl-1)(x1 - X?+l) 

+ 

(x1+1 - Xl-1)(x1+1 - Xl) 
> 

l  

Puisque l’opérateur [xl-l, xl, x1+1 : U] est exact pour les polynôme de degré < 1, pour 2 < i ou 
2 > i + 2 le premier membre de l’équation précédente est nul. Il suffit donc de considérer les cas 
où 1 = i, i + 1 et i + 2. 

L!ui i = 
Xi+1 - Xi-1 (ti+l - Xi-1j2 - (ti - Xi-1j2 

> 
t' -ti 2+1 ( (Xi-1 - Xi)(xi-l - Xi+i) 

+ 
(t i+l - Xij2 - (ti - Xij2 

+ 

(ti+l - X;$1j2 - (ti - Xi+lj2 

(Xi - Xi-l)(Xi - Xi+i) ( Xi+1 - Xi-1 )(Xi+1 - Xi) > 

Xi+1 - Xi-1 (t 
.- 

+ t 

Xi+lj2 

i+l - ti (Xi+1 - ii-l)(Xi+l - Xi) 

-o+ 
(t i- Xi+lj2 

- 

(ti+l - ti)(Xi+l - Xi) ’ 

y4 i+l = xi+2 - xi 
( 

6 i+l - Xij2 - (ti - Xij2 + (t i+l - Xi+lj2 
7 t’ 2+1 - ti (Xi - Xi+l)(Xi - Xi+2) (Xi+1 - Xi)(Xi+l - Xi+2) > 

Xi+2 - Xi - - 

t’ -iii 2+1 ( 

(ta 2+1 - Xi+lj2 

(Xi+1 - Zi)(zi+1 - Xi+2) 

+ 
(t i+l - Xi)(ti+l - Xi+i) + (ti+l - ti)(Xi+l - Xi) + (ti - Xi)(x;+1 - ti) 

( Xi - Xi+l)(Xi - Xi+2) > 

Xi+2 - Xi - (ti+l - ti)(xi+l - Xi) (xi+l - ti)(ti - Xi) 
- 

t’ 2+1 - ti ( (Xi - Xi+l)(Xi - Xi+2) 
+ 

(Xi - Xi+l)(Z; - Xi+2) 

+ (ti+l - X;+l) 

{ 

te 2-j-l - Xi t- 
+ 

2+1 - Xi+1 

(Xi - Xi+l)(Xi - Xi+2) (Xi+1 - Zi)(zi+1 - Xi+2) )> 

(Xi+2 - Xi)(ii+1 - Xi+i) - 

( 

-(ti+l - Xi+2) 
- 

t’ -ti 2+1 (Xi+2 - Xi)($i+2 - Xi+i) > 

+ 1 + (Xi+1 - ti)(ti - Xi) 

(Xi+1 - Xi)(ii+1 - ti) 
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1 X’ - 2+2 xi+1 -- - 4 $bi+l(ti+l) + 1 + , $!T)i(ti>. 

- 
ti+l ti it+l 

i+l 

1 ti 

i 

(2) De la partie (1) de ce théorème, nous obtenons 

u- * 1 Xi+2 - Xi+1 

2,2+1 - Ui i - Ui i+2 = 4 > Y 
( t' -ti 

$i+l(ti+l) + t"' 1 ri di(ti) 

> 

L 67 (5.5) 
2+1 i+l i 

ce qui complète la preuve. Cl 

Théorème 6. Soit N > 2 et soit n : a = x0 < x1 . . . < XN = b une partition de [a, b]. 

(1) Si yj E Iw alors il existe une unique fonction spline périodique s de degré 2 sur A telle que 

S@j) = Yj, O<j<N-1, - - 

si, et seulement si, il existe un j tel que xj # tj. 
(2) Si f E SGP, , Yj = f(tjJ et e = f - S alors 

IIe(j)Ilcm 5 WjIlf(3)llco~I~l13-j, j = O,l, 

Preuve.. (1) Supposons qu’il existe un x f 0, tel que Uz = 0. Posons 

Nous avons que D fi E = W, car sinon, pour i f D fl E’, nous obtenons la cOntradiction suivante: 

0 = lui-l,izi + Ui-l,i-lzi-1 + U;-l,i+lZ;SlI 

> (vi-l,; - - vi-l,i-1 - Ui-l,i+l)IziI > 0. 

Considérons maintenant i E D. Puisque les coefficients de la matrice U ne sont pas négatifs et 
Uz = 0, nous obtenons du lemme 5.2 que i + 1 E D. Ainsi D = (0,. . . , N - l} et V = 0. Ainsi, 
du lemme 5.2, nous obtenons que ci = 0 pour tout i. Par conséquent Xi = ti pour tout 2, ce qui 

contredit l’hypothèse. Donc il n’existe pas de tel x et U est ainsi inversible. Donc s existe. 
(2) Par le lemme 5.2 et par un argument sur les matrices à dominante diagonale (v. [ 12, p. loi]), 
nous avons 

Ilu-lll 4 CO L -0 (64 (5 
Ainsi, par le lemme 4, nous obtenons le résultat désiré. cl 

Remarque 3. Après un peu d’algèbre, nous pouvons montrer que (3.9) devient, 

Q;(u) (xlsl - u)(u - xi> du < Il4 2 

( n - Z)! 2 - 12(n - l)!’ (6.2) 

si n = 2. Ainsi dans ce cas les constantes Wi du théorème 6 peuvent être améliorées en remplaçant 
8 par 12. 
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Exemple. Soient n = 2 et t; = (xi + X;+l )/2. Dans ce cas, nous obtenons du théorème (6.1) 
que VVi = IV0 = g. Nous pouvons améliorer ce résultat en remarquant que dans (5.5) on peut 
remplacer 2 par 3 pour obtenir VP$ = VVr = i. De plus, si l’on utilise (6.2), les résultats deviennent 
WfJ = WI = $. 

Sous certaines conditions il est possible d’obtenir des inégalités de la forme (1.5) avec I/vI, 
optimal. Dernièrement, en nous fondant sur des techniques développées dans [SI, nous avons 
obtenu la valeur optimale de vi0 = $ lorsque n = 2 avec ti = (xi + xi+1)/2, et la valeur 
optimale de VVo = & et T/ti = & lorsque n = 3 avec t; = xi. De plus, nous avons obtenu la 
valeur optimale de IV0 lorque la partition est uniforme avec les ti uniformément translatées par un 
paramètre ru. Ces résultats seront présentés prochainement. 

7. Conclusions. Remarquons que la borne supérieure de 11 U-l Iloc> que nous avons obtenue est 
indépendante du rapport K = rnax /xi+1 - xi I/ min (xi+1 - xi 1 lorsque n = 2 et lorsque n = 3 

et ti = xi (v. [U]). Alors qu’en est-t-il de (/U-l JJco p our n 2 3 avec des ti quelconques? Le 
problème est ouvert. 

D’autre part, il est possible d’obtenir une relation semblable à (3.4) entre une spline et sa dérivée 
n-ième et d’obtenir une équation de la forme (4.17) avec E(“) remplaçant E(“? Mais cette 
fois-ci, II U-’ 11 oo dépend de K. 

English extended abstract. Throughout this paper we use the following notation. Let 

d:a= x0 < x1 < . . . < xN = b 

be any partition of the interval [a, b]. A function s is said to be a spline of degree n over n if s is a 
polynomial of degree n on each interval [xi, xi+l] and s E Cnel [a, b]. It is said to be periodic if 

S (Ic)( > a =s (‘1 b) ( ) (0 5 k 5 n - 1). W) 

Let Iln(( = maX{Xi+l -xi} be the mesh size of the partition, and tj E [zj, X~+I), (0 2 j 5 1v - 1) 
be any fixed values. The extended sequences { xj }g-, and { tj }F-, are defined such that we 
have xj+N = b - a + xj and tj+N = b - a + tj for a11 j E Z. Finally let us consider SG, and 
SG” two function spaces. SG, is the space of functions f such that n 

N-l 

f E n Cn+l(xiy X;+l) n Cnel [a, b], 

i=O 

and f(‘) (I = n, 72 + 1) are well defined at x’ and x2. 

SG; = {f E SGn ) (1.1) is satisfiedby f }. 

In section 3, we first show that there exists linear dependance relations connecting a spline and 
its (n - l)-th derivative. We note that other results about linear dependance relationships cari be 
found in l31, lxx [51, ta and [ 11. For a given i, we obtain: 

n+i n+i 

xA+(tj) = ~BJ-ls("-l)(xj) 

j=i j=i 
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where Ay-l and B7-l are defined by the following two equations: 

i+W-1 I c q?f(tj) = pi,. . . ,ti+n-l : x], 
j=2 

B3”-’ = [t. 2)“’ ) ti+n-l : X]E&(X) > 7 

in which 

KA,j(J:) = (q+1 - qJ~j+~j,~j+1 : u] 
(x - 21): 

n! 

(see eqs. (2.1) to (2.4) for more details about divided differences). 
From these relations, we build linear operators L:T1 (see eq. (3.5)) which are exact on 

polynomials of degree < n. - We therefore obtain the following lemma which Will be useful to 
obtain error bounds for an interpolating problem. 

Lemma 1. If f E SG, and K,“T1 > is the Peano kernel associated to L:T1 then > 

Il4 2 

III 
r?Z---1 
'in i 111 I Y S(n - l)!’ 

\ 

Iq3f)l I 8(r!l;), llPSI)llOO. . 

(3.9) 

(3.10) 

Moreover; if the partition is a uniform partition of mesh size h and the values fi are uniforrnly 

shifted (ti = xi + ph with 0 5 /A < 1) then 

In section 4 and after, 
are used as interpolants. 

Iqml I 12;;!21), llPSï)lloo* . 

(3.11) ’ 

(3.12) 

we consider an interpolation problem where periodic splines of degree n 

Theorem 2. Let N > n, A : a = x0 < xl . l  l  < xN = b be any partition of [a, 01, and yj 

(0 < j < N) be any values in R. Then there exists a unique periodic spline s of degree n over A - 
such that 

S(tj) = Yj, O<+N-1, - - 

if and only if the matrix U of order N appearing in the next equation is invertible: 

B = us(n-l> (4.16) 

where Bi = [ti, . . . , ti+n-l : X]~(X), Si”-1) = s(~-", and 

Lt te ui j = i7-* 7 2+n--1 : X]Hn,j(J:) ifj 2 i, 
I 

Lt ii*--, -t* 2+n-1 : X]H,,N+j(X) ifj < i. 

(n-0 Moreover s(“-‘)(xi) = Si and U is a (n + l)-banded matrix. 

The following theorem gives a relation between the (n - l)-th derivative of the error function 
e = f - s at knots xi and operators L”,;l. > 
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Theorem 3. If f E SC:, and s is the unique periodic spline of degree n over A such that 

à = f(ti), 0 2 i 5 N - 1 then 
UEb-1) = R (4.17) 

where 

e(x) = f(x) - s(2) 

E(“-l) = [e(n-‘)(xo), . . . , e(n-l)(xN.-l)]T, 

R; = -L;;‘(f), > 

R = [Ro,. . . , Rhr_i]T. 

In section 5, we obtain from Theorem 3 error bounds for derivatives of e. 

Theorem 4. 

where c’n-1 = -I-p1 IlGo. qn-l)! 

We therefore obtain 

IIJlc)llco 5 v~l~~-llloollf(n+l)I~~l~~lln+‘-” (14 

where the values V,k are explicit and cari be easily obtained from Theorem 4. We have not obtained 
Upper bound for IIU-’ Ilo in equation (1.4) for a general n 2 1 but we cari get a Upper bound for 
the quadratic case ( n = 2 ). 

In section 6, we consider the quadratic case. The coefficients of the matrix U are given in 
Lemma 5. These coefficients also appear in [3] albeit in a different form. Since the proof of 
Lemma 5 is quite different from that given in [3], and illustrates a more general method to obtain 
U, this proff is given in this paper. 

In Theorem 6, we obtain new results for periodic quadratic spline interpolation which gives 
explicit error bounds for e and e(l). 

Theorem 6. Let N > 2, A : a = x0 < x1 < . . . < XN = b be a partition of [a, b], and 

tj E [Xj, Xj+1). 

(1) Ifyj E R, (0 < j < N - - - 1) then there exits a unique periodic spline s of degree 2 over A 

such that 

s(Q) = Yj, O<j<N-1, - - 

if and only if there exits a j such that xj # tj. 

(2) If f E SGP, , yj = f(tj) and e(x) = f(x) - s(x) then 

((Jj)Ijm 5 WjIlf(3)1(ool(Al13-j j = 0,l 

inwhichWl=&+iandWo=Wl. 

We note that 6 is defined in Lemma 5. 
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