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INTERPOLATION PAR FONCTIONS SPLINES ET BORNES D’ERREURS

JEAN SAVOIE

RESUME. Nous établissons des relations de dépendances linéaires entre une fonction spline s et sa (n — 1)—
itme dérivée. Pour A une partition quelconque de lintervalle [a, b], nous montrons que I’existence et
I’unicité d’une fonction spline périodique d’interpolation définie sur A est équivalente a I’inversibilité d’une
certaine matrice U. Nous en déduisons des bornes d’erreurs de la forme

159 = 5o < ViU ool D A4

avec des valeurs Vj, explicites. De plus, nous donnons une borne pour [|U ! || lorsque n = 2.

ABSTRACT. We establish some linear relationships between a spline s and its (n — 1)—th derivative. Let A
be any partition of the interval [a, b]. We show that there exits an unique periodic interpolating spline over
A if and only if some matrix U is invertible. We deduce error bounds of the form

1F9) = sMloo < VRNIU ™ oo LS+ oo f|AJI" 42

in which the values V}, are explicit. Moreover, we obtain a bound for ||>U~1 [|oo if n = 2. See the English
extended abstract at the end of the paper.

1. Introduction. Soit A = {z;}¥, une partition d’un intervalle [a,b] ob @ = g < 21 < ... <
xn = b et soit des valeurs ¢; € [z;,z;+1). Nous dirons qu’une fonction s est une fonction spline
de degré n sur A si s est un polyndme de degré au plus n sur chaque intervalle [z;,z;41] et si
s € C" a,b]. De plus, s(z) est dite périodique lorsqu’elle satisfait les conditions

s¥(a)=sP(b), 0<k<n-1 (1.1)

Notons par SG,,, I’ensemble des fonctions f telles que

N—1
fe ﬂ C™ (2, 2i01) N C™ Ha, b

=0

et telles que les valeurs () (z]) et f(l)(ac;l) sont bien définies pour | = n et n + 1, et pour
0 <i < N — 1. Notons par SG?, le sous-ensemble de SG, ol les éléments satisfont a (1.1).

Le premier probléme que nous abordons est celui de I’existence d’une relation de
dépendances linéaires de la forme

n

n
k k(K :
> Abs(ti) = > BB (ay), (1.2)
1=0 1=0
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100 Interpolation par fonctions splines et bornes d'erreurs

entre les valeurs s(¢;) d’une fonction spline et les valeurs s(k)(;vi) de sa k- ieme dérivée. De telles
relations existent lorsque la partition A est uniforme avec des ¢; uniformément translatées (v. [5],
[7]). Lorsque A n’est pas uniforme, il n’est pas possible, en général, d’obtenir de telles relations
pour tout £, 0 < k£ < n. Nous avons de telles relations lorsque n = 2 etk = n — 1 (v. [3]), ou
lorquen > 1,k =n—1ett; = z; (v.[1]). Dans cet article nous obtenons de telles relations lorque
n>1lk=n—1lett; €[z zit1).
Nous abordons ensuite le probléme de 1’existence d’une fonction spline périodique

d’interpolation s telle que

s(ts) = f(ts), 0<i:<N -1, (1.3)

lorsque f € SG?. Certains résultats sont connus. Nous avons I’existence et ’unicité de s lorsque
N est impair (v. [11]) ou lorsque n est impair avec t; = x; (v. [1]). De plus, si N est pair, A
est uniforme et les ¢; sont uniformément translatées ( t; = z; + ph et p € [0,1)), nous avons
I’existence et I’unicité de s, si et seulement si

(p # 0etn pair)ou (u # 1/2 et n impair)

(v. [10] et [6]). Dans cet article, nous montrons que I’existence et ’unicité de s est équivalente a
I’existence de I’inverse d’une certaine matrice . Comme cas particuliers, nous obtenons la matrice
U de [3] lorsque n = 2 et celle de [12] lorsque n = 3 avec t; = x;.

Les coefficients des matrices U sont difficilles a évaluer en général mais permettent d’établir
des bornes d’erreurs de la forme,

e oo < ViU Hlooll £V looflA] >+ (1.4

avec des valeurs numériques pour les Vi, (k = 0,... ,n — 1). La valeur V,,_; est d’abord obtenue
d’une relation de dépendances linéaires du type (1.2) avec k = n — 1 tandis que les autres valeurs
Vi sont obtenues de V,,—; et d’une application du théoré¢me de Rolle.

Nous appliquons ces derniers résultats au cas n = 2. Nous obtenons d’abord une borne supérieure
pour ||U || lorsque les ¢; sont suffisamment éloignées des x;, pour obtenir

le® oo < W[l £V |l A"+ 7* (1.5)

avec des Wy, explicites. Remarquons que certaines inégalités du type (1.5) avec des W, optimaux
sont connues pour certaines splines non périodiques lorsque n = 3 et t; = z; (v. [9]).

Nous utilisons les notations suivantes. Pour des suites {z; }(I]\’ et {ti}év ~! données, nous étendons
ces suites de telle sorte que pourtout: € Z, z;+ny = z; + b — aett;4ny = t; + b — a. Pour toute
matrice C' d’ordre N, nous étendons la définition de C' pour avoir C; ;. n = C; ; avec j € Z.
|A]| = max |z;41 — ;] Lorsque f € SG2, nous considérons I’extension périodique de f sur R
lorsque nécessaire. La fonction erreur est e(z) = f(z) — s(z).

2. Quelques résultats préléminaires. Rappelons tout d’abord quelques propriétés des différences

divisées.

(t1,...,tk s 2] f(@) = [to,. .-, te—1 : 2] f(2)

[t07'-'7tk:m]f(x): n n ) (2.1)
k—to
[ti : 2] f() = f(t:), (22)
(k)
[to, ... tk: z]f(2) = / k’(§)7 (2.3)
k -1
[to, -tk 2] f(z) = > abf(t;) ob af = { II & —t,)} . (2.4)
j=0 0<I<k

i#j



J. Savoie 101

Nous notons par Q7 (z) la B-spline de degré n — 1 de support [}, ;] et par N}*(z) la B-spline
normalisée. Nous avons (v. [11]):

QM (z) =[tj,... tjgn )t — )}, (2.5)
Ni(z) = (tj4n — t;)Q] (2), (2.6)

/_ o; QP (u) du = % @)

Y NMe) = 1. (2.8)

3. Relation de dépendances linéaires. Soit s une fonction spline de degré n sur la partition
A*ra=a9 <z <...<a; <...delademi-droite [a,00) avec i € Z*. Posons

(x —u)}
n!

Hy(z) = (2141 — zi=1) @1, T, Tgr ¢ ul , 3.1

h(z) =Y Hp()s" D (w). (3.2)

=0

Puisque pour & donné, la somme dans (3.2) est finie, h(z) est bien définie et ainsi h(x) est une
fonction spline de degré n sur A*. Puisque (zy41 — z1—1)[@1—1, T1, Tig1 : ul(z; — u)iL = &7, nous
avons A("=1(z;) = s("=1(z;). Ainsi ¢(z) = h(z) — s(z) est une fonction spline de degré n telle
que

¢ V(z)=0, (1=0,1,...). (3.3)

Donc ¢(™(z;) = 0 et ainsi ¢(z) est un polyndme de degré < n. En fait, par (3.3), deg(q) < n — 1.
Maintenant, puisque [t;,...,ti4n—1 : z|g(z) = 0 et puisque H, ;(z) est un polyndme de degré
n — 2 pour z > z;41, nous obtenons la relation de dépendances linéaires suivante entre les valeurs
s(t;) et les valeurs s(”‘_l)(xl):

n+1
[t s tivn—t t2ls(2) = > [ty tignog 2] Hy(2)s™ ™ (). (3.4)

=i

Le coefficient de s(”_l)(xl) dans I’équation précédente est donc [t;, . .. ,ti4n—1 : |H, i(2) tandis
que le coefficient de s(¢;) est déterminé par (2.4). L’équation (3.4) nous permet ainsi de définir des
fonctionnelles linéaires LZ;l qui sont exactes sur les fonctions splines de degré < n:

i+n

Lz;l(f) = [tiy. s tign—1 : 2] f(2) — Z[ti, costigno1 x]Hn)l(:c)f("_U(a:l). (3.5)
—

Puisque ces fonctionnelles sont exactes sur les polyndmes de degré < n, nous obtenons par le
théoréme de Peano que pour f € C™1a;, tiyn],

L (= / RO )0 (3.6)

i
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ou

Kpot(0) =Lnt [(1:;—'9)1}

_ n i+n .
= [ti, o tign— e .T] (:C o — ;[ti, vy tign—1 IE]Hn’](II?)(CEl — 6)#
- [ti7 e ati—{-n—l : :E]wg(fﬁ), (37)
CEUAN'S
wo(2) = ——" =" Hy i(z)(z - O)L. (3.8)

=2

Remarque 1. Nous pouvons, apres analyse du noyau K7 1(49), étendre (3.6) aux fonctions f €
SGy. En fait, il suffit de remarquer que Ky3 Yz)=0 pour l € Z et d’integrer n fois par partie le
second membre de (3.6) pour obtenir (3.5).

Lemme 1. Si f € SG,, alors

titn 2 Qr () (2rgy — u)(u—
/.ur<ww—2/ Q7w @ == AP o

(n—2)! 2 ~8(n—1)V
A/
B L el | B3 3.10
L (DS oyl e (3.10
De plus, lorsque la partition est uniforme et les t; sont uniformément translatées,
Fon— Al
1B I = == (3.11)
( -
1A (n+1)
" . 3.12
S € G (3.12)
Preuve. (1) De[11, éq. 4.38] et de (3.7), nous obtenons
titn-1 Qn—l( )
Knol nAREESAYSY 3.13
o= [ B d (3.13)
ou
wén_l)(:c) =(z - 9)}‘_ - (z1— 9)}‘_(3614-1 — 1)z, 2, g ¢ u(z — u)lL (3.14)
=0

Remarquons que wg 2 () est une fonction spline de degré 1 avec noeuds en 6 et x; avec

(n— 1)(qcl) = 0. De plus,
wg"(0) = ~(2r41 — O)(@re2 — k) [Tk, Tht1, Thio t ul(0 —u)y (3.15)
pour 8 € [z, Tk41]. Ainsi,

wén_l)(e) _ _($k+1 —6)(9_$k)’ (316)

Tk4+1 — Tk
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et
0oz o < g < g,
Tk41— Tk
wgn-—l)(x) — _ (zrt1—7)(0—=) sif <z <ap
Tp41—Tk — — +1»
0 sinon.

Par conséquent, par (2.7),

tign itn
/ |K771(6)]d6 = — Z/ Kp7'(6)d6

E (o)

=1

+n —1
B QP (w) (i1 — u)(u — @)
- Z/x (n—2)! s d

=1

e gnel(y) A2 1A
< G s S gy

(3.17)

=1 !

ce qui prouve (3.9) et (3.10). Pour obtenir (3.11) et (3.12), il suffit de reprendre (3.17) et d’utiliser
(2.8). Ainsi

R g @ ‘(u ) (@141~ w)(u—z1)
Ai [ 1(9|d9——2/ D) du

QTN (u) (i —u)fw — )
> [ r

l=i—n

_ H Tit1 i Nln_1<u) ($i+1 _ u)(u _ xz_) d

S n-1/, Rt (n—2)! 2 "
_ A
= T3 TY" (3.18)

Ceci compléte la démonstration [

4. Interpolation par splines périodiques. Pour une fonction spline périodique s de degré n sur
A telle que

yi = s(t;), 0<j<N-1, CAY
nous deduisons de la section 3 que pour z € [a, b], nous avons
N
s(z) = q() + > Hoi(2)s™ ™ () (4.2)
1=0
oll ¢(z) un polynéme de degré < n — 2. Par conséquent, nous obtenons:
N
yi = a(t;)+ Y Hai(t)s" V(@), 0<j<N-1, (4.3)
=0

N
¢® (o) + Hy(wo)s™ D (ao) = ¢P(n) + > BN (@n)s"D(@i), 0<k<n—1.
i=0 (4.4)
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Puisque H,(llfg(:cbo) = HT(Lk])\,(;z:N) et puisque s(" "D (zg) = s("V(zy), (4.4) devient (4.5)+(4.6)
ou
N-1

¢P(@o) =P an)+ > B (@n)s™ (@), 0<k<n-2, 4.5)
=0
s D(zg) = sV (zy). (4.6)

Ceci nous amene a considérer le systéme d’équations S composé des équations (4.7) 2 (4.9).

Ce systeme possede N + n équations et N + n inconnues, les inconnues étant 55"‘1) et ¢; ol
. . -2

0<i<N,0<j<n-—2etq(z) =35 gja’

N
yi = a(t) + > Hau(t)s"" ™, 0<j<N -1, @.7)
1=0 .
N-1
¢P(20) =P an)+ Y B @n)s"™,  0<k<n-2, (4.8)
=0
sTY = s, 4.9)
Lorsque le systéme S posséde une solution, la fonction s suivante:
N
s(z) = qlz) + Y Hoi(z)s" ™, (4.10)
=0

définit une fonction spline périodique sur A satisfaisant (4.1). Donc I’existence et 1’unicité de
- I’ensemble solution de .S est équivalent & I’existence et I’unicité d’une fonction spline périodique
s satisfaisant (4.1).

Maintenant montrons que le syst¢me .S est équivalent au systeme S suivant:

o0
yi=q(t) + Y Hai(tj)s" ™V, 0<j<N4n-2 (4.11)

=0
ol yn+; = Yj, sg\'ﬁr:) s(" D et tN4i = t; + b — a par définition. Remarquons tout d’abord que

H, i(z)estun polynome de degré < n — 2 lorsque « > z;41. Ainsi, par (4.8),

]q])(xo)
q(tr) = Z(t —w0) T

= Z (tN""_”TN) (])(:c )+ Z (n— I)ZH(])-(JZN)UN-FT‘_.TN)J.

1 |
= ! 7!

= q(tnir) + Z sS"VH, (tngr),  0<r<n-—2. (4.12)
=0

Comme les matrices de Vandermonde sont inversibles, le systtme d’équations (4.12) est donc
équivalent a (4.8). Ainsi,

N-1

YN+r = Yr = q(tr) + Z Sgn_l)Hn,i(tr)
=0
N-1 2N -1
- n—1
= [ottven) + X T Hitenan)] + 3 o i)
i=0 i=N 4.13)
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pour 0 < r < n — 2. Cela démontre I’équivalence des systemes .S et S .
Considérons maintenant une combinaison linéaire de la j—i¢éme a la (j 4+ n — 1)—ieéme équation
de (4.11) avec 0 < j < N — 1. Puisque [t;,...,tj+n—1 : z]g(z) = 0, nous obtenons

N-1
[ty tin1 s aly(z) = 3 " Vlt, o tjpnmy 2l Hai(2),0 <G <N =1, (4.14)
1=0
ol y(t;) = y; par définition. Par conséquent, (4.11) est équivalent a (4.14)+(4.15) ou
o
yi=a(t;)+ > 5" VHui(t;), N<j<N+n-2 (4.15)
=0

Le systeéme d’équations (4.14) a N équations et a N inconnues sgn_l), 0<:< N—1.De
plus, lorsque (4.14) posseéde une solution, ¢(x) est uniquement déterminé par (4.15). Ainsi, (4.14)
détermine I’existence et I’unicité de la fonction spline d’interpolation et nous validons le théoréme
suivant.

Théoréme 2. Soient N > netA:a =z9 < z1--+ < Ty = b une partition de [a,b]. Alors il
existe une unique fonction spline périodique, s, de degré n sur A\ telle que
s(tj) = Yj» 0<y<N-1,
si, et seulement si, la mafrice U d’ordre N apparaissant dans I’équation suivante est inversible:
B=Us (4.16)

o B; = [tiy... tign—1 : zly(x), SE"_I) = sﬁ"“l) et

U — { [tiv- <5 titn—1: -'E]Hn,](.’lf) sig >t
i [ti- s tign—1 : @Hn Nyj(z) sij <t

De plus, s(" "V (z;) = sgn_l) et U est une matrice bande de largeur n + 1.

Le théoréme suivant donne une relation entre la dérivée (n — 1)-iéme de la fonction erreur e
aux points z; et les fonctionnelles linéaires LZ;I.

Théoreme 3. Si f € SGP? et si s est une fonction spline périodique de degré n sur A telle que
s(t:) = f(t:), 0 <4 < N —1, alors
UE"™) =R 4.17)

ou

e(z) = f(z) — s(z),
E(n~1) = [e(nfl)(xO)v s ’e(nfl)(a,"\‘,_])]T_
R; = —Lzy_il(f)v

R=[Ry,... ,Rn_4]T.
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Preuve. De la périodicidé de f et de (3.5), nous obtenons:

N-—1 i—1 . N-1
DU (ay) = Us i f D (ay) + Y Ui (ay)
=0

=0 =i
1—1

= ftiy s tirnes £ @l Ha (@) 5D (ay)
j=0

+ Z{t“ .. z+n 1 x]Hn,j(m)f(n_l)(m]')

i+N-—1

= D [tiye s tien—t  2]Haj(2) 7D (2))
j=t
= [ty s tign—1 s 2] f(x) = LE7H(S). (4.18)

Nous obtenons par (3.4) et par (4.18) avec f = s que

ZU STV = [ty tipne s 2)s(2) = [ty tigno © @) f(2). (4.19)
7=0
Ainsi, par (4.18) et (4.19),
N-1
D Ui (F D) = "D () = —L7N(f)- O
7=0

5.Bornes d’erreurs. Dans cette section nous nous intéressons a e(*), la dérivée k—ieme de I’erreur
d’interpolation.
Théoreme 4.
(1) maxogicn—1 16 D(@)] < Camt[lFD | A2,
@ e Voo < [Crma + ] IF V|l AP,
3) e®lloo < (F )l Voo, 0<h<n -1,
o Cr_y = WHU* lloo-
Preuve. (1) Nous obtenons le résultat directement de (4.17) et du lemme 1.
(2) "V (z) est une fonction spline de degré 1 sur A. Par une interpolation linéaire, nous obtenons

T — T

"D (2)] < " (2 )’“—+e<"—”<xi+1>

Tit+1 — T4 Tit1 — X5

£ oo
+ —“T—I(xﬂl —z)(z; — z)

< {cn L+ ]uf<"+1>||mnAu2

(3) Pour simplifier la démonstration supposons que n — k — 1 est impair (n —k —1 = 2m 4 1). En
considérant I’extension de ¢ sur R, nous avons e(¢;) = 0 pour tout ¢ € Z. Ainsi, par le théoréme
de Rolle, il existe pour tout z € [a, b] des valeurs {¢;}52 telles que

(1) eW®(¢y) =

1=—00
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) it — ¢l < (B +5+ DA,
(3) z € [$—i, pit1] pours >0,
@) ¢i < diya-

Posons ©; = ¢ry;oul <i<n-—k—1let

_{ —m si |z — ¢-m| < |2 — m1l,
—m+1 sinon.

Apres interpolation par un polyndme de degré n — k — 1, de (2.3) il vient:

n—k—1

k)(x):[d)l, >'(l)n k=1, : u]e(k) H ) (5])
i=1
Ainsi,
® e Voo |" 77
e®(2)] < 2N T (2 — )] - (52)
i=1
Pour terminer la démonstration il suffit de considérer (5.2) et I’inéquation suivante:
—k—
T r¢m+1 d-m| T
Il @-v)| < —r—" H I(z = ¢—i)(x — dit1)]
i=1
| |$mt1 = d-m| T
< 21n % H |pit1 — p—il?
1A II”"‘ Sk o2
i=0
ATk
< (k—-l-w (5.3)
Ceci termine la preuve. [
Remarque 2. Du théoréme précédent, il est facile d’obtenir une inégalité de la forme
1e® oo < WRllF D ollAI™17F,  0<k<n—1, (5.4)

avec Wy, explicite lorsque la valeur de ||U ! || est connue.

6. Splines périodiques de degré 2. Dans cette section (lemme 5.1), nous retrouvons les résultats
de [3] donnant la forme matricielle (4.16). Nous présentons une nouvelle preuve de ce résultat
puisque notre fagcon de procéder est différente et permet d’illustrer une méthode plus générale. De
plus, nous obtenons un nouveau résultat (théoréme 6) qui nous donne la valeur de chacune des
bornes explicites Wy.

Posons
At — zi)(zi1 — 1)

($i+1 - $i)2

¢i(t) =

Ainsi pour t € [z, zi41] nous avons 0 < ¢;(#) < 1 et ¢;(¢) mesure I’écart entre ¢ et A.
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Lemme 5.

(1) U est une matrice bande de largeur 3 et

Tip1 — b 1o —
2’Uz,z: 241 L 241 7 i(ti)a
tiv1 —t; 4t —t;

7 7 1 Ti42 241
2U; g = Lipr — 2 __+h ti
a1 =1+47 Po— $ilti) + 4 P~ pit1(tit),

tit1 — Tiv1 1T — 2441

AU 19 = — = 1 (ti
1,142 tH—l — ti 4 ti-{—l — ti ¢z+1( H—l)a

2) Uijig1 — Uz',i - U; Jit2 > £ ou €= rnm{(;ﬁ,(t,)}

Preuve. (1) Nous avons, de la définition de U et de (2.4),

Q!Uiyl = (SL‘[+1 — xl_l)[xlfl,xl,xH,l : u][t,-,t,-+1 : ”C](:E — u)ﬁ_
T — Ty ((ti+1 —a1-1)% = (ti —z-1)}
B (z1—1 — @)(z1—1 — @)
(tigr —2)d — (ti —2)h (tigr — 2140)% — (t; — 301+1)3.)
(21— z1-) (21 — @141) (141 — z1—1) (141 — 1)

tig1 — t;

Puisque I’opérateur [z, 1,2, z141 : u] est exact pour les polyndme de degré < 1, pouf l<iou
[ > i 4 2 le premier membre de 1’équation précédente est nul. Il suffit donc de considérer les cas
oul=vq,i41lets 4 2.

N, — Litl T Fi-l ((ti+1 — i)t = (ti — zi-1)?
R T N )

Lt m @) = (G = 2i)? | (i = @i)® - (6 - $i+1)2>
(zi — zim1)(zs — Tit1) (Zit1 — zim1)(Tig1 — 21)
Tit1 — Ti—1 (ti — Tig1)?
tivr —ti (ZTip1 — @io1)(@iq1 — 4)
(ti — ziq1)?

=0 - ,
(tit1 — ti)(Tip1 — z4)

T - <(ti+.1 —zi)? — (ti — ;)2 (tit1 — zig1)? )
2 40 = +
’ tivr =t \ (25 —zig1) (2 —2ig2)  (Tigp1 — @) (@ig1 — Tiga)
_ Tiyp — Ty < (tit1 — zig1)?
T tigr =t \(Tig1 — 2)(Tig1 — Tita)
. (tigr — @) (tit1 — Tig1) + (big1 — ) (@ir1 — i) + (b — @) (Tigr — ti))
(zi = 2ig1)(2i — Tig2)
Ty — ( (tiv1 — ti)(mig1 — 4) (zig1 —t3)(ts — i)
B (i —@ip1)(@i — zit2) (2 — g1 ) (@i — Tig2)
tiy1 — T; tit1 — Tig
* (i — o) { (2 — we) (@i —i42) | (@or1 — @)(@et1 — Tit2) }>
_ (@ir2 —@i)(tig1 — zig1) ( —(ti41 — Tiy2) )
B tit1 — 1 (Tiyo — i) (Tig2 — Tig1)
(zit1 — ti)(ti — z4)
(Tit1 = 2i)(tigr — 1)

tit1 — &

+1+
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lzipo — 2 1oy — oy
= - @y t; 1 i ——, 7] ti .
FR— Gig1(tigr) +1+ Fir— bi(ts)

(2) De la partie (1) de ce théoreme, nous obtenons

1/ @igs — Tigl — T
Uijit1 — Ui —Us jpo = — (L_ﬁ¢i+l(ti+]) + Lqﬁi(ti)) >

: 55
4\ tip1— 1t tipy — 1 5-3)

1o

ce qui complete la preuve. O

Théoréme 6. Soit N > 2etsoit A:a=wx¢ < zy--- < ay = b une partition de [a, b].

(1) Siy; € Ralors il existe une unique fonction spline périodique s de degré 2 sur A telle que
s(tj)=y;, 0<j<N-1,

si, et seulement si, il existe un j tel que x; # t;.

(2) SifeSGL,y; = f(t;)ete=f —salors
e oo < Wil F Pl AP, j = 0,1,

avec Wy = %—}—%etWo:Wl.

Preuve. (1) Supposons qu’il existe um z # 0 tel que Uz = 0. Posons

D = {i/|2i| = max |z| # 0},
E={i/Ui1;—Ui—1i-1 — Ui—1,i41 > 0}.

Nous avons que D N E = @, car sinon, pour ¢ € D N E, nous obtenons la contradiction suivante:

0= |Us-1,izi + Ui—1i—12i—1 + Ui1,it12i+1]
> (Ui—1,i = Uiz1,i—1 — Ui—1,i+1)lzi| > 0.

Considérons maintenant z € D. Puisque les coefficients de la matrice U ne sont pas négatifs et
Uz = 0, nous obtenons dulemme 5.2 que:+1 € D. Ainsi D = {0,... ,N —1} etV = &. Ainsi,
du lemme 5.2, nous obtenons que ¢; = 0 pour tout <. Par conséquent z; = ¢; pour tout z, ce qui
contredit I’hypothése. Donc il n’existe pas de tel z et U est ainsi inversible. Donc s existe.

(2) Par le lemme 5.2 et par un argument sur les matrices & dominance diagonale (v. [12, p. 101]),

nous avons A
T oo < = 6.1)
Ainsi, par le lemme 4, nous obtenons le résultat désiré. [

Remarque 3. Apres un peu d’algebre, nous pouvons montrer que (3.9) devient,

N g — T
Z/ Q) (24 —u)(u D gy < Al (6.2)

u < .
— Ju (n —2)! 2 12(n —1)!
sin = 2. Ainsi dans ce cas les constantes W; du théoréme 6 peuvent €tre améliorées en remplacant
8 par 12.
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Exemple. Soientn = 2 ett; = (z; + ;41 )/2. Dans ce cas, nous obtenons du théoréme (6.1)

que Wy = Wy = g. Nous pouvons améliorer ce résultat en remarquant que dans (5.5) on peut

remplacer § par  pour obtenir Wy = Wy = £.De plus, si "on utilise (6.2), les résultats deviennent
_ _ 7

Wy = Wi = 5.

Sous certaines conditions il est possible d’obtenir des inégalités de la forme (1.5) avec Wy
optimal. Derni¢rement, en nous fondant sur des techniques développées dans [9], nous avons
obtenu la valeur optimale de Wy = 5 lorsque n = 2 avec t; = (z; + zi41)/2, et la valeur
optimale de Wy = 35; et Wi = 5 lorsque n = 3 avec t; = ;. De plus, nous avons obtenu la
valeur optimale de W, lorque la partition est uniforme avec les ¢; uniformément translatées par un

parametre u. Ces résultats seront présentés prochainement.

7. Conclusions. Remarquons que la borne supérieure de ||[U~!||o que nous avons obtenue est
indépendante du rapport X' = max |z;4+1 — &;|/ min |z;4+1 — @;| lorsque n = 2 et lorsque n = 3
ett; = a; (v. [12]). Alors qu’en est-t-il de |[U~!||o pour n > 3 avec des #; quelconques? Le
probléme est ouvert.

D’autre part, il est possible d’obtenir une relation semblable a (3.4) entre une spline et sa dérivée
n—iéme et d’obtenir une équation de la forme (4.17) avec E(™ remplagant E(*~1), Mais cette
fois-ci, ||U ! || oo dépend de K.

English extended abstract. Throughout this paper we use the following notation. Let
Aia=zg<z1<...<azny=2b

be any partition of the interval [a, b]. A function s is said to be a spline of degree n over A if sisa
polynomial of degree n on each interval [z;,z;11] and s € C™!{a, b]. It is said to be periodic if

sBa)y=s®1b), (0<k<n-1). (1.1

Let ||A|| = max{z;41 —a;} be the mesh size of the partition, and t; € [z}, z;4+1),(0 < j < N—1)
be any fixed values. The extended sequences {z;}2 _ . and {t;}32 _, are defined such that we

havezjuny =b—a+zjandtjpn = b —a+t;jforall j € Z. Finally let us consider SG, and
SGP? two function spaces. SG, is the space of functions f such that

N-1
f € ﬂ Cn+1($iami+l)mcn——1[a7b]7
i=0
and fO (I = n,n + 1) are well defined at = and z; .

SG? = {f € SG, | (1.1) is satisfied by f }.

In section 3, we first show that there exists linear dependance relations conhecting a spline and
its (n — 1)~th derivative. We note that other results about linear dependance relationships can be
found in [8], [10], [5], [6], and [1]. For a given ¢, we obtain:

n+1 n+1

S ATTs(t) =Y By s (ay)
j=t Jj=1
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where A;‘_l and B?—l are defined by the following two equations:

i+n—1
> ATTU() = [t o tibn s
i=i

BV =[ti, .. s tigno t 2]Hn j(2),

in which ( )
z—u)l
Hy,j(2) = (wj41 = @j)[wj-1, 25, 541 5 0]
(see egs. (2.1) to (2.4) for more details about divided differences).
From these relations, we build linear operators LZ;I (see eq. (3.5)) which are exact on
polynomials of degree < n. We therefore obtain the following lemma which will be useful to

obtain error bounds for an interpolating problem.

Lemma 1. If f € SG,, and I\”Z,;l is the Peano kernel associated to LZ,_il then

nay AP

122 < o (3.9)
A|? '

L2 < G e (3.10)

Moreover; if the partition is a uniform partition of mesh size h and the values t; are uniformly
shifted (t; = z; + ph with0 < p < 1) then

sn—1 ||A‘||2

Kol < -1 (3.11)
n—1 A (n+1)

|Ln (NI < m”f lloo- (3.12)

In section 4 and after, we consider an interpolation problem where periodic splines of degree n
are used as interpolants.

Theorem 2. Let N > n, A :a = 29 < z1--- < zn§ = b be any partition of [a,b], and y;
(0 < j < N) be any values in R. Then there exists a unique periodic spline s of degree n over A
such that

s(tj)=y;, 0<j<N-1,

if and only if the matrix U of order N appearing in the next equation is invertible:
B=Us"" (4.16)
where B; = [ti, ..., tixn—1 : z]s(z), S'i("—l) = sgn_l), and

Ui = { [tis- - titn—1 : T Hn j(x) ifj =1,
vl [t,', ceiytign—1 :E]Hn‘N.H(x) if) <.
Moreover, s("~V(z;) = 55"‘” and U is a (n + 1)-banded matrix.

The following theorem gives a relation between the (n — 1)—th derivative of the error function
e = f — s at knots z; and operators LZ;I.
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Theorem 3. If f € SGZ?, and s is the unique periodic spline of degree n over A such that
s(ti) = f(t:), 0 <1 < N — 1 then
UE"D =R (4.17)

where

e(z) = f(z) —s(z)
EmY = [ (zg),... e V(ay_))7T,
Ri = —L35(f),

3

R: [R[),... ,RN__I]T.

In section 5, we obtain from Theorem 3 error bounds for derivatives of e.

Theorem 4.

(1) maxpgicn—1 [e" " (2i)] < Coa [ FOHV oo | AJ?,
@ [T Vloo < [Cnr + 5] 1FHD | AJI%

L n n— n—k—1
3 e®loo < (M)l VolSler, 0<k<n -1,

where Cy_q = mHU'IHw.

We therefore obtain

€l < VAT loll 7ol A1 (1.4
where the values V}, are explicit and can be easily obtained from Theorem 4. We have not obtained
upper bound for ||U || in equation (1.4) for a general n > 1 but we can get a upper bound for
the quadratic case (n = 2).

In section 6, we consider the quadratic case. The coefficients of the matrix U are given in
Lemma 5. These coefficients also appear in [3] albeit in a different form. Since the proof of
Lemma 5 is quite different from that given in [3], and illustrates a more general method to obtain
U, this proff is given in this paper.

In Theorem 6, we obtain new results for periodic quadratic spline interpolation which gives
explicit error bounds for e and e(!).

Theorem 6. Let N > 2, A : a = 9 < z; < ... < zn = b be a partition of [a,b], and
tj € [2j,241)
(1) Ify; € R, (0 < j < N — 1) then there exits a unique periodic spline s of degree 2 over A\
such that
s(tj)=vy;, 0<j<N-1,
if and only if there exits a j such that x; # t;.
(2) If f € SG?, y; = f(t;) and e(z) = f(z) — s(z) then

el < Wil F ol AP j=0,1

in which Wy = i + % and Wy = Wj.

We note that € is defined in Lemma 5.
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