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LANGAGES DE DYCK GENERALISES

JACQUES LABELLE

RESUME. La notion de chemin de Dyck généralisé [LY?2] s’ obtient lorsqu’on remplace dans les chemins de
Dyck classiques I’'unique pas (1, 1) et son symétrique (1, —1) par des pas provenant d’un sous-ensemble fini
U, possiblement avec répétitions, de Nt x Z, o0 N+t = {1,2,3,...}etZ=1{...,~-2,-1,0,1,2,... }.
Ces chemins, appelés U—chemins de Dyck, ainsi que d’autres (U—chemins de Dyck connexes, U—chemins
de Dyck bilateres, « facteurs gauches » de U—chemins de Dyck, etc.) correspondent a des mots de langages
algébriques intéressants. La méthodologie, appelée DSV par Schiitzenberger [Sc, Go, DV, Vi3, Vi4], est
employée pour trouver des systtmes d’équations et des «formes closes» pour les séries génératrices a
|U| variables non commutatives (resp. commutatives) de ces langages (resp. ces familles de chemins).
Lescas U = {uo,ul,ﬂl} et {’U.(), ul,ﬂl,uZ,ﬂz}, ol ug = (130, 0), Uy = ({E] s 1), Uy = (:131 s —1),
uy = (22,2) ety = (w2, —2), sont entierement résolus; dans le cas général les équations deviennent vite
de degré tres grand. L’étude des paires de U—chemins sans croisement (resp. sans intersection) se ramene
aI’étude des U’—chemins de Dyck (resp. U’'—chemins de Dyck connexes) ot U est décrit [La] 2 partir de
U. De plus le lien avec les fractions continuées ainsi que la relation entre le cas «avec paliers » et «sans
palier» sont étudiés.

ABSTRACT. Generalized Dyck paths [LY2] are obtained from classical Dyck paths when the unique steps
(1,1) and (1, —1) are replaced by steps from a finite subset (with repetitions) U of Nt x Z, where
Nt ={1,2,3,...}andZ={...,—-2,-1,0,1,2,...}. This family of paths, called U-Dyck paths, and
others (connected U-Dyck paths, two-sided U-Dyck paths, left factors of U-Dyck paths, etc.) correspond
to words of interesting algebraic languages. The so-called “DSV or Schiitzenberger methodology” [Sc, Go,
DV, Vi3, Vi4] is used to find systems of algebraic equations and closed forms for the |U| noncommutative
(resp. commutative) variables generating functions of these languages (resp. famillies of paths). The cases
U = {U,(),ul,ﬁl} and {UOy u1,ﬂ1,u2,ﬁ2}, where ug = (z9,0), u1 = (z1, 1), Uy = (:1:1 s —1),
uy = (z2,2) and 4y = (z2, —2), are completely solved; in the general case the degree of the equations
becomes rapidly very high. Pairs of non-crossing (resp. non-intersecting) U—paths lead naturally to U’—
Dyck paths (resp. connected U’-Dyck paths) where U’ is easily described [La] from U. The relation with
continued fractions and a formula relating the presence or not of horizontal steps are considered. See the
English extended abstract at the end of the paper

0. Introduction. Soit U un ensemble fini (appelé I’alphabet), U* le monoide libre engendré par
U. Supposons que U soit muni d’une fonction hauteur ~h: U — Z ainsi que d’une involution
partiellement définie, o : V — V, V C U telle que h(c(v)) = —h(v). Etendons k 2 U* en posant,
pour w = z1Tg - - - T, h(w) = Y, h(z;).

Les langages de Dyck, noté D, de Dyck connexe, noté DC', de Dyck bilatere, noté DB, de
Dyck bilatere connexe, not¢ DBC, et de facteur gauche de mots de Dyck, noté DG, sont les
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FIGURE 1, DC,-5-D-v-D-5-D-v-D-DC,4

sous-ensembles de U* définis par:

D={weU"|h(w)=0etw=wjwy, = h(w;) >0} (0.1)

DC ={weD|w+#ew=wwy,w #e,wy #e => h(wy) >0} 0.2)
DB = {w € U* | h(w) = 0} 0.3)

DBC ={w € DB |w # e,w = wywy,w; # e,ws #e = h(w;) # 0} (0.4)
DG = {w e U* |w=wjw, = h(wy) > 0}. (0.5)

Lorsque U C Nt x Z, h(u) = bod u = (a,b), et = (a, —b) si (a, —b) € U, on peut identifier
un mot de Dyck généralisé a un chemin de Dyck généralisé (dont I’étude a été entreprise dans [LY 1,
LY2, La]). La condition 2(w;) > 0 pour w = wyws (respectivement h(w) = 0) se traduit par le
fait géométrique que le chemin de Dyck reste toujours au-dessus de (respectivement se termine
sur) I’axe des z. Notez qu’un DBC—chemin bien qu’il ne visite I’axe des = qu’au début et a la fin
peut trés bien le traverser 2 plusieurs reprises avec des pas de hauteur différente de 0, 1 et —1 (voir
figure 1).

Dans ce texte, nous utilisons la méthode DSV, introduite par Marcel-Paul Schiitzenberger [Sc]
et utilisée fructueusement par 1’école bordelaise (voir par exemple [DV, Fe, Go, G-B, Pe, Vil,Vi2,
Vi3, Vi4, BPS1, BPS2]). Cette méthode pour dénombrer certaines familles d’objets combinatoires
(animaux, arbres, chemins, . . . ) consiste a d’abord les coder bijectivement par les mots de différents
langages algébriques. En étudiant les grammaires de ces langages, on est conduit a des systémes
d’équations en variables non commutatives entre les séries formelles associées a ces langages. En
rendant les variables commutatives et en les identifiant toutes a une méme variable ¢, le systéme
d’équations devient un systeme, d’en Z[[t]], entre les séries génératrices (ordinaires) des familles
d’ objets combinatoires de départ. Il est ensuite souvent possible de trouver, en résolvant, des formes
closes pour ces séries ou méme leurs coefficients; ce qui résout le probleme de dénombrement initial.
De plus, une forme close pour la série d’une classe d’objets combinatoires (sans formule exacte
pour les coefficients) permet souvent une étude asymptotique précise. Dans notre cas, les objets a
dénombrer étant des chemins la premiére étape de la méthode DSV, le codage, est trivial, puisque
mot (suite de lettres) et chemin (suite de pas partant de 1’origine) s’identifient naturellement. De
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plus, ici la derniere partie de la méthode, I’extraction du coefficient a partir d’une forme close
pour la série génératrice, est rarement complétée car les séries génératrices obtenues sont souvent
d’expression plutdt monstrueuse.

Introduisons, pour z, j > 0, les langages D;, DC}; et D; ; comme suit:

D;={weU* | hw)=ietw=wywy => h(w;) >0} 0.6)
DCi ={w e U* |w # e, h(w) =i etw = wywy,wy # ewy # e, => h(wy) >0} (0.7)
Dij={weU|h(w)=j—ietw=wwy = h{wy) > —i}. (0.8)

On identifie un mot dans D; a un chemin dans Z x Z partant de 1’origine, restant au-dessus de
I’axe des z et se terminant au niveau ¢; de méme un mot dans D; ; s’identifie & un chemin dans
7 x Z partant du point (0, 7), restant au-dessus de I’axe des z et se terminant au niveau j. On a par
définition D; = Dy ;.

Dénotons D, DC, DB, DBC, DG, D;, DC; et D, ;, aussi bien les familles de chemins, les
langages ou les séries formelles en variables non commutatives U associées, (i.e. éléments de
lalgebre Z((U))); dénotons D, DC, DB, DBC, DG, D;, DC; et D, ;, les séries formelles
correspondantes en variables commutatives U (i.e. éléments de 1’algebre Z[[U]]).

Nous nous consacrerons surtout au cas symétrique U = {ug, u1, U2, ..., Um, U1, U2, - . ., Um },
R(ug) = 0, h(u;) =1 = —h(u;), o(ug) = o, o(u;) = us, 0(U;) = u;. Le calcul des séries D,
DC, DB, DBC, DG, D;, DC; et D, ;, dans ce cas est suffisamment général car, a partir de
D(uo, u1,uz,. .., Um, U1, Us,...,Un), on retrouve le cas ol U est arbitraire et m = max |h(u)|
en posant u; = Zh(u):iu et; = Zh(u):_iu.

Pour un langage L C U*, o0 U = {ug,u1, Uz, ..., Um, U1, Ug,. .., Um},notons L = {0 | w €
L}et L = {t|w € L} les langages ol pour w = zy 29 - - - &, 00 pose W = oz )o(z2) - o)
et © = o(zy,)...0(z2)o(z1). De plus, pour F € Z[[U]], notons F, la série définie par F =
F(ug, 1, Uz, ..., Um,us,Usz,...,Uny). Notez qu’en passant aux séries en variables commutatives
les séries D et D, par exemple, deviennent toutes deux D.

Théoreme 1. Soit U = {uo,ul,ug,. ey Uy, U, U, .. ,am}, h(U()) =0, h(u,) =1 = —h(ﬂi).
Dans Z{({U)) , on a

D=1+DC-D (0.9)
DC=wuo+ Y wiDi1 11 (0.10)
1<i,j<m
min(i,5)
Dicij-1 =y, (Diei)(DCjok) pouri,j > 1, (0.11)
k=1

m
D;=D-DC; = D(Z u]-Dj_lyz-_1> pouri > 1, (0.12)

j=1
Dy; = Dj, (0.13)

Preuve. (0.9) est standard. Pour (0.10), un U—chemin de Dyck connexe est, ou bien ug, ou
bien commengant par u; et se termine par %;, avec entre les deux un D;_; ;_;—chemin. Pour
obtenir (0.11), dans un D;_; ;_;—chemin, il suffit de considérer la droite visitée la plus basse,
d’équation z = k — 1 (voir la figure 2) et de couper le chemin au point o cette droite est visitée
pour la derniere fois. Pour (0.12), un D;—chemin, ¢ > 1, commence par un D—chemin puis un
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pas u;, § > 1, 1a ol le chemin quitte «pour de bon» I’axe des z, puis un D;_; ;_;—chemin.

Un D; ]—chemm lu de droite gauche, devient un D; ;—chemin ol un pas de hauteur b devient de
hauteur —b, d’oi1 (0.13). O

Théoréme 2. Soit U = {UO,U17U2,.. CyUm, U1, U,y . .. ,ﬂm}, h(’LL()) =0, h(ul) =17 = ——"L(’[ZZ)

Dans Z|[U]),les m séries D et D;, 1 < i < m, satisfont aux m équations quadratiques suivantes :
(ot on pose Dy = D et D_,, = 0 pour n > 0)

D=1+uyD+ Z UiU (Z ]_)i—ij—k> (0.14)

1<i,j<m E>1
D= u (L DD ), 1i<m ©015)
j=1 k>1

Preuve. (0.14)Dans D = 1+ DC - D, remplagons DC par ug + Zl<i,j<m w1 j_1; puis
utilisons (0.11) et (0.13) qui précédent. On dérive (0.15) de fagon similaire. [

1. Le cas classique (chemins de Dyck et de Motzkin classiques). Soit U = {ug,uy,u;}, ol
h(uo) = 0, h(ul) =1= —h(ﬂl).

Proposition 1. En posant ug = h, u1 = u et iy = 4, la fonction génératrice D(h, u, @) satisfait,
dans Z[[h, u, u]], I’équation quadratique suivante :

uaD? — (1 —h)D+1=0. (1.1)
Preuve. Ici m = 1 et (015) est absente; de plus D = D et (0,14) devient (1.1). O
D’ol ’on tire : )
i) =——131—h— — h)? —4uu}. 1.2
D(h,u, @) Zuﬁ{l h— /(1= h)? —4uu} (12)

Bien str, D(0,¢,t) = (1 — /1 — 4¢2)/2t? est la série génératrice des chemins de Dyck classiques,
D(t,t,¢) = (1 —t—+/1 — 2t — 3t2)/2t? celle des chemins de Motzkin classiques et D(2t,¢,1) =
(1 — 2t — /1 — 4t)/2t? celle des chemins de Motzkin colorés [Vil] (i.e. a paliers bicolorés).
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Proposition 2. Dans Z[[h,u, ]}, ona :
DC=1-D! ; DB=(1-DBC)"!
ou D est donné par (1.2).

. DBC = 2DC (1.3)

Preuve. Découle, en passant aux variables commutatives, des équations évide_ntes suivantes dans
Z{{h,u,u)):D=1+DC-D,DB=1+DBC-DBetDBC =DC + DC. O

Proposition 3. Dans Z[[h,u,u]], ona:

D; = «'D"*!' e DC; =u'D? (1.4)
DG=S"Di= — .
2P ol (a5

Preuve. Un D;—chemin doit pour la derniere fois quitter I’axe des = avec un pas u puis c’est un
D;_1—chemin. En d’autres mots, on a D; = DuD;_1; ce qui implique (1.4) et (1.5).

Le calcul des séries D, DC, DB, DBC, DG, D;, DC;, et D; ; (par (0.11)), aussi bien
dans Z[[h,u,u]] que dans Z[[¢]] peut maintenant &tre complété avec MAPLE; inutile d’écrire
explicitement ces expressions et les premiers termes de ces séries.

Remarque. Soit U = {x1,22,...,%a,Y1,Y2, -, Yb, 21,22, .-, Zc } O0 h(z;) = 1, h(y;) = 0
et h(zx) = —1. La série génératrice Dy(¢) est alors donnée par D(bt, at,ct) ot D(h,u,u) est
donnée par (1.2). Notez qu'un Dy—chemin (respectivement DGy—chemin) lorsqu’on lui fait
subir la réflexion (z,y) — (z,—y) puis la rotation de 45° devient un chemin sous-diagonal
colorié se terminant sur la diagonale (respectivement un chemin sous-diagonal) tel que considéré
dans [BPS2] et dans [BPS1, G-B] lorsque @ = b = ¢ = 1. Un calcul facile de D(bt, at, ct) et
DG(bt, at, ct) redonne les fonctions génératrices suivantes, trouvées en [BPS2], pour ces chemins
sous-diagonaux :

1
Szl =t VA) (1.6)
1 (1=Qa+bt—VA ) )
2at{ (atbioi-1 } ot A=1-2bt+(b" —dac)t”. (1.7
2. Le cas m = 2. Soit U = {UO,ul,ﬁl,UQ,ﬁz}, ol h(uO) = 0, h(ul) =1 = —h(’L_Ll),

h(ug) = 2 = —h(az).

Proposition4. On a (en posant ug = h, w1y = u, 41 = 4, uz = v, Uy = v) I’équation polynomiale
suivante de degré quatre satisfaite par D = D(h,u,vu, 9, ) :

(v*0* + 2utive — u?o® — @*v®)D* — ((ut 4 vo)(v +2) + (1 — h)ov — u?v + a*v)D?
+(ui+ (1 =h)(v+0)+200)D* ~(1—h+v+2)D+1=0. (2.1)
Preuve. Pour m = 2, les équations (0.13) et (0.14) deviennent respeétivement :
D =1+ AD +uaD? + u5)DD; + avD;D + v5(D;D; + D?) (2.2)
D, =uD? +vD -D; douD; =uD?1—-vD)"!. (2.3)
On en déduit I’équation polynomiale apres calcul. O

En utilisant un logiciel de calcul formel tel MAPLE [CGGMW], MACSYMA [MG] ou MATH-
EMATICA [Wo] on tire

t)—42{1+t+A V21 =2t =522 + (1 +1)A}od A = /(1 —t)(1 —5t) (24)

On a également la récurrence suivante dans Z[[h, u,v]], i.e. en posant v = @, v =
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Proposition 5. Dans Z[[h,u,v]),ona:

Do =D, D;=uD*1-vD)"}, Diyy=uD(1—ovD)™" Dy +0vD Dy (2.5)
Preuve. Ici(0.15) s’écritDy = uD?4vD-Dy;d’ot 'ontire D = uD2(1~vD)‘1 =D -DC;.
Au niveau des chemins on a : Dy19 = DuDjyyy + DvD1 gqq, de plus : Dy g1 = Dy (sile

chemin ne visite pas ’axe des z) —I—BE’l + Dpy1 (si le chemin visite I’axe des x). On en tire
Dit2 =D (u+vDCy) - Dgyq + vD - Dy, d’ob 'expression pour Dyyo. O

Proposition 6. Dans Z[[h,u,v]],ona:

[n/2)

—k : -

D,= > (n i )kak“DC?”_“ ot DC; =uD(1 —vD)™? (2.6)
k=0

Le calcul des séries DC = 1 — D1, D,, DG = YD, et D, ; (par (0.11)), dans Z[t]]
peut &tre fait avec MAPLE a partir de D donnée en (2.4). Inutile d’écrire ces expressions, plutdt
monstrueuses, et les premiers termes de ces séries.

3. Un cas asymétrique (a la Lukasiewicz). Notons que la symétrie totale par rapport a la fonction
hauteur A de I’ensemble des pas n’est pas indispensable a I’étude des chemins de Dyck généralisés.
Soit U = {u,v,a}, ot h(u) =1eth(v) = 2.
Au niveau des langages on a :

D=1+DC-D (3.1)
DC =uDu + (vDu)Du. (3.2)

D’ol les équations suivantes dans Z{[u, v, @]] :
DC = uaD(1 +vD) et D=(1-DC)™' = (1-uuD — uavD?)7, (3.3)

Ce qui conduit a I’équation de degré trois :

vivD® + uuD? - D + 1 = 0. (34)
Plus généralement, soit U = {uy, us,...,un, U1}, ol h(u;) =t et () = —1.
Au niveau des langages on trouve:
D =1+ Duy Dy + Duy(Day)? + -+ - + Duy(Diiy)"™. (3.5)

Ceci conduit, en variables commutatives, a I’équation polynomiale de degré n + 1 :
Un (@) "D 4wy (@)D - ug (@)D + w@ D2 =D +1=0 (3.6)
satisfaite par D = D(uq, ug,...,Un,U1), et a
"D "D 4. 4+ ?D?P - D+ 1=0 (3.7)
pour la série génératrice selon le nombre de pas D = D(t).
LecasU = {uy,uz,...,u1},00 h(u;) = ipours > leth(a;) = —1,conduit, pour D = D(¢),
aI’équation :
D=1+#D*1+tD+¢*D>+...)=1+*D*(1 -tD)™". (3.8)
D’ou
(+t)D* -~ (1+t)D+1=0 (3.9

1 /1 —3t

et
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4. Chemins de Dyck bilatéres (cas m = 2). Considérons les séries génératrices en variables
commutatives DB et DBC.

Proposition 7. Si U = {ug,u1, U1, uz, U2}, oit h(ug) =0, h(u;) =i = —h(u;), pour 0 <1 < 2,
on a (en posant ug = h, uy = u = 4, uy = v = ) les équations suivantes dans Z|[h,u,v]]:

DB=1+DBC-DB e DBC=2(1-D"'+v*vD*1-vD)™"). 4.1

Preuve. La premiere équation est évidente. Pour la seconde, considérons un D BC—chemin: S’il
ne traverse jamais 1’axe des « avec un pas v ou o, c’est un DC'-chemin (i.e. au-dessus de 1’axe des
) ou bien un DC'—chemin (i.e. au-dessous de I’axe des x); d’od le terme 2DC = 2(1 -D71).
S’il traverse ’axe des @ k + 1 fois (voir figure 1) et commence positivement, ¢’est un chemin
dans DC19DvD7v - -- Di‘zf)\él, si k est pair, ou dans DC19Dv - -- DvDCY, si k est impair; d’ ol
le terme 23", DC1v(vD)*DC; qui & 'aide de DC; = uD(1 — vD)~! devient le terme
2uvD%(1 —vD)™3. O

Proposition 8. On a :

D(1 - tD)?

DB = S AT 69D + 3(1 + 20)D? — (3 1 4)D° 4 £*D*

(4.2)

ouD = D(t) est donnée par (2.4).
Preuve. Découle des deux équations de la proposition précédente. O

Dans le cas U = {uq,u1, 41, us, Uz}, les séries DB et DBC, dans Z[t]], s’écrivent donc
également en terme de D donnée en (2.4).

5. Paires de chemins sans intersection ou sans croisement. Dans cette section, nous ne faisons
que rappeler le résultat principal de [La]. Soit U un sous-ensemble fini (avec répétitions possibles)
de vecteurs dans {1} x N.

Définition. Soient c et ¢’ deux U-chemins partant respectivement de (0,0) et (0,%), 0 < k, et se
terminant respectivement en (n, 7) et (n, j + [). On dit qu’ils sont sans croisement (respectivement

sans intersection) si c est au-dessous (resp. strictement au-dessous, sauf aux extrémités si k = 0
oul=0)dec.

Proposition 9. 1l y a une bijection entre I’ensemble des paires de U—chemins partant de (0,0)
et (0, k), respectivement , et se terminant respectivement en (n, j) et (n,j + 1), et ’ensemble des
U'~chemins de (0,k) a (n,1), ot pour tout 1, 0 < i, le nombre de copies de u; = (1,1) dans U’
est

{(v,w) | v,w € U, h(v) — h(w) = i}|. (5.1

Preuve. 11 suffit de considérer I’écart entre les deux chemins; on obtient ainsi un U’'—chemin. Par
cette bijection, une paire de chemins sans croisement correspond a un U'-Dy j—chemin. O

Proposition 10. Il y a bijection entre I’ensemble des paires de U-chemins de (0,0) jusqu’a un
méme point et 'ensemble des U'-chemins de Dyck; si les deux chemins de la paire sont sans
croisement (resp. sans intersection) alors le chemin correspondant est un U’-chemin de Dyck
(resp. U'—chemin de Dyck connexe).
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Exemple. Pour U = {uy,t;}, chemins de Dyck classiques, on a U' = {2ug,ug, @2}, chemins
de Motzkin a paliers bicolorés. De plus on a U" = {6ug,4us, 41z, us, 4} avec comme série
génératrice des U''~chemins de Dyck :

1
Zﬁ{14ﬁ+A—w/%1—1%+ﬁw} ol A = /1 — 16t. (5.2)

6. Lien avec les fractions continuées. Rappelons que dans le cas m = 1, U = {uo, u1, 41}, od
h(ug) =0, h(uy) =1 = —h(uy), (en posant ug = h, u; =u ety = u),ona:

D=(1-DC)!'=(1—-h-uaD)". (6.1)

D’otl le développement en fractions continuées :

D(h,u,q) =

(6.2)
1—h—

l1-h— ——
1—h— -

Ce qui permet de plafonner les U—chemins de Dyck par la droite y = k en tronquant la fraction
continuée au k° niveau (i.e. en prenant son k° convergent).

Pour m > 2, ’approche fractions continuées ne s’applique pas (du moins pas trivialement). Par
exemple, dans le cas m = 2, U = {ug,uy, 4y, us, Ua}, ot h(ug) =0, h(u;) = 1 = —h(4;), pour
0 <7< 2,ona(enposant ug = h, u; = u = Uy, us = v = uy) les équations suivantes dans

Z[[h,u,v]]:
D= (1-DC)™!
2u?yD? uw’v’D®  P(D)

0DC = h+ (u® +0*)D = = R(D). (63
ol + (u® 4+ v*) +1——UD+(1—’UD)2 QD) (D). (6.3)
On en tire:
D= L = ! = (6.4)
= = T =... .
1 - R(D) 1~R&ﬁﬁ)
ou ( e
1 —wvz
R(z) = . 6.5
() h+ (u? +v2 — 2hv)z + v2(h — 2v)z? 4 viz3 65
7. Lien entre les séries des chemins avec ou sans de paliers. Soit U = {ug,u1,uz2,...,Um,
ﬁl,ﬁz,...,ﬂm},etV =U - {UO}
Proposition 11. Dans Z[[ug,u1,us, ..., Um, U1, U2, .., 4m)], les séries génératrices Dy(ug,
ey Uy ULy ey Um) €8 Dy (ut, ..o Um, U1, . .., Um) Sont liées par les identités suivantes :
Dv(ul, e ,um,ﬂl,ﬂg, e ,am) = DU(O,ul,, .. ,um,’al,fbg, e ,ﬂm), (71)
DU(U(),. .. ,um,ﬂl,ﬁz,...,ﬁm)
1 Ul U9 Um ﬂl ﬂg ﬂm
- D o ) A . (72
1 — ug V<1—uy1—uy "T—w' 1—uo’ T—up 1—%) (72

Preuve. Bien slr en posant ug = 0, on interdit la présence de paliers d’ot la formule (7.1). Par
ailleurs un Dy—chemin est une suite de paliers (de série 1/(1 — ug)), puis une suite de «vrais pas»
chacun étant suivi d’une suite de paliers; d’ou (7.2). O
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Corollaire 12. Dans Z[[t]], on a

Dy(t) = —Dy <L> (73)

1—t 1—-t)°

Par exemple, pour m = 1, on retrouve le cas des chemins de Dyck et de Motzkin classiques,
dont les séries génératrices, D(¢) et M(t), sont donc liées par I’équation fonctionnelle:

M(t) = %D(ﬁ)

8. Conclusion. Dans I’étude des chemins de Dyck généralisés, et autres familles semblables de
chemins, les difficultés proviennent de la hauteur, h(u), des pas u autorisés. S’il s’agit de U-—
chemins de Dyck ol pour tout u € U, |A(u)| < 1, les choses sont relativement simples; cependant
I’ajout d’autres contraintes (comme par exemple une altitude maximum pour les chemins) peut
compliquer grandement les choses [Ke, GJ, G-B]. Dans ce cas (i.e. pour tout v € U, |h(u)| < 1)
I’approche fractions continuées permet également de pondérer les pas suivant I’altitude ou ils ont
lieu [F1, GJ, Vi2]. Comme on I’a vu jusqu’ici la présence de pas de hauteur deux ou plus complique
rapidement la situation. L’ auteur remercie I’arbitre anonyme pour de trés judicieuses suggestions.

English extended abstract. Let U be a finite set (called the alphabet) and U* be the free monoid
generated by U. Suppose there is an height function A: U — Z which we extend to U* by setting
h(w) = 3, h(z;), for a word w = z1z3---,. In most cases, there is also given a partially
defined involution, o: V' — V, V C U such that h(c(v)) = —h(v).

The following languages (i.e. subsets of U*) are introduced:

D={weU*|h(w)=0andw =wiwy = h(w;) >0} (Dyck) (0.1)
DC ={w e D|w#e,w=uwiwy,w #e,wy #e => h(w;) >0}
(Connected Dyck) (0.2)
DB = {w € U* | h(w) = 0} (Two-sided Dyck) (0.3)
DBC ={w € DB |w # e,w = wiwy, w1 # e,ws # e = h(w;) # 0}
(Connected two-sided Dyck) (0.4)
DG ={w e U" | w=wjwy = h(w) >0} (Left-factors of Dyck words)  (0.5)
Di={weU* | hw)=1iand w = wiwy = h(w;) > 0} for: >0 (0.6)
DCi={weU" |w#e h(w) =iand w = wjws,w; #e = h(w;) > 0}
fort >0 (0.7)
Dij={weU"|h(w)=j—iandw = wjw; = h(w;) > —i} fori,j > 0. (0.8)

Denote by D, DC, DB, DBC, DG, D;, DC; and D; ;, either the languages, the corresponding
families of paths (when U C NT X Z, and h(u) = b for u = (a,b)) or the noncommutative
variables formal power series, (i.e. elements of the algebra Z((U))); denote by D, DC, DB,
DBC, DG, D;, DC; and D; ;, the commutative variables formal power series, (i.e . elements of
the algebra Z[[U]]). The so-called “DSV or Schiitzenberger methodology” is used to find systems
of algebraic equations and closed forms for the |U| noncommutative (resp. commutative) variables
generating functions of these languages (resp. families of paths).

We mainly consider the (suffisantly general) symmetric case U = {ug,uy,uz,...,un, i,
Ugy. .5 Um}, Mug) = 0, h(u;) = ¢ = —h(u;), o(uo) = o, o(u;) = U;, o(;) = u;. The case
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of an arbitrary U follows from that one (where m = max |h(u)|) by setting u; = 37, ), v and
Ui =D p(u)y=mi & .

Given a language L C U*, where U = {uq, u1,uz, ..., Um, U1, Uz, .., Um}, let L = {0|w €
L} and L = {@|w € L} where forw = @125 -+ a5, we set @ = a(z1)o(z2) -+ o(z,) and & =
o(zn)- - o(x2)o(xy). Moreover for F € Z[[U]], let F be F(ug, U1, Uz, -« Um, U1, Uy« -5 U ).
Theorem 2. Let U = {ug,u1,us, ..., Um, 81,82, .., Um}, Auo) =0, h(u;) =i = —h(4;). In
Z[[U]], the series D and D; , 1 < i < m, satisfy the following system of m quadratic equations:
(we set Dy = D and D_,, =0 forn > 0)

D=1+uD+ Y, u,-aj<ZEi_kD]-_k) (0.14)

1<i,j<m E>1
D, :Zuj<z—b_j_kD,;k>,1 << m. ) (0.15)
j=1 k>1

Proof. We first find equations (0.9) to (0.13) in the algebra Z((U)). O

1. Classical Dyck and Motzkin paths. If U = {ug,u1,@;}, where h(ug) = 0, h(u;) = 1 =
—h(y), then (setting ug = h, u; = v and @y = @) we get:

1
N — 1 _p_ \/T )
D(h,u,a) = 57— {1 h— /(1= h)? — duir} (12)
An explicit computation of D, DC, DB, DBC, DG, D;, DC;, and D, ; in Z[[h, u, u]] or
Z[[t]] may be completed (using MAPLE) in this case (see formulas (1.3), (1.4) and (1.5)).

2. Thecase m = 2. If U = {Uo,u — 1,721,?12,122}, where h(uo) = 0, h(ul) =1= —h(ﬂl),
h(uy) = 2 = —h(uz), then (setting ug = h, vy = uw and 4y = 4, uz = v, 4z = 9) Theorem 2
leads to the following fourth degree polynomial satisfied by D = D(h,u,v,,?):

(v*0% + 2unwd — v’ — av*)D* — ((ut + vo)(v + ) + (1 — h)vo — u’D + a’v)D?
+(ua+(1-h)(v+2)+209)D* - (1—h+v+9)D+1=0. (2.1)

MAPLE can easily solve that (witht =h=u=u =v = o)

D(t) = 4%5{1 +t+ A= /212t - 52+ (1 +t)A} where A = /(1 —¢)(1 - 5t) (2.4)

An explicit computation of DC = 1 — D™, D; , DG = 5 D; and D, ; in Z([t]] may be
completed (using MAPLE) in this case also.

3. An asymetric case (“a la Lukasiewicz”). Let U = {uj,us,...,un, 4y}, where h(u;) = ¢ and
h(uy) = —1. We are lead to the following degree n + 1 polynomial equations

Un ()" D™ gy g (3)" D" 4 ug(@)PD? 4+ u@ D D +1=0 (3.6)
satisfied by D = D(uy,...,un,a1), and
DRt DR 4 4 2D2 - D4 1=0 (3.7

satisfied D = D(¢).
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4. Two-sided Dyck paths. Eveninthecasem = 2 (i.e. U = {ug, uy, U1, uz, u2}), the computation
of DB, DBC is not so simple since a D BC—path may very well “go across” the z—axis without
visiting it (see figure 1).

We find:

DB =(1-DBC)™!

and
_ D(1-tD)?
2 —(1+6t)D + 3t(1 + 2t)D2 — #2(3 4 4¢)D? + ¢3D4

where D = D(¢) is given by (2.4).

DB

(4.2)

6. Continued fractions. For U = {ug,u1, 41}, then (setting ug = h, u; = u and 4 = ), we
get:

D(h,u, i) = (6.2)
1—h—

uu

l-he —
1—h— -

For m > 2, the continued fraction approach is not so simple. For example, with m = 2,
U = {ug,uy,u1,us, iz}, we get (6.4) which looks like a multicontinued fraction.

7. Horizontal steps or not. Let U = {ug,u1,u2,. .., Um,U1,U2,...,%m}, and V =U = {ug}.
Propesition 11. In Z{[ug,u1,uz2,. .., Um, U1, U2, .., Um]], we have:
DV(U],...,um,ﬂl,ﬂg,...,ﬂm)=DU(O,U],...,um,ﬁl,ﬂz,...,ﬂm), (71)
Duy(uo, ..., Um,U1,0z,...,%m)
1 Uy U2 Um 111 ﬂ2 ﬂm
= D , , . (712
1—11,0 V(l—uo 1—UO 1—1/,0’1—’&0 1—’LLO ’1—u0 ( )

For example the classical Dyck and Motzkin paths generating series, D(¢) and M(t), satisfy:
1 t
M(t) = —D[——]).
©=1-0(r5)
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