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CLASSIFICATION DES ESPÈCES MOLÉCULAIRES DE DEGRÉ 6 ET 7 

Yves Chiricota 

RÉSUMÉ. Le but premier de ce travail est de trouver une interprétation combinatoire (géo- 
métrique) aux espèces moléculaires de degré 6 et 7. En ce sens, nous poursuivons la 
tâche entreprise par J. Labelle (voir [La2]). Un des principaux résultats donne une con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu’une espèce moléculaire soit un quotient non-trivial 
d’une autre espèce moléculaire. Nous introduisons aussi la notion de «regroupement » qui 
généralise le quotient d’une espèce. 

ABSTRACT. The first goal of this paper is to find a combinatorial (geometrical) interpre- 
tation of the molecular species of degree 6 and 7. This is a continuation of J. Labelle)s 
work (see [La2]). 0 ne of the main results is a theorem that give a necessary and sufficient 
condition for a molecular species to be the non-trivial quotient of another molecular species. 
IVe also introduce the notion of “regrouping” which is a generalization of the quotient of a 
species. 

1. Introduction. Il est bien connu dans la théorie des espèces de structures que les espèces 
moléculaires de degré n sont indexées par les classes de conjugaison de sous-groupes du groupe 
symétrique S,. À partir d’un représentant 1< d’une classe de conjugaison il est possible de construire 
une espèce moléculaire k&- telle que si II est dans la même classe que Ii’, alors les espèces &TIC 
et A&H sont isomorphes, et réciproquement (voir [Ye]). D’un autre coté, si s est une structure 
combinatoire (par exemple un graphe) fixée par K, on dit que MK est l’espèce des structures du 
même type que s. Par exemple, le sous-groupe Cn engendré par la permutation (1,2, . . . , n) fixe 

le graphe orienté ((1, L), (2,3), . . . , (n, 1)). On dit alors que l’espèce lk&- est l’espèces des cycles 
sur ~2 points. On peut ainsi « visualiser » les espèces moléculaires. Ceci donne entre-autre un 
moyen de calculer la dérivée de, ces dernières. Notons qu’il est bien évident qu’étant donnée une 
structure combinatoire s, il est possible de trouver une autre structure non-isomorphe à celle-ci 
mais qui possède le même stabilisateur Ii’. Dans ce cas, un choix s’offre à nous pour donner une 
interprétation combinatoire à l’espèce A~I<. 

Nous développerons ici des outils pour trouver, à partir d’une table de représentants K des 
classes de conjugaison de sous-groupes de Sn (voir [We]), des structures donnant une interprétation 
aux espèces ~VI<-. Autant que possible, lorsqu’une espèce moléculaire M sans interprétation est 
obtenue d’espèces connue par les opérations usuelles sur les espèces (en l’occurence la somme, le 
produit, etc.), nous utiliserons cette façon de voir A& 

Nous aurons à plusieurs reprises à utiliser le quotient d’espèces (voir [La2]), aussi dévelop- 
pons nous cette théorie dans la section 2. Entre autre, nous y voyons une condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une espèce J%&- soit le quotient d’une autre espèce. La section 3 introduit la 
notion de regroupement qui généralise le quotient et permet de donner une interprétation à certaines 
espèces moléculaires lorsque le quotient et les autres opérations ne suffisent pas. 
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Dans les deux sections suivantes, on trouvera une classification des espèces moléculaires 
sur 6 et 7 points. Nous utilisons les résultats sur les quotients et les regroupements des sections 
précédentes pour établir cette classification. Finalement, nous utilisons les interprétations trouvées 
pour calculer combinatoirement la dérivée de quelques espèces moléculaires. 

Notons que nous avons mis au point une librairie de procédures Maple pour effectuer notre 
travail. On trouvera une description de ces programmes dans [Ch 11. 

2. Quotients et automorphismes d’espèces. Quotienter une espèce est une méthode pour 
construire de nouvelles espèces à partir d’une espèce ayant déjà une interprétation combinatoire. 
Ce procédé, décrit dans [La2], consiste à prendre comme structures d’une espèce n/r les orbites de 
l’action naturelle d’un groupe sur une autre espèce N. 

Soit T une espèce moléculaire, nous noterons aut (7’) le groupe des transformations naturelles 
inversibles du foncteur 7’ dans lui-même. Si G x X P\ X est une action d’un groupe G sur un 
ensemble X, nous utiliserons la notation g.J: pour désigner p(g, z). L’ensemble { 1,2, . . . ,12} sera 
dénoté n. La notation -!Y = K sera utilisée pour dire que les groupes H et K sont conjugués dans 

Nous utiliserons la définition suivante de produit semi-direct de groupes. 

Définition 2.1. Un groupe G est le produit semi-direct de 17 par H si -AT et H sont deux sous-groupes 
de G tels que K a G, 1c.H = G et I< n H = (1). On notera G = Ii’ >a H. 

Si G = -AT >a H et si r et H sont deux groupes (pas nécessairement des sous-groupes de G) 
tels que Ii’ g K et H 2 H, alors nous dirons par abus de langage que G = K >a H. 

Remarquons que si G = -K >a H alors G/K Z H. 

Proposition 2.2. Soit T une espèce et G un groupe quelconque. S’il existe un homomorphisme 

0: G -+ aut( 

on d@nit une nouvelle espèce, dénotée T/G en posant 

T/G[U] zT[U]/G = {G.s : s E T[U]}, 

où G.s = {Ou(g)(s) : g E G} (par commodité, on note Ou(g)(s) au lieu de 
,8 : U + V est une bijection, le transport est défini par 

mmG*s) = (-wxw))* . 
Remarque 2.3. Un homomorphisme 0 : G -+ aut (T) induit une action 

G x T[U] = T[U] 

(o(s)>u ). Si 

en posant pu(g, s) - @J(g)(s). De pl us, cette action est telle que si U et V sont des ensembles 
finis, alors, pour toute bijection p : U -+ V, le diagramme suivant est commutatif: 

G x T[U] 5 T[U] 

1G xT[@] 
1 1 

TP1 

G x T[V] 3 T[u 
Réciproquement, si l’action d’un groupe G est telle que le diagramme ci-dessus commute, alors 

on en déduit un homomorphisme 0 : G + aut( 

Définition 2.4. L’espèce définie dans la proposition (2.2) est appelée quotient de T par G. 

La proposition suivante nous permet de trouver tous les quotients d’une espèce moléculaire 
quelconque T = X”/i(. En effet, elle donne une description de aut (T) en fonction du normalisa- 
teur de K dans le groupe symétrique Sn. 
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Théorème 2.5. Soit T = X”/-K une espèce moléculaire. On a un isomorphisme de groupes 

Démonstration. Soit CT E Sn, a E Bij(n, U) et aK E (Xn/K)[U]. On définit une application 

Oau: (Xn/K)[U] -+ (Xn/K)[U] par @,,,(aK) gf acK. On a que O,,u est bien définie si et 
seulement si 0 E Ns, (10. En effet, pour que O,,u soit bien définie, il faut et il suffit que 

(va f Bij(n,n))(aK = K -4 acK = OK). 

En particulier, quel que soit k f K on a kli’ = K, donc 

d’où, quel que soit 7 E K, a%aK = K. Donc (M E K)(a-%a E 10, ce qui entraîne que 
a?Ka c Ii’, ainsi 0 f NS, (II’). La réciproque est évidente. 

Nous noterons 0 a,~ par 0, lorsqu’aucune confusion ne sera possible. 
On a que 0 E NS, (K) +- 0, est une bijection de T[U] sur T[U]. En effet, sous cette condition, 

sali’ = bali’ H alita = Ma H aK = bail. Donc c’est une injection. Puisque T[U] est un 
ensemble fini, il en découle que 0, est aussi une surjection. 

Par suite, on a que 0, est une transformation naturelle. En effet, soit p: U -+ V. 

(0, o T[/?])(aK) = @,(paK) 

= @ao--K 

= T[p](aaK) 

= (T[p] o @,)(a-K)- 

Voyons maintenant que tout élément de aut (T) est de la forme 0, pour un certain 0 E Sn. 
Soient CD E aut et 0 E Sn tel que Q,(K) = ali’. Alors si ail E T[U] (en particulier, 
a f Bij (n, U)), la naturalité de Q entraîne que 

tDu(a-K) = @U(T[a](K)) (où T[a]: T[n] -) T[U]) 

= T[a](@ri(q) 

= T[a](aK) 

= aali’. 

Donc quel que soit Q E aut( @ est de la forme 0,. 
Nous allons montrer que l’application A : NS, (K)/K -+ aut définie par A( O-K) = 0, est 

un anti-isomorphisme de groupes. Tout d’abord, on montre facilement que 

donc A est injective et bien définie. 
donc A est aussi surjective. Enfin, 

On a montré que tout élément de aut (T) est de la forme O,, 

d’où 0, o O,l = O,+ c’est-&-dire 

et A est un anti-isomorphisme. cl 

Cette proposition a des corollaires utiles. 

Corollaire 2.6. Soit T = Xn/IC une espèce moléculaire. Si Ns,(K)/K g (1.) alors on ne peut 
faire de quotient non trivial de T. 
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En fait, la connaissance de tous les sous-groupes dans Ns,, (10 /ri- nous donne tous les quotients 
possibles de l’espèce Xn/K. 

Corollaire 2.7. On a aut (Xn) E Szpp; tout automorphisme naturel de X” = Bij (n, -) est de la 
forme a f--+ a.0 pOUra E Sn. 

QI 
Si une espèce X”l& est un quotient de Xn/li’, alors Q contient un sous-groupe 
conjugué (dans Sn) à K. C’ est ce que 1’ on montre avec la proposition qui suit. 

normal (dans 

Proposition 2.8. Si 
X”l& E (XnlK)/G, 

alors Q contient un sous-groupe normal li’ conjugué (dans Sn) à Ii’. 

Démonstration. Soit s = K E (Xn/K)[n]. M on rons tout d’abord que K a stab(G.s). On a une t 
action naturelle de G sur (Xn/K), donc 

(‘dg E G)(Va E Sn>(s~((Xnl~~)[~](s)) = (x”l~q[~](g*s)). , 

Si k E K et G.K = G.s E (XnlQ)[n], on a 

(XnlQ)[W4 = ((Xnlli-)lG)[k](G.s) 
= G.((Xn/K)[k](s)) 

= G.s, 

ainsi K 5 & déf stab(G.s). P ar suite, supposons k E K et h E &. Puisque h E &, il existe g E G 
tel que (Xn/Q)[h](s) = g.s. $ ar naturalité de l’action de G, on a aussi (Xn/Q) [h-l] = g-l .s. 

Ainsi, en posant T = Xn/Qg 

T[hkh-l](s) = T[hk](T[h-l](s)) 

= T[hk](g-‘.s) 

= ~[hl(T[kl(T7-1*s)) 
= mw1*mFl(4~) 
= T[h](g-“as) 

= (gg-l).s = s, 

par conséquent, hkh-l E stab(s) = &Y. Il s’en suit que hKh-l c K car le choix de k est arbitraire, 
donc li’ a &, le choix de h étant lui aussi arbitraire. Or, & N Q, donc il existe 0 E Sn tel que - 
Q = a-l&o. Ainsi r = a-k’?’ a Q. q 

Le corollaire suivant nous donne une condition sous laquelle une espèce n’est pas un quotient. 

Corollaire 2.9. Si Q < S, est simple, alors l’espèce XnlQ n’est pas un quotient non trivial. - 

Exemple 2.10. Le sous-groupe Q = ((1,2,3,4,5), (1,4,2)(3,5,6)) 5 S6 est isomorphe à A5 

(mais dans une classe de conjugaison différente), c’est donc un groupe simple. Ainsi l’espèce 
X”/Q ne peut être obtenue par quotient d’une autre espèce. Nous verrons dans la section 3 une 
autre construction qui nous permet de trouver une interprétation combinatoire pour cette espèce 
moléculaire. 

Réciproquement, si Q, K sont des sous-groupes de Sn tels que K a Q, alors l’espèce X”l& est 
un quotient de l’espèce Xn/K comme le montre la proposition suivante. Ce résultat trouve une 
application dans la recherche d’une interprétation combinatoire pour une espèce atomique Xn/Q 
lorsque l’on connait Q. Il suffit de trouver un sous-groupe Ii’ a Q et alors on sait que l’espèce est 
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un quotient. De plus, 
par lequel on effectue 

en effectuant 
le quotient. 

le QP r’, on a une description de l’action du groupe 

Proposition 2.11. Soient K, Q < S, tels que K a Q, alors il existe un groupe G par lequel on peut - 
effectuer un quotient de Xn JK de telle sorte que 

Démonstration. Posons N = Ns,, (K) et G = Q/K. D’une part, AT a Q + Q < Ns, (-fc) et alors - 

D’autre part, la proposition 2.5 nous donne un (anti-)isomorphisme 

On a donc 
Q/K -A N/I-i- 11, aut (xn/liy. 

L’action de Q/K sur Xn/K est obtenue en composant le long de A o L de sorte que l’image de 
yK E Q/K est 0, définit par O,(aK) = aqK (ali’ E (XnlK)[U]) (voir la démonstration de la 
proposition 2.5). On termine la preuve en montrant que 0, est bien défini et qu’avec cette action, 
on a effectivement 

(Xn/K)IG = X”l&. 

En fait, si U est un ensemble fini, on définit un isomorphisme naturel 

i-h (Xn/K)/G + X”l& 

en posant 

flu(G.ali’) = a& E (X”/Q)[U], 

où a-K E (XnlK)[U]. 0 

Le groupe Zz agit sur l’espèce Cn en changeant l’orientation des cycles. On constate alors 
que X”/Dn g (Xn/Cn>/Z2 (où Dn est le groupe diédral). Or il se trouve que Dn E Cn >a 22 
(où D, est le groupe diédral). Il est donc naturel de se demander si l’assertion suivante est vraie: 
Xn/Q g (X”“/K)/G > Q g K >a G. Il s’avère que cet énoncé est faux. En effet, soit 

I-15 = ((L&T 4, q, (2,3,5,4)) et p 5 = X5/ D5 l’espèce des polygones à cinq côtés. On a que 
X5/H5 N P,lZ, où l’action de Zz se fait par complétion des arêtes d’un polygone à 5 côtés 
11 6 P5 [U]. En particulier, on a que NS, (05) = H5 et que H5/D5 g Zz. Par contre, H n’est pas 
le produit semi-direct de D5 par Z2. En effet, par inspection, on trouve que H5 - D5 ne contient 
que des permutations de la forme (al, a2, a3, ad). Ces permutations sont d’ordre 4. Il est donc 
impossible de trouver un sous-groupe G de H5 qui soit d’ordre 2 et tel que G n O5 = (1). 

Par ailleurs, si Q, -K et G sont des sous-groupes de Sn tels que Q = K >a G, alors en particulier 
on a que li’ a Q et que G g Q /K, d’où le corollaire suivant. 

Corollaire 2.12. Soient G, H, Q < Sn tels que Q = K >a G, alors on peut effectuer un quotient 
- (Xn/K)/G de telle sorte que 

(Xn/K)/G = X”l&. 

Exemple 2.13: On a Sn g An >a Z2, donc Xn/Sn 2 (Xn/AJ/Z2, l’action de Z2 consiste 
évidemment à changer l’orientation de la (Xn/An)-structure. 

Le lemme suivant est utile pour déterminer si un groupe engendré par des permutations est 
produit semi-direct de deux de ses sous-groupes engendrés par des sous ensembles de permutations 
données. 
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Lemme 2.14. Soient X = {~1,7-2, . . . , rT} et Y = {rl, y2, . . . , ys} deux sous-ensembles de S, 
telsquei#jjTi#Tj,(i,j=1,2,*.. ,r),i#jjyi#yj,(i,j=1,2;.* ,S)etXnY=0, 

Posons Q = (X, Y), Ii’ = (X) et G = (Y). Supposons que K n G = (1) et que 

(VT f X)(Vy f Y)(yry-l E K) 

alors 

Q = li’ >a G. 

Démonstration. Montrons que G, K et Q satisfont la définition 2.1. Primo, on a par hypothèse 
K n G = (1). Secundo, montrons que 1c a Q, Tout d’abord, par récurrence sur la longueur de 
q E Q, on a que q7;q-1 E Ii’ (pour i = 1,2, . . . , r). Par suite, si k = ~~~~~~~~ . . . T:; E K (où 
ci = H) et q E Q, on a 

= [qr;;q-‘>(q$;q-‘> a. l  (qrzYq-l) E K. 

Tertio, puisque les générateurs respectifs de Ii’ et G forment une partition de ceux de Q et que 
li’aQ,onaQ=KG. 0 

Exemple 2.15. Soit 71 = (1,2,3)(4,5,6), 7-2 = (1,6)(2,5)(3,4) et y = (2,3)(4,5). On calcule 
que (Y-~, 72) n (y) = (1). De plus, on a y~&, ~7~y-l E Ii’. Donc le lemme 2.14 entraîne que 
(71,72,Y) = (7172) FJ (Y)* 

Or il se trouve que X6/ (71, Y-~) E pEic et que (71, 7-2, 7) g &. On a donc une action de 
(y) 2 Z2 sur l’espèce ?Eic. Le quotient par cette action est équivalente à oublier la coloration des 
pbic-structures 6 . 

Par la suite, nous utiliserons la notation de [We] pour le nom des groupes représentant les 
classes de conjugaisons de sous-groupes de & et ST. Par exemple, le groupe li’d ci-dessous est un 
groupe isomorphe au groupe de Klein, mais dans une autre classe de conjugaison (voir les tables 
de 1’ appendice A au besoin). 

Exemple 2.16. L’espèce X6 est de toute évidence isomorphe à X3 o X2. Une X6-structure 
peut être considérée comme une liste de trois ordres linéaires sur deux points. Soit Kd = 
((1,4)(2,5), (1,4)(3,6)), il est clair que 

X”/Kd = (X3 o X2)/Kd. 

Une (X’/kYd)-structure peut être représentée comme l’ensemble obtenu en inversant simul- 
tanément de toutes les façons possibles deux des X2-structures formant une (X3 o X2)-structure 
donnée (voir la figure 1). Remarquons qu’on a (1) a Kd, donc la proposition 2.11 s’applique à 
x6 s x6/(1). 

Le modèle ci-dessus nous servira à la section 7 pour calculer la dérivée de l’espèce X’/Kd. 
Cette dernière possède toutefois une interprétation comme quotient de l’espèce X2 E2(X2) par 
Z2 tel que décrit à la figure 2. Dans cette figure, nous avons indiqué par des flèches a, b, c la 
correspondance entre les deux interprétations (la flèche c est la même dans les deux cas). Il est 
facile de voir que le stabilisateur de la structure de la figure 2 est conjugué à Kd. Pour s’en 

FIGURE 1. Une (X6/1(d)-structure. 
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.,........* 
a 7 b 

c 
. . . . . . . . . . . 

FIGURE 2. Autre interprétation de X6/Kd. 

convaincre, le lecteur constatera que les automorphismes de cette structure consistent à inverser 
exactement deux des flèches a, b, c à la fois. Enfin, notons que Zz E (( 1,4)(2,5)) a 10 en accord 
avec la proposition 2.11. 

Exemple 2.17. Le groupe 

Ad = ((1,2,3)(4,5,6), (1,4)(2,5)) 

est isomorphe à 

A4 = ((v; 3), (1,2)(w)) 
mais dans une classe de conjugaison différente. Avec le lemme 2.14, on montre que A4b = 
Kd>a C3b,où C3b = ((1,2,3)(4,5,6)) es isomorphe à 23. On a donc une action naturelle de Zz sur t 
l’espèce X6/Kd. Cette action consiste à permuter cycliquement les 3 ordres linéaires sur 2 points 
dans les (X3 0X2)-structures formant les (X’/kYd)-structures. On adonc XF/A4b E (X6/Kd)/Z3 
sous cette action. 

Considérons maintenant le groupe 

SG = ((1,2,3)0,5,6),(1,4)(2,5).,(1,4)(2,3)~5,6)) 

isomorphe à Sd. On a S4c g A4b >a GI où GI = (( 1,4), (2,3), (5,6)) 2 Z2. Il y a donc une action 
naturelle du groupe 22 sur l’espèce X”/Adb. A la lumière du théorème 2.5 et de la proposition 2.11, 
une façon de déterminer comment 22 agit est de calculer le transport par (X6/A4b) [ (1,4) (2,3) (5,6)] 
del = ((1,4), (2,5), (3,6)) E (X3 0 X’)[n]; on trouve ((4, l), (3,6), (2,5)). L’action se fait donc 
en inversant l’ordre du couple ayant { 1,4} comme ensemble sous-jacent et en échangeant le couple 
sur { 2,5} avec celui sur { 3,6} dans toutes les (X3 o X2)-structures formant la classe contenant 
t dans (X6/A4b)[{1, 2,. . . ,6}]. Il suffit d’utiliser le transport de structures pour un ensemble 
quelconque U. 

Il y a un autre groupe isomorphe à S4 dans S6. C’est le groupe 

S4d = ((17 27 3)@, 5,6), (1,4)(2,5>, (2,3)(5,6)). 

On montre avec le lemme 2.14 que S4d = A4b >a G2, où G2 = ((2,3)(5,6)) E Z2. Ici aussi Z2 
agit sur l’espèce X6/A4 b. L’action dans ce cas se fait en échangeant le couple sur { 2,5} avec celui 
sur {3,6} dans toutes les (X’/Kd)-structures formant la classe contenant & (on ne modifie pas le 
couple sur { 1,4}). 

Exemple 2.18. Considérons le groupe 

s:b = ((17% 3)(4,5,6), (1,6,3,4,2,5), (2,3)(5,6)), 

qui est isomorphe au produit cartésien S3 x S3. 
Ce groupe contient 6 copies isomorphes à & qui sont les stabilisateurs des hexagones de la 

figure 3. Seules les copies correspondant aux trois hexagones du bas sont telles que le produit semi- 
direct ,de C3 b avec le stabilisateur de celles-ci donne Sz b (C3b fixe les trois premiers hexagones). 
Nommons respectivement GI ,G2 et G3 ces copies de &. 

Il y a donc un quotient de X”/Csb 1111 C3 o X2 par D6. Utilisons la présentation suivante de 
D6: (p,T ; p6 = 1,r2 = 1,p-rp-r = 1). 
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FIGURE 3. Six structures fixées par les copies de DG dans 5’: b. 

FIGURE 4. Effet de 7 sur une C3 o X2-structure. 

L’action de 7 sur une C3 o X2-structure est décrite par la figure 4. Elle consiste à choisir une 
des faces étiquettées a, b, c dans la figure et à échanger les points opposés comme indiqué par les 
flèches pâles. On constatera facilement que cette action ne dépend pas du choix de la face. En fait, 
on a inversé les orientations des deux triangles orientés dans le graphe (figure 4). Les trois façons 
de faire agir T- correspondent à G1 ,G2 et G3. 

L’effet de p est décrit par la figure 5. Comme dans le cas de 7, il y a trois façons de faire agir 
p correspondant aux trois sous-groupes G1 ,G2 et G3. On se convaincra, en observant la figure 6, 
que cette action ne dépend pas du choix de la façon de faire agir p. Dans les trois cas, on échange 
les triangles intérieurs et extérieurs de la C3 o X2-structure et on effectue une rotation d’un tier de 
tour dans le sens anti-horaire du triangle intérieur. 

Analysons cette action de D6 sur l’espèce C3 o X2. Pour ce faire, posons & = (1,2,3)(4,5,6), 

t = (2,3)(4,5), & = (1,3,2)(4,5,6), & = (1,6)(2,5)(3,4). Un calcul montre que CT1 = 
(i2,<3J4) c= a)* p arailleurs,((1,5,3,6,2,4)) = (&)>a(&)(ilestbienconnuque& = Z3>aZ2). 
On a donc G1 = M3) >a K4)) >a K2b 0 . n en déduit les quotients successifs suivants. Dans un 
premier temps, on peut faire le quotient de C3 o X2 par Z3 qui consiste à effectuer un tier de tour 
dans le sens anti-horaire du triangle intérieur. Il est facile de voir que l’espèce quotient est C& 
Ensuite, on quotiente l’espèce obtenue par Z2 en échangeant les deux triangles (cycles) entre eux. 
On obtient l’espèce E2(C3). Finalement, le troisième quotient consiste à changer l’orientation des 

FIGURE 5. Effet de p sur une C3 o X2-structure. 
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x4 

Xl 

x6 

x3 

FIGURE 6. L’effet de p sur une C3 o X2-structure ne dépend pas du choix du « trajet » 
à faire parcourir aux points. 

. deux cycles en même temps. On obtient un quotient de E2(C3). De façon schématique, on pourrait 
résumer ainsi 

C3 o X2 -% Ci: -% E2,(C;)i zz, E2(C,)/Z2. 

L’existence de ces quotients découle de la proposition 2.11 et du fait que l’on a 

Notons que l’on peut faire agir les groupes (t2), (t3) et (J4) indépendamment sur l’espèce 
c3 0 x2. L’action induite par t2 consiste à changer en même temps les deux orientations des 
triangles. Quant à J3, l’action induite est de faire tourner le triangle intérieur d’un tier de tour dans 
le sens anti-horaire (c’est l’action de p2 ci-dessus). Enfin [4 induit l’action qui se fait en échangeant 
les deux triangles entre eux et en changeant leur orientation simultanément (c’est le même effet 
que p3 ci-dessus). D’autres quotients sont possibles. Par exemple, on a 

Par contre, ces actions ne commutent pas. Si on effectue d’abord les quotients par Z2, nous ne 
pourrons quotienter par Z3 ensuite. En effet, il est facile de voir que si on effectue le quotient de 
C3 o X2 induit par t2, on obtient l’espèce E3 o X 2. Par suite, si on utilise l’action induite par t4, ’ 
on obtient l’espèce PG (entre autre parce que (&, J2, t4) =v &b). Or on a NS, (DG) = DG et donc 
NS6 (D6)lD6 = (1). Il s’en suit, d’après le théorème 2.5, que le seul automorphisme de l’espèce 
des polygones à 6 côtés est l’identité. Il est donc impossible d’effectuer un quotient par Z3. Ceci se 
traduit aussi par le fait que (h) t2, E4) $ (rl) [2) J3, E4) l  D ans le cas contraire, la proposition 2.11 
nous donnerait un quotient. 

3. Regroupements. Le corollaire 2.9 entraîne que certaines espèces atomiques (telle X6/A5b) 
ne sont pas un quotient d’une autre espèce par un groupe non-trivial. Nous verrons ici une opération 
plus générale que le quotient qui nous permet de décrire certaines de ces espèces. 

Étant donnée une espèce moléculaire T, le groupe symétrique S, agit sur les structures de T[n] 
par transport. L’action de 0 E S’.n. sur s f T[n] est définie par O-A = T[a](s). Si H < Sn, on peut 
faire agir toutes les permutations de H sur une structure s donnée. Nous verrons ci-dessous qu’on 
peut définir une nouvelle espèce à partir de T et H. Cette nouvelle espèce est appelée regroupement 

et généralise le quotient. 
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Cette construction est apparue dans un contexte informatique où l’on fait agir des sous-groupes 
de Sn sur des structures appartenant à des espèces moléculaires (voir [Chi]). De cette façon nous 
obtenons de nouvelles structures donnant une interprétation combinatoire à certaines espèces mo- 
léculaires. Le corollaire 2.9 et l’existence de sous-groupes simples de S, (par exemple X6/A5b) 

n’ayant pas d’interprétation directe (faisant appel à des espèces plus simples) dans le cadre de la 
théorie des espèces sont une autre justification la notion de regroupement. 

Dans ce qui suit, si T est une espèce moléculaire, nous identifierons T à l’espèce X*/I< où Ir’ 
est le stabilisateur d’une T[n]-structure. 

Définition 3.1. Soit T = X*/-K une espèce moléculaire et H < Sn tel que HIC = 1-H. On - 
appelle regroupement de T relatif à H l’espèce notée T/IH et définie par 

(T//H)[U] = {{fhJ( : h E H} : f E Bij(n,U)}. 

Si p E Bij( 77, V), le transport par ,8 est défini par 

(T,‘/H)[P]({fhK : h E H}) = {PfhK : h E H}. 

Remarque 3.2. La condition HIC = KH n’est pas nécessaire pour que le regroupement de X” /K 
relativement à H soit bien défini. Mais nous allons voir dans ce qui suit que si cette condition est 
vérifiée, alors le regroupement jouit de propriétés intéressantes. 

Remarque 3.3. On montre facilement que le transport ci-dessus est lui aussi bien défini, 
Lorsque le contexte sera clair, nous dénoterons l’ensemble { fhK : h f H} par [f]H. Si aucune 

confusion n’est possible, nous écrirons aussi [f] au lieu de [f]H. 

Proposition 3.4. Si T est une espèce moléculaire alors T//H est aussi une espèce moléculaire. 

Notons que l’on pourrait aussi définir le regroupement à partir d’un ensemble quelconque de 
permutations au lieu d’un sous-groupe H. Dans ce cas, il se peut que les « classes » [ f]H ne soient 
pas disjointes. 

Proposition 3.5. Avec les notations utilisées plus haut, soit H < Sn, Si HIC = KH alors pour - 
tout ensemble U, (T//H)[U] t es une partition de T[U]. De plus, si cette condition est vér@ée, 
alors 

ILflHI = IHlll~ ” w* 
Démonstration. Soit 77 un ensemble fini. Montrons d’abord que les classes sont disjointes. Soient 
f,q E Bij(n, U), supposons que [f] n [g] # 0. Il existe alors fhJ< et qh2K tels que hl, hz E H 

et fhl1-C = gh2K. En particulier il existe k E K tel que fhl = gh&. Ainsi f = sh,kh;l, mais 
HIC = ICH donc il existe h3 E H et k1 E K tels que kh;l = h&. D’où f = gh2h3k1. Par suite, 
si f hli’ E [f] , on peut écrire 

fh1-C = (qhzh3kl)hK 

= q(h2h3h4)k2K (car HIC = 1-H) 

= gh5K (car H est un groupe) 

Donc f hli’ E [y], ainsi [f] c [q]. L ‘inclusion inverse se montre de façon similaire. 
Par ailleurs, il est clair que 

u LflH = mJl* 
fEBij(n,U) 

La première assertion est démontrée. Montrons maintenant la seconde. Il est facile de montrer 
que 1’ application 

PI H - [fh 
h w  fhli’ 
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est bien définie et surjective. Par ailleurs, soient hl f H, hi> f H et f f Bij(n, U). On a h&’ E 
H n Ii’ @ fhlK = fh2K. En effet, d’une part, la condition entraîne qu’il existe k f H n Ii’ tel 
que hl = h&. Ainsi fh-J{ = fh&K = fh& D’autre part, si fhlK = fh2K alors il existe 
k E K tel que fhl = fh&. Donc hl = h& c.-à-d. k = hlhgl f Ii’. Finalement k = hl hz1 E H 

(car H est un groupe), donc k = hl hT1 E H n Ii’. Il s’en suit que Ipml(fhK) 1 = 1 H n Ir’I et la 
seconde assertion est démontrée. 0 

Remarque 3.6. On vient de voir que la condition HIC = KH entraîne que le regroupement de 
T = Xn/K relatif à H donne une partition de T[U]. Les éléments de T[U] sont alors regroupés 
suivant leur image par l’application ru suivante: 

La partition est en fait {T$(X) : J: E (T//H)[U]}. 

Remarquons que HIC = KH si et seulement si HIC est un groupe. Il s’avère que le stabilisateur 
d’une T//H-structure sur {1,2, . . . , 12} est (conjugué à) HI< comme le montre la proposition 
suivante. 

Proposition 3.7, SoientH telque HK = KH et [f]H E (T//H)[n], aZorsstab([f]H) estcon&& 
à HIC. 

, 

Démonstration. Soit [l]H f (T//H)[n]. Tout d’abord, montrons que -KH 5 stab([l]H). Soit 
k*h* E KH. Par définition [l]B = {hK : h E H}, on a donc k*h*hK = hlklK = hlK car 
HIC = KH et hlK E {hK : h f H}. Ainsi [l]H n [h*k*l]H # 0 d’où [h*k*l]H = [l]H (voir la 
proposition 3 S). Ainsi (h.* k*) . [l] H = [h*k*l]H = [l]~. Donc I{N 5 stab([l]H). 

D’autre part, on a stab([l]H) 5 KH. Soit a E stab([l]H), alors quel que soit hl E H, 

il existe 12z E H tels que ohlK = hz-K. Il existe donc k E Ii’ tel que ah1 = h2k, d’où 
o = hz?&’ = klhzhl’ E KH. Il s’en suit que stab([l]H) < KH et on conclut. 0 

Corollaire 3.8. Soit T = Xn/K et H < Sn tel que HIC = KH, alors - 

TIJH N Xn/HK. 

De plus, sous ces conditions, on a J(X”/HK)[n]J = m. 

La proposition suivante montre que tout quotient est un regroupement. 

Proposition 3.9. Soit T = Xn/K une espèce moléculaire. Tout quotient de T par un groupe G 
est isomorphe à un regroupement par un groupe H < Sn. 

Démonstration. Soit y: G + aut un homomorphisme. Nous supposerons sans perte de 
généralité que y est injectif. L’espèce T est moléculaire, donc pour tout g E G on peut définir 
Xg = (0 E Sn 1 Oli’ = g.K}, où g.K désigne ~(g)&K). Posons 

On a que H est un sous-groupe de Sn. En effet, en utilisant le fait que y(g) est une transformation 
naturelle, on calcule que o-rlir = a(gz.K) = g2@-K) k g&lI~) = g2glK. De plus on a 
a(g-?K) = Y-‘.(aK) = g-‘.(9X) = Ii-, d’où ü’li’ = g-?K. 

On montre aussi que X1 = Ii’ a H et que 

G E (H / k’jopp. 

Montrons maintenant que les espèces T/G et T//H sont isomorphes. Pour ce faire, il faut 
exhiber une bijection naturelle entre T/G et T//H. Soit U un ensemble fini et Q : T/G + T//H 
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FIGURE 7. Une (X6/A5b)-structure. 

définie par @u(G.aK) = [a]H, p our tout G.ali’ E (T/G) [U]. Cette application est bien définie. 
En effet, si G.a1< = G.bK alors l.aIC = aliT = g.bK pour un g E G. Or g.bK = b(g.10 
par naturalité. De plus, il existe h E H tel que g.K = hK, d’où ali’ = bhK. Il s’en suit que 
[a]H n [b]H g 0, d’ OÙ a H = [b]H, grâce à la proposition 3.5. [ 1 

Par suite, si [a]H E (T//H)[U] 1 [ ] “’ a ors a H est 1 image de G.aK, donc @ est surjectivc. 
Montrons maintenant que Qi est injective. Si [a]H=[b]H alors il existe k E I< et h f H tels que 

a = bhk. Soit g (= gh) tel que hli’ = g.li’, donné par définition de H. On a 

G.aK = G.(b(g.K)) 

= G.(g.bK) (l’action de G étant naturelle) 

= G.bI-C. 

Finalement, il faut montrer que, quels que 
p : U -+ V, le diagramme suivant commute: 

soient les ensembles finis U et V et la bijection 

WVJI -% T,‘/H[U] 

TI WI 
1 1 

T/ /HP1 

T/G[V] Q>v T//H[V] 

Or, si G.aK E (T/G)[U] alors 

(Qv o T/G[P])(G.aIC) = &(G.(T[p](aIC)) 

= Qv (G$aK) 
- - [palH 

= T//HIPl([alfd 
= (T//H[p] o @u)(G.aK). 

Ceci termine la démonstration. q 

Exemple3.10. Soit A56 le groupe ((1,2,3,4,5),(1,2,5)(3,6,4)). On avu dans l’exemple 2.10 
que l’espèce X6 /A5 b n’est pas un quotient car A5 b est simple. Par contre, on peut exprimer X” /As b 
comme un regroupement. Soit H = ((17% 5)(3,6, q, (1,4)(2,3)) et_li’ = (W, 3,4,5>, (2, ww). 
On a que H “N A4b, où A4b est défini dans l’exemple 2.17 et que X6/1< g Xps. De plus, 
H, K < A5 b et HIC = KH = A5b. On peut donc faire un regroupement de l’espèce XT5 de - 
telle sorte que X6/A5 b E XT’,// H. La figure 7 représente une X6/A5 b-structure sur l’ensemble 

(1 2 7 61 ~“‘~ l  
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FIGURE 8. Une façon d’obtenir une classe de Xpc, //H. 

Par ailleurs, on calcule que 1-H n Ii’1 = 2, JHI = 12 et ) [l]Hl = 6. Donc, on a bien 

I[~lHI = Ifwlff n Ii’1 = 2, en accord avec la proposition 3.5. 
Il y a une autre façon de trouver les X’&-structures faisant partie d’une classe de XP,//H. 

Avec s = K, on obtient les 5 autres structures de KS en effectuant les deux rotations indiquées 
par la figure 8 et ce pour toutes les faces (a, b, c, d et e). On représente s par un graphe dans cette 
figure. Toutefois, cette action n’est pas naturelle car il n’y a pas de façon de distinguer les 5 faces 
du graphe sans en étiquetter les sommets. 

4. Espèces moléculaires sur 6 points. 4. Espèces moléculaires sur 6 points. On utilise ici les techniques et résultats des sections On utilise ici les techniques et résultats des sections 
précédentes pour donner une interprétation combinatoire aux espèces moléculaires de degré 6. Il précédentes pour donner une interprétation combinatoire aux espèces moléculaires de degré 6. Il 
est bien connu que toute espèce moléculaire est isomorphe à une espèce de la forme Xn/K où est bien connu que toute espèce moléculaire est isomorphe à une espèce de la forme Xn/K où 
K < S’n, De plus, deux espèces Xn/K1 et Xn/& sont isomorphes si et seulement si Ii’1 z 1&. K < S’n, De plus, deux espèces Xn/K1 et Xn/& sont isomorphes si et seulement si Ii’1 z 1&. 
Il y; donc autant d’espèces moléculaires (à isomorphisme près) sur ?z points qu’il y a de classes Il y; donc autant d’espèces moléculaires (à isomorphisme près) sur ?z points qu’il y a de classes 
de conjugaison de sous-groupes dans Sn. de conjugaison de sous-groupes dans Sn. On trouvera dans [We] une liste de représentants de ces On trouvera dans [We] une liste de représentants de ces 
classes pour 72 = 6. classes pour 72 = 6. C’est à partir de cette liste que nous avons travaillé. Nous y avons aussi C’est à partir de cette liste que nous avons travaillé. Nous y avons aussi 
emprunté les noms des représentants des classes de conjugaison. emprunté les noms des représentants des classes de conjugaison. 

Nous allons donner une interprétation aux espèces qui n’ont pas été décrites dans les sections 2 Nous allons donner une interprétation aux espèces qui n’ont pas été décrites dans les sections 2 
et 3. Rappelons que nous avons écrit un ensemble de procédures en MAPLE qui nous ont facilité et 3. Rappelons que nous avons écrit un ensemble de procédures en MAPLE qui nous ont facilité 
la tâche. Certaines des méthodes employées en MAPLE sont illustrées dans [Chi]. On trouvera à la tâche. Certaines des méthodes employées en MAPLE sont illustrées dans [Chi]. On trouvera à 
l’appendice A des tables donnant la liste complète des espèces ainsi qu’un renvoi à l’exemple où l’appendice A des tables donnant la liste complète des espèces ainsi qu’un renvoi à l’exemple où 
l’on en donne une interprétation, si l’espèce est atomique. l’on en donne une interprétation, si l’espèce est atomique. 

Parmi les espèces sur 6 points, certaines sont obtenues de celles sur 2 et 3 points par substi- Parmi les espèces sur 6 points, certaines sont obtenues de celles sur 2 et 3 points par substi- 
tution (en effet, 6 = tution (en effet, 6 = 2 x 3). Ces espèces ont été identifiées en calculant le stabilisateur d’une 2 x 3). Ces espèces ont été identifiées en calculant le stabilisateur d’une 
structure et en trouvant le représentant de sa classe de conjugaison. Par exemple, le stabilisateur structure et en trouvant le représentant de sa classe de conjugaison. Par exemple, le stabilisateur 

de -C(L w), (275, m de -C(L w), (275, m une (E2 o X3)-structure sur {1,2,. . . ,6} est li’ = ((1,2)(3,5)(4,6)). En une (E2 o X3)-structure sur {1,2,. . . ,6} est li’ = ((1,2)(3,5)(4,6)). En 
trouvant le représentant de la classe de conjugaison de 1(, on identifie cette espèce. Les autres trouvant le représentant de la classe de conjugaison de 1(, on identifie cette espèce. Les autres 
espèces identifiables de cette façon sont espèces identifiables de cette façon sont 

Certaines espèces 
petites, on retrouve 

sur 6 points sont obtenues par produit d’espèces sur des cardinalitées plus 

E2E2(X2), E;, C4E2, 71)qbicE2, p4E2, Eif-E2, E4E2, ci, E3c3, E:. 
De plus, d’autres espèces ont la forme X’M, où MS est de degré s > 1, r > 1 et r + s = 6. - - 

Par inspection, on trouvera que les espèces ci-dessus sont les seules qui sont non atomiques ou 
non primitives. Remarquons aussi que certaines espèces sont obtenues à la fois des deux façons 
mentionnées ci-dessus: Par exemple, E?j = X2 0 Es. 

Notons aussi que certaines espèces vivent sur toutes les cardinalités ou sur les cardinalités 
paires. On retrouve ainsi 

CG, 7’zic, 7’6, E& Eg. 
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Nous 
tionnées. 

FIGURE 9. Une (X6/C4b)-structure. 

FIGURE 10. Une (X”/Ke)-structure, 

allons maintenant entreprendre la description des espèces qui n’ont pas encore été men- 

Exemple 4.1. Parmis celles-ci, on retrouve l’espèce X6/C40, où 

c,b = ((1,2,3,4)(5,6)). 

C’est l’espèce des graphes (orientés) isomorphes à celui qu’on voit dans la figure 9. 
plonger ce graphe dans un octaèdre comme l’illustre la figure. 

On peut 

t Exemple 4.2. Soit lie = ((1,2)(3,4)(5,6),(1,5)(2,6)). Les trois graphes de la figure 10 
représentent tous des X’/li’e-structures, Le premier est un graphe simple. En ce qui concerne 
le deuxième, on a affaire à un hexagone dont deux arêtes opposées sont d’une autre couleur. Le 
troisième est un hexagone muni d’un diamètre. Il est facile de voir que le stabilisateur de chacun 
de ces graphe est conjugué à Ke, les espèces correspondantes sont donc isomorphes. 

Comme l’illustre la figure 11, cette espèce est aussi isomorphe au quotient de X2E2 (X2) par 22 
qui consiste à inverser tous les 2-ordres linéaires simultanément. Il est facile de voir que l’espèce 
obtenue de cette façon est bien isomorphe à celle obtenue avec les graphe ci-dessus. 

Exemple 4.3. Le groupe Dqd = ((1,3,2,4)(5,6), (1,2)(5,6)) est le produit semi-direct de C4t) 
avec ((1,2)(5,6)) N Z2. L’ p es èce X6/D4d est le quotient de X6/C4b par Z2. L’action de Z2 est 
représentée par la figure 12. 

Exemple 4.4. Il y a deux façons de représenter l’espèce X6/D4 b. D’une part, on calcule que 
D4b = ((L3,2,4)) H ((1,2)(5,6)), il y d a ont une action de Z2 sur l’espèce X2C4 telle que 
X6/D4b = X2C4/Z2. Cette action consiste à inverser simultanément l’ordre linéaire (sur 2 points) 
et le cycle d’une X2C4-structure. D’autre part, il est facile de voir que D4b est le groupe des 
automorphismes de l’octaèdre. 

FIGURE 11. Autre interprétation pour (X6/IiTe > . 



Y. Chiricota 25 

FIGURE 12. Action de Zz sur X6/C4b. 

FIGURE 13. Quotient de Ci par Z’+ 

Exemple 4.5. Le groupe S4b = ((1,2,3), (1,2)(3,4), (1,2), (5,6)) est le produit semi-direct de 

((LT 31, (1, w44)) z Ada par le groupe ((1, L), (5,6)) 2 Z2. On en déduit l’action de Z2 sur 
l’espèce E&!T$ E X2E,f qui consiste à changer les deux orientations simultanément. Sous cette 
action on a X6/S4b E (X2E:) jZ2. 

Exemple 4.6. Soit S$i+ le groupe ((1,2,3), (4,5,6), (1,2)(4,5)) isomorphe à l’intersection de 
S3 x S3 avec A6. Oncalcule S$I+ = ((1,2,3),(4,5,6)) >a ((1,2)(5,6)), d’oùl’actionde 22 sur 
l’espèce Cg qui consiste à changer l’orientation des deux cycles d’une C$-structure. On a alors 
X’/Slja+ g C,Z/Zz. 

Exemple 4.7. Le groupe C2 [ Sg] a+ = ((1,2,3),(4,5,6),(1,4)(2,6,3,5)) estleproduitsemi-direct 

de ((17% a, (47% 6)) par ((1,4)(2,6,3,5)) = C4b N Z4. On a donc une action de Z4 sur l’espèce 
Ci. L’action est illustrée par la figure 13, où on voit l’effet du générateur de Z4 sur une C$structure. 

Exemple 4.8. Finalement, l’espèce X6/S5b, où 

est le quotient de X6/A5b par Z2 dont l’action est induite par la complémentation du polygone à 5 
côtés comme l’illustre la figure 14. 

5. Espèces moléculaires sur 7 points. Nous allons étudier ici quelques-unes des espèces 
moléculaires vivant sur 7 points obtenues par quotient. Pour une interprétation des autres espèces 
sur 7 points, on pourra consulter l’appendice A. 

Exemple 5.1. Parmi les espèces sur 7 points, quelques-unes sont obtenues par un quotient de 
l’espèce X7/((1,2,3)) = X2X2& par certains groupes. Par exemple, on a &e = (( 1,2,3)) >a 

((W(4; 5)(6,7))* L’ P es èce X’/S&,e est donc un quotient de X2X2& par Z2 où l’action consiste 
à changer l’orientation des deux ordres linéaires et du cycle simultanément (voir la figure 15). 

FIGURE 14. Action induite sur les X6/S5b-structures. 

!  .  
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FIGURE 15. X6/$+ 

FIGURE 16. X’/-&e. 

L’espèce E2(X2) C3 est le quotient de X2X2& obtenu en échangeant les deux ordres linéaires. 
On peut par la suite quotienter E2(X2) C3 par Z2 en changeant l’orientation du cycle. On a alors 
E2(X2) E3 = X7/D&, où D&z = ((1,2,3)(4,5)(6,7)) >a ((1,w 

Exemple 5.2. Considérons le groupe &e = ((1,2,3)(4,5)(6,7)) >a ((1,2)(4,5)). On a ici une 
action de 22 sur l’espèce E2(X2) C3 décrite par la figure 16. 

Exemple 5.3. Le groupe & agit sur l’espèce ptic comme illustré par la figure 17. L’action consiste 
à choisir une couleur d’arête et à effectuer une rotation des trois points comme indiqué après avoir 
placé les arêtes de la couleur choisie verticalement et celles de l’autre couleur horizontalement. On 
vérifiera qu’il y a quatre façons de représenter un polygone bicoloré de la sorte et dans tous les cas, 
l’effet de la rotation est le même (en d’autre mots, cette action sur la ?iic-structure est naturelle en 
ce sens que peu importe la façon d’effectuer la rotation (il y en a 4), le résultat est le même. 

La figure 18 donne une autre façon de voir cette action. On fait subir à la structure une rotation 
r de 7~/2 et ensuite on effectue une transposition t des deux points reliés par une arête en trait 
plein. Remarquons entre autre que (t o T)~ = 1. Soit le groupe Aqc = ((4,5)(6,7), (4,6)(5,7)) >a . 
((1,2,3)@, 5,6))* L’ es P èce X7/A4c est donc le quotient de X3Fkic par Z3 où l’action sur une 
structure consiste à permuter cycliquement les trois points de l’ordre linéaire et à effectuer la 
rotation indiquée ci-dessus sur la Fkic-structure. 

Exemple 5.4. Le groupe Z2 agit sur l’espèce E2(X2) en effectuant la transformation illustrée 
par la figure 19. On vérifiera que cette action est naturelle. Soit &sa = (( 1,2,3), (4,5)(6,7), 
(1,2)(4,6,5,7)). Un calcul’montre que 

((17% 3), (4,5)(6,7)) a Qsa* 

On a donc une action de &6a/((l, 2,3), (4,5)(6,7)) E Z 2 sur l’espèce C3 E2( X2). Cette action est 
obtenue en appliquant l’action de Z2 sur E2(X2) décrite ci-dessus et en changeant l’orientation du 
cycle. 

Exemple 5.5. Considérons le groupe 

G = ((V, 3), (4,5)(6,7), (4,6)(5,7)) >a ((1,2)(4,6)) g D4S3 n A7. H-‘--~ “--“-..... 0 / : f / 0 0 k 1 i ,/ Y/” c,..“..,,,“,- 
FIGURE 17. X7/A4c. 
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FIGURE 18. X7/A4c. 

FIGURE 19. X7/Q6a. 

L’espèce X7/G est le quotient de C3’Pkic par Z2 obtenu en changeant l’orientation du cycle et en 
effectuant la transformation indiquée par la figure 20 sur Piic. 

Exemple 5.6. Soit 

ff7a = ((1,2,3,4,5,6,7),(2:7)(3,6)(4,5),(2,3,5)(4,7,6)) >a ((2,3,5)(4,7,6)). 

On a ici un quotient de P7 par 23, l’action étant illustrée par la figure 21. 

Exemple 5.7. En utilisant l’action de 22 sur l’espèce PS décrite dans la figure 14, on peut faire un 
quotient de l’espèce X2&par Z2 en changeant l’orientation de l’ordre linéaire et en complémentant 
le polygone en même temps. Sur les stabilisateurs, ceci se traduit par le fait que 

D5a = ((1,2,3,4,5>, (2,5)(3,4))) 
a (UT27 v45>, (2,5)(3, q, (27% 5,4)(6,7)) = ff5b. 

On a que X2’& E X7/D5a, donc X7/H& E (X2Pg)/Z2, le quotient est celui décrit ci-dessus. Re- 
marquons qu’ici, H5b n’est pas le produit semi-direct de DSa par Z2 car (( 1,2,3,4,5), (2,5)(3,4))n 

(ch% 5,4)(6,7)) = ((2, ww)) # (1). p ar contre, H&/&a N Z2 (voir la proposition 2.5). 

Exemple 5.8. Le groupe 

se = ((1,3,2)(4,5,6),(4,5)(6,7),(4,6)(5,7),(1,2)(4,6)) 
est le produit semi-direct de Adc z ((1,3,2)(4,5,6), (4,5)(6,7), (4,6)(5,7)) par ((1,2)(4,6)) g 
Z2. De plus, on a vu que X7/A4c E (X3’Pkic)/Z3. L’action de Z2 sur une (X3Plic)/Z3-structure 
se fait en appliquant la tranformation décrite dans la figure 20. 

6. Critère d’atomicité. Nous donnons ici une condition nécessaire et suffisante pour déter- 
miner si une espèce Xn/ H est atomique. Cette condition est une adaptation du critère de Yeh 
(voir [Ye], chap. 15 2) à notre contexte, c.-à-d. au cas où H est donné sous la forme (y1 , g2, . . . , gT), 
y; étant un élément de Sn pour i = 1,2, . . . , r. 

On trouvera dans [Chi] le code Maple implémentant notre méthode. Ces programmes peuvent 
servir à déterminer si l’espèce moléculaire à laquelle appartient une structure s est atomique ou 
non après avoir calculé le groupe des automorphismes de s (voir l’exemple 6.6). 

FIGURE 20. X7/(DqS3 n A7). 
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FIGURE 21. X7/H7a. 

Établissons quelques notations. Soit G un groupe. Nous dénoterons par (G, E) le G-ensemble 
E. Soit N < S, et U c n. Supposons que (H, 77) soit un H-ensemble, Soit V c U tel que 
HV c V. Sih E H, on définit la restriction de h à V, noté hv, par hv(u) = h(u), Yu E V. De 
même, si U c W on définit l’extension de h à W, notée h”, par 

hw(w) = h(w) si w ’ UT 
W sinon, 

Nous désignerons par Hv l’ensemble { hv : h E H} et par HW l’ensemble {h” : h E H}. 

Définition 6.1. Soit H, U et V comme ci-dessus. On dira que (Hv, V) est unfacteur de (H, U) si 

(HI+’ c H. 

Le lemme suivant est dû à Yeh (voir [Ye]). 

Lemme 6.2. Si Xn/H est une espèce moléculaire et s’il existe U c n tel que U # Or, U # 11 et 
que (Hu, U) est un facteur de (H, n), alors on a un isomorphisme d’espèce s 

X” N XIV xIn\Ul 
---.- 
H - HU H,\U' 

Ainsi pour déterminer que H < Sn est le stabilisateur d’une espèce non-atomique, il suffit de 
trouver un sous-ensemble propre Ü de n tel que NU c U et (Hu, U) soit un facteur de (H, n). 
Le lemme suivant facilitera la recherche d’un tel U et nous permettra d’énoncer un algorithme 
d’atomicité. Nous dénoterons par O(H) l’ensemble des orbites de (H, n). 

Lemme 6.3. Si (Hu, U) est un facteur de (H, n), alors il existe un sous-ensemble 0 de O(H) tel \ 

U=uQ. 
QE@ 

Démonstration. Il suffit de montrer que si Q E O(H) alors U n Q # 0 + Q c U. Ceci est clair 
car si q E Q et q E U, alors Q = Hq c HU c U. [7 

Le choix d’un facteur est donc limité par le choix de l’ensemble U qui doit être précisement 
la réunion de certaines orbites de H. Par ailleurs, si on connait des générateurs de H (ce qui est 
notre cas dans le contexte de la classification des espèces moléculaires), la condition (Hv)’ c H 
de facteur est facilement vérifiée à partir des générateurs. Il est en effet évident que si V c U c n, 
alors 

‘dh,k E H, hvkv = (hk), et h”ku - 
U - (hk) . 

Il s’en suit le résultat suivant 

Lemme 6.4. Si H = (hl, hz, . . . , h,) alors 

PO 

Nous avons tous les outils en main pour énoncer 1’ algorithme. 
ur dési gner 1’ ensemble des parties à k éléments de 0. 

Hv)’ c H M Wt E {hI,h2, . . . ,h,},(hv)u f H. 

Nous utilisons la notation Tk (0) 
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Algorithme 6.5 (Critère d’atomicité). 

I Soit H = ( hI, hz, . . . ,12,) < S,; 
- Soit ml := lO(H)(; 

Pour tk = 1 à m - 1 faire 

Pour chaque {OI, 02,. . . , Ok} E P,(Q(H)) faire 
u := ul<;<k 0;; -- 
Si’dh E {/xl, hz, . . . , h,)l on a hi7 c U et (hu)” E H 

alors retourner (Hu, U); 

Jin; 
Retourner 0; 

Exemple 6.6. Il est facile de voir que le stabilisateur de toute C,(X’)-structure est conjugué au 
groupe engendré par la permutation 

h = (1,2, . . .,n)(n+l,n+2, . . . . 212). 

Par ailleurs il est clair que 

(3((h)) = {{1,2,. . . ,n}, {n + 1,?2 + 2,. . . ,212)). 

Les seuls choix pour l’ensemble U d’un éventuel facteur sont donc { 1,2, . . . , n} ou {n + 1, n + 
3 d7”‘7 an}. Dans un cas comme dans l’autre, la condition sur ( hu){1T2-2n> n’est pas vérifiée. Par 
conséquent, C, (X2) est atomique. 

L’algorithme 
ou non. 

précédent a été utilisé pour classer les espèces del’ appendice A comme atomiques 

7. Calcul de dérivées. La dérivée d’une espèce k! est la nouvelle espèce ïk!’ définie par 

M’[U] !Tif M[U + {*}], 

où * $ U. Nous nommerons M-structure dérivée un élément de M’[U]; notons que bien qu’une 
telle structure dérivée soit une construction sur U + { *}, son ensemble sous-jacent est U. 

La dérivée d’une espèce moléculaire peut être calculée à partir des interprétations combinatoires 
telles que trouvées aux sections 4 et 5. Une première approche consiste, grosso modo, à d’exhiber 
un isomorphisme naturel à partir de l’objet qui décrit l’espèce moléculaire (voir entre autre [La2]). 

On peut aussi utiliser la formule suivante, due à Yeh ([Ye, LY]), 

(Xnp{)’ = x Xn-l 
x~oI 

i 
IiY n S{1,2,...,n}-{cc} ’ 

où 01~ est un système de représentants. des orbites de li’. On trouvera dans [Chi] le code Maple 
pour effectuer ce calcul de façon automatique. 

Nous utiliserons une méthode combinant les deux précédentes. Cette façon de procéder nous 
permet d’une certaine façon de « voir » la dérivée sur la structure comme c’est le cas lorsque l’on 
cherche un isomorphisme naturel. Il s’agit de trouver les types d’isomorphisme d’une structure sur 
l’ensemble U + { *} et ensuite de calculer le stabilisateur de chaque type d’isomorphisme. Notons 
qu’ici la notion d’isomorphisme doit tenir compte du point *. Par exemple, les structures de la 
figure 22 ne sont pas isomorphes, le point * n’occupant pas la même position dans l’ordre linéaire. 
Par contre, la figure 23 illustre deux structures dérivées isomorphes. 

Notons que si la structure dérivée s est obtenue du quotient d’une espèce, le point * doit se 
retrouver dans chaque structure formant s. 

Nous utiliserons ici cette méthode pour calculer la dérivée de quelques unes des espèces sur 6 
et 7 points trouvées dans les sections précédentes. 

~ _ -._ - - “ 

-. 
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FIGURE 22. Structures dérivées non-isomorphes. 

FIGURE 23. Structures dérivées isomorphes. 

Exemple 7.1. Tout d’abord, considérons l’espèce C$Z2. Il est facile de voir que (C$Z2)1 = 
2(X2C3/Z2). En effet, l’ajout du point peut se faire dans le premier ou le deuxième cycle. La 
figure 24 montre une structure dérivée du premier type. 

Exemple 7.2. Considérons maintenant l’espèce X’/Kd. Une structure dérivée est obtenue en 
choisissant un des couples (une des X2-structures) d’une (X’/Kd)-structure s et en y placant le 
point * comme l’illustre la figure 25. Le choix du couple n’est a priori pas suffisant car chacun 
des trois couples est aussi muni d’un ordre linéaire. Une fois le couple choisi, il faut choisir où se 
place le point * dans celui-ci. Cette fois, le choix est arbitraire car l’action de Kd « symétrise » 
s. En d’autre mots, il est équivalent de mettre * sur une position ou l’autre dans le couple choisi, 
puisque l’action de Kd échange ces deux positions. Une fois le choix du couple fait et le point 
* placé dans le couple, on constate que le seul automorphisme (de structure) possible pour s est 
d’inverser simultanément les deux couples de s qui ne contiennent pas * (on pourrait penser qu’un 
autre automorphisme consiste à échanger ces deux couples entre eux, mais ce n’est pas le cas car 
les trois couples sont ordonnés linéairement). 

Remarquons que l’automorphisme doit agir simultanément sur toutes les X3 o X2 formant s. 
Cet automorphisme échange les X3 o X2 structures composant s entre elles. On conclut que le 
stabilisateur de s est conjugué à C2b, d’où (X6/1(b)’ N 3XE2(X2). 

Exemple 7.3. L’espèce X6/A& est isomorphe au quotient de X’/liTd par Z3 tel que décrit à 
l’exemple 2.17. L’action de 23 consiste à permuter cycliquement les trois couples simultanément 
dans chacune des quatre structures qui forment la structure quotient. Cette action rend indifférent 
le choix du couple dans lequel ira le point *. De plus, on voit que le seul automorphisme de la 
structure dérivée obtenue consiste à inverser chacun des deux couples ne comportant pas le point 
*, d’où (X6/Aqb)’ = XE2(X2). 

FIGURE 24. Dérivée de C32/Z2. 
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FIGURE 25. Dérivée de (X6/Kd). 

FIGURE 26. Dérivée de Ci /ZJ. 

Exemple 7.4. Considérons l’espèce C$& (ce quotient est décrit à l’exemple 4.7). Une structure 

dérivée est donnée dans la figure 26. On voit, en calculant le stabilisateur, qu’une telle structure est 

en fait une (X2C3)/Z2-structure. On se convaincra en effet que stab({tl, t3}) = stab((t2, t4}) = 

stal~({tl,t2,~3,t4>)* 

Exemple 7.5. La dérivée de l’espèce X6/C4b est X5 + XE2(X2) (l’espèce X6/C4b est décrite 

à l’exemple 4.1). La figure 27 illustre ce fait. On voit qu’il y a deux choix pour l’emplacement du 
point *. Le premier donnant lieu à une X5-structure et le second à une XE2(X2)-structure. 

Exemple 7.6. Une (C3C4)/Z2-structure dérivée est obtenue en placant le point * dans l’un des deux 
cycles. Si on le place dans le 3-cycle, il est facile de voir que l’on obtient une (X2C4)/Z2-structure. 

Dans l’autre cas, la figure 28 illustre le fait que l’on obtient une X( (X2C3)/Z2)-structure. D’où 

((c3c4)/z2)’ = (x2f4)/z2 + x((x”c,)/z,). 

Exemple 7.7. Une &-structure dérivée (section 5) est obtenue en placant le point * dans l’un 
des deux ordres linéaires (au début ou à la fin, d’où deux cas) ou dans le 3-cycle. La première 

éventualité est illustrée par la figure 29. On obtient dans ce cas une structure appartenant à 
l’espèce X( (X2C3)/Z2). Si le point * est dans le cycle, la structure correspond à une X6/1<& 

structure comme l’illustre la figure 30. En effet, on constate que les automorphismes de cette 

structure consistent à échanger deux des paires de points a, 0, c simultanément. On conclut que 
(x(/&e)’ = LX((X2C3>/Z2) + X6 /I<d. 

English extended abstract. It is a well known fact in the theory of species of structures that 
molecular species of degree n cari be indexed by conjugacy classes of subgroups of the symmetric 

group S,. More explicitely, given a representative K of these conjugacy classes, it is possible to 
define a corresponding molecular species MI<. Moreover, if K and H are conjugate, then MI(- 
and A~H are isomorphic. A table due to Wensley (see [We]) gives representatives of the conjugacy 
classes of subgroups of 5’7. We used this table to find a combinatorial interpretation for molecular 

species of degre 6 and 7. A molecular species is said to have a combinatorial interpretation if 1) it 
is “constructible” from species that already have combinatorial interpretations by means of usual 

operations on species (+, . , quotient, etc.), or 2) the abjects belonging to the species are easily 
describable combinatorial structures (like cycles, polygons, etc.). 

TO achieve our goal, we first study the concept of the quotient of a species. The quotient of 
a species T by a group G is possible if there is a homomorphism from G to aut (()T) (the group 

of automorphisms of T). The structures belonging to the quotient species on a set U have the 
form G.s, where s is an element of G[ U]. Theorem 2.5 gives a representation of the group of 
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FIGURE 27. Dérivée de X7/C40. 

FIGURE 28. Dérivée de (C&,> /Z, . 

automorphisms of a molecular species T. Propositions 2.8 and 2.11 give necessary and sufficient 
conditions on a subgroup Q 5 Sn for the species NiQ associated to Q to be a non-trivial quotient. 

We introduce the notion of regrouping that is a generalization of the quotient. This is a 
construction that cari be used when it is impossible to represent a species by means of a (non- 
trivial) quotient. The regrouping of a species T = MI{ by a subgroup H of S, is possible if 
HIC = KH. The structures of the new species on a set U are the elements of 

where Bij( (, n), U) denotes the set of bijections from { 1,2, . . . , n} to U. 
Propositions 3.4, 3.5, 3.7 and 3.9 give properties of regrouping. In particular, we give a proof 

that the subgroup associated to a regrouping of MI(- by H is HIC. 

Sections 4 and 5 give a classification of a11 the molecular species of degre 6 and 7. We describe 
in these sections many group actions on combinatorial structures that represent molecular species. 
We also give an algorithm implementing the Yeh criterion to determine whether a species is atomic 
or not. In the last section of the paper, we have used the combinatorial interpretations of the 
preceding sections to compute the derivative of some molecular species. The paper concludes with 
tables that describe the new species. 

We made an extensive use of the Maple symbolic computation software to do many computa- 
tions. A Maple package was born from this work and Will be available via ftp. 
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FIGURE 29. Dérivée de X7/DGe (1). 

FIGURE 30. Dérivée de X7/Dee (2). 
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A. Espèces moléculaires de degrés 6 et 7. Qn trouvera ici deux tables qui regroupent les 
espèces moléc ulaires rencontrées dans les sections 2, 3,4 et 5. 

No ta tions. 
l li’+ signifie K n A6 ou K n A7 , selon le cas. 
l -K[H] signifie le produit en couronne de I< par H. 

Remarques. 
l Le tableau 1 ne contient pas les espèces moléculaires de degré 6 de la forme X%!l~ où 

1 2 i 5 5. Ces dernières se retrouvent en consultant une table des espèces moléculaires de 
degré < 6. 

I , 

l Le tableau 2 ne contient pas les espèces moléculaires de degré 7 de la forme XiMk où 
1 _< i 2 6. Ces dernières se retrouvent en consultant une table des espèces moléculaires de 
degré < 7. 

l Le nom du stabilisateur est déterminé par la classe d’isomorphisme de celui-ci. Par exemple 
A&‘2a et A&& sont des groupes isomorphes au produit cartésien A4 x Ca , mais dans 

des classes de conjugaison différentes. Il en va de même pour les 3 sous-groupes de 5’6 
isomorphes à S4 qui sont &b , S4c et S&. Cette dénomination est empruntée à [We]. 

l Dans la table des espèces sur 7 points , lorsqu’un quotient par Z2 n’a pas de référence , c’est 
que 1’ action consiste à changer l’orientation des structures. 
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TABLE 1. Espèces moléculaires de degré 6. 

Card. 11 

720 

Espèce 11 At. 11 Réf. 1 Stab 

16 

Générateurs 

(1) 
I c2c II wwwt5w II 360 II 

1 c4c2a 11 wwm9) II 90 II 
I li’e II ((12)(34),(13)(24)(56)) 11 180 11 (X”. 

I Gb II ((12)(34),(13)(24),(56)) II 90 II 
I D4b II (P324WW) II 90 II c- 

* I D,c II w24tmtw II 90 II i 
D4d 

-&Ga 
((1324>(56>,(12)06>) 90 (X 

w24,wMw 45 

I AqC3a11((123),(12)(34),(56)) II 30 II 
I s4b -rr- ((1234)(56),(123)) II 30 Il 0 
I S&a Ip ((1234),(123),(56)) II 15 II 

-“/Kd)/Z3 ” ” 

E2 (c3) 
f 

‘2(E3 >/z2 x ex. 2.18 

ex. 

ex. 
ex. 

4.7 

3.10 

_ 

4.8 

1 ~s6a 
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TABLE 2. Espèces moléculaires de degré 7. 

Stab 

17 

C6C 
c6C2a 

S 3e 

D6c 

D6d 

D6e 

S3Ka 

GCG 

D5b 

D1oa 

Générateurs 

(1) 

Card. 

5040 

Espèce 

x7 
T3E2cf2) 

At. Réf. 

840 C 
420 C3E;E2’ 

840 (C3X2X2KG x ex. 5.1 

420 L 
420 ((X2C3)/z2)E2 

420 (c3E2(x2))/z2 

210 

504 

504 (- 
252 

H5b ((12345),(2354)(67)) 252 (1 

ff5C2a ((12345),(2354),(67)) 126 E 

A5C2a ((12345),(123),(67)) 42 

s5c ((12345),(1234)(67)) 42 (1 

1 s5c2a 11 ((12345),(1234),(67)) II 21 II 

I D4C3a II ((123)(4567),(46)) II 210 Il 

I A4C3a II ((123),(456),(45)(67)) II 140 II 
S&a ((123) (4567) 9 (456)) 70 

Qsa ((123),(45)(67),(12)(4657)) 420 (C3E2(X2))/& 11 X 1) ex.5.4 

C4S3a ((123)(4567),(W) 210 
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TABLE 3. Dérivées des espèces atomiques de degré 6. 

Espèce Dérivée 

(X6/Kd)/Z3 

(X6/A4b)IZ2 = X”/&c 

(X”/A,b)IZ, N X6/S4d 

2 

Egf E6 
Jf36 E5 

TABLE 4. Dérivées des espèces atomiques de degré 7. 

Espèce Dérivée 

c,lz, c,jxz j 
p7p-3 c6 

X7/PSL(2, 7)a - (X6/A4b)/Z2 2 X”/S4d 

Jv ES 
E7 Jf36 

: 
I ’  


