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QUELQUES RESULTATS AU SUJET
DES DENSITES DE PREMIER PASSAGE POUR
DES PROCESSUS DE DIFFUSION

Mario LEFEBVRE

RESUME. Dans cet article, on considére des processus de diffusion en une et deux dimensions
et on prouve quelques résultats au sujet de la distribution de temps ou d’endroits de premier
passage pour ces processus. Des exemples sont donnés.

ABSTRACT. In this paper, we consider diffusion processes in one and two dimensions.
Some results concerning the distribution of first hitting times or places for these processes are
proved. Examples are given.

1. Introduction. Le probléme d’obtenir des distributions de premier passage pour des
processus de diffusion a été étudié depuis plusieurs décennies maintenant. Les résultats
explicites pour le cas de processus de dimension n supérieure ou égale & deux sont encore
rares. Dans cet article, on s’intéresse d’abord au cas des processus unidimensionnels. Un
théoréme classique démontré pour le cas de processus stationnaires dans le temps est
généralisé au cas ou les processus ne sont pas stationnaires. Ensuite, dans la section 3, on
considere la somme d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de son intégrale. On obtient
un résultat explicite pour la distribution d’un temps de premier passage pour cette somme.
Finalement, dans la section 4 une expression est obtenue pour la fonction caractéristique
d’un endroit de premier passage pour des processus bidimensionnels.

2. Généralisation d’un théoréme de Siegert. Dans un des premiers articles au sujet
des distributions de premier passage pour des processus de diffusion, Siegert (1951) a
démontré le théoréme classique qui suit.

THEOREME 2.1. Soit X(t), t > 0, un processus markovien unidimensionnel, & temps
continu et stationnaire. Définissons

P(z;y,t)dy = P[X(t) € (y,y + dy) | X(0) = =]. (2.1)
Alors, s’il existe un point z (< z) tel que
P(zy,t) = P(2;22 — y, 1), (22)

on peut écrire que

PT(z,2) < ] = 2P[X(¢) < | X(0) = a], (2.3)
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166Quelques résultats au sujet des densités de premier passage pour des processus de diffusion
ou T(z, z) est défini par

T(z,z) =inf{t: X(t) = z | X(0) = z}. (2.4)

Ici, on suppose que X(t), t > 0, est un processus markovien unidimensionnel & temps
continu et on définit
F(z,sy,t) = PIX(t) <y | X(s) =], (2.5)

ol z > y. On définit aussi

G(z,s;y,t) = P[T(m,y,s) <t], (2.6)
ou
T(z,y,s) =inf{t(>s): X(t) =y | X(s) = z}. (2.7)
THEOREME 2.2. S’il existe un point y (< x) tel que
1
Fly,wiy,t) = 3 (2.8)
pour s < w < t, alors
G(z,s8;y,t) = 2F(z, 8;y,1). (2.9)

DEMONSTRATION: La preuve est essentiellement la méme que celle du théoréme 2.1. On
peut écrire que

F(z,s;y,t) :/ P[T(z,y,s) € (w,w + dw)]F(y,w;y,t), (2.10)

8

et en utilisant (2.8) on obtient que

F(z,s;y,t) = -;— / PT(z,y,s) € (w,w + dw)]. (2.11)

Puisque G(z, s;y, s) = 0, le théoréme suit. O

Notons qu’il n’est pas nécessaire que la fonction F' (ou P) soit symétrique, comme on le
suppose dans Kannan (1979), par exemple. En effet, seule la valeur de y qui représente la
frontiere absorbante doit étre un point de symétrie.

PROPOSITION 2.1. Considérons le systéme dynamique défini par I’équation différentielle
stochastique

dX(t) = NY2(t) dW(¢), (2.12)

ot N(t) > 0 et W(t) est un mouvement brownien standard. Alors la relation (2.9), avec F'
et G définis par (2.5) et (2.6), est vérifiée.

DEMONSTRATION: Il est bien connu (voir Bryson et Ho (1975, pages 338-339), par exem-
ple) que si X (t) est défini par

dX(t) = A()X(t)dt + NV2(t) dW(¢), (2.13)

alors, étant donné X (s),

X(t) ~ N(®(s,t)X(s), V(s,1)) (2.14)
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ou

V(s,t) = / 82w, )N (1) dw (2.15)

et ®(w,t) est obtenu en résolvant I’équation différentielle

% — — A(w)B(w, ) (2.16)
avec la condition a la frontiére .
®(t,t) = 1. (2.17)
Alors, en utilisant (2.12), on peut écrire que
X(@) | X(s) =z~ N(z,V(s,1)) (2.18)

V(s,t) = /t N(w) dw (2.19)

puisque ®(s,t) =1 lorsque A = 0. Alors, on a

F(y,w;y,t) = P[N(y,V(w,t)) <y] = % (2.20)

ce qui prouve la proposition. [J

PrOPOSITION 2.2. Considérons le systéme dynamique défini par
dX(t) = A(t)X(t)dt + N2 (t) dW (2). (2.21)

Alors la relation (2.9) est vérifiée siy = 0.

DEMONSTRATION: A partir des équations (2.13) & (2.17) on déduit que
1
F(0,w;0,t) = P[N(0,V(w,t)) <0] = 5 (2.22)

et le résultat est établi. [

Nous avons donc généralisé le théoréme de Siegert au cas ou les processus ne sont pas
nécessairement stationnaires. Les deux propositions donnent des exemples de systémes
pour lesquels le théoréme 2.2 s’applique. Pour terminer cette section, nous allons donner
un exemple d’un processus non-stationnaire qui satisfait aux hypothéses du théoréme 2.2
et calculer la distribution de T'(z,y, s).

Considérons donc le processus unidimensionnel

dX(t) = (ct?)*/? dw (t) (2.23)

ou c est une constante positive. Pour obtenir la distribution de T'(z,y,s) défini par (2.7)
on peut utiliser I’équation inverse de Kolmogorov:

cs?
7022 + Ga =0 ((I) > y) (224)
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avec la condition & la frontiére
G(y,s9,t) = 1. (2.25)

Maintenant, il est facile de montrer (voir Lefebvre (1991)) que la solution de (2.24), (2.25)
est

1/2
@mmﬂﬂfm{g](mmw-ﬁﬂﬁ (> v)

ou erf(z) est défini par

erf(z) = 2r /2 /: et dt. (2.26)
1l Sensuit que
G(z,s5y,1) = 2PIN(0,1) < () 2(y — )8 — ). (2.27)
Mais, en utilisant (2.13) & (2.17) on peut écrire que
F(z,s1,1) = PIN(z, 5(* = %) <4 (2:28)
de sorte que
G(z,s;y,t) = 2F(z,s;y,t), (2.29)

ce qui concorde avec le théoréme 2.2. [J

Donc, le processus X(t) défini par I’équation différentielle stochastique (2.23) est un
exemple d’un processus non-stationnaire pour lequel une formule simple peut étre obtenue
pour la distribution d’un temps de premier passage. Ce processus a été utilisé par Lefebvre
(1991) comme approximation du mouvement brownien intégré lorsque le paramétre c est
petit.

3. Somme d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de son intégrale. Dans cette
section, on considére le systéme dynamique bidimensionnel défini par

{ dX(t) =Y (t)dt (3.1)

dY(t) = =Y (t)dt + 22 dW (),

ot W (t) est un mouvement brownien standard. C’est-a-dire, Y'(#) est un processus d’Orn-
stein-Uhlenbeck et X (¢) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck intégré. Soit

p(z,y;u,v,t)dudv = P[X(t) € du,Y(t) € dv | X(0) = 2,Y(0) = y]. (3.2)

Alors, p satisfait & I’équation inverse de Kolmogorov (voir Cox et Miller (1965, page 247),
par exemple):
Pyy + YPz — YPy = Pt. (3.3)

Maintenant, supposons que z +y > 0 et définissons
T(x,y) =inf{t: X(t) +Y(t) =0| X(0) = z,Y(0) = y}. (3.4)

On s’intéresse & la fonction de densité de T'. Pour obtenir cette densité, on peut considérer le
processus bidimensionnel (X (t),Y (¢)) ou le processus Z(t) défini par Z(t) = X(t) + Y (¢).
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Nous allons faire les deux et montrer par la méme occasion que Z(t) est un processus
gaussien avec la méme moyenne et la méme variance qu’un certain processus de Wiener.
Soit ¢(z,y,t) la fonction de densité de T'; c’est-a-dire,

q(z,y,t)dt = P[T(z,y) € dt]. (3.5)
Alors, on déduit de (3.3) que ¢ satisfait & 1’équation aux dérivées partielles

Qyy + Y — Yay = a1, (3.6)

ouz+y > 0et ¢t > 0. La condition initiale et la condition a la frontiére sont, respectivement:
lim 9(z,y,t) = 6(z +y) (8.7)

et
lim ¢(z,y,t) = 6(t), (3.8)
tl—z

ol § est la fonction delta de Dirac. De plus, supposons que ¢ soit une fonction de z = z+y;
alors, il s’ensuit que ¢, = ¢y et I’on trouve que I’équation (3.6) devient

qzz = q¢. (39)

Finalement, en utilisant les conditions (3.7) et (3.8) il est facile de montrer que

—2z2
q(z,1) = 2(4nt®) "2 (2 >0). (3.10)
PROPOSITION 3.1. La fonction de densité de T'(z,y) est donnée par

—§z+v22
it

a(z,y,t) = (z +y)(4nt®) /2 (3.11)

ouy > —z ett>0.

DEMONSTRATION: On peut vérifier que la fonction ¢(z,y,t) définie ci-dessus satisfait &
’équation (3.6). De plus, elle a été obtenue en utilisant les conditions (3.7) et (3.8). On
peut donc affirmer que c’est la fonction recherchée. [

La fonction de densité de T'(z,y) est la méme que celle du temps de premier passage &
zéro pour un mouvement brownien W;(t) parti de W1(0) = z + y > 0 et avec E[Wy(t)] =
z +y et Var[Wi(t)] = 2¢. En fait, nous allons montrer maintenant que Z(t) = X(¢) + Y (t)
est un processus gaussien avec les mémes moyenne et variance que Wi (t).

PROPOSITION 3.2. Le processus unidimensionnel Z(t) = X (¢)+Y(t), ou X(t) et Y(t) sont
définis par (3.1), est un processus gaussien avec (étant donné que X(0) =z et Y(0) = y)

EZ(t)=z+y (3.12)

et
Var[Z(t)] = 2. (3.13)

DEMONSTRATION: On peut réécrire le systéme dynamique (3.1) comme suit:

dR(t) = AR(t) dt + dB(t) (3.14)
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ou

_(X®)
R(t) = (Y(t)) , (3.15)
0 1
A= (0 _1> (3.16)
et B(t) est un processus de Wiener bidimensionnel de moyenne nulle et de matrice de
covariance Nt, ot N est donné par
00
N = (0 2) . (3.17)

Alors, étant donné R(0), on a (voir Bryson et Ho (1975, pages 338-339))

R(t) ~ N(e**R(0),V (1)), (3.18)

t
V(t)z/ e Ned's ds.
0

Maintenant, on a
A?2s2 A3¢8
ot

ou I est la matrice identité d’ordre deux. On trouve que

e =T+ As +

.. (3.19)

A1 = 4 (3.20)
pour k=1,2,... et
A =4 (3.21)
pour k =1,2,... Il s’ensuit que
s 1 1—¢"°
et = <0 i ) . (3.22)
De la, puisque R(0) = (X(0),Y(0))" = (z,y)', on peut écrire que
R(t) ~ N(M(t), V(2)), (3.23)
ou »
M(t) = (x Tyl Te )> (3.24)
ye
et

—t _ -2t  9e—t | -2t
2t + 4(e D+(1—-e"2) 1-2e"t4e ) (3.25)

V(t) = ( 1— 26-—t + e—2t 1— e—Zt

En utilisant (3.23), (3.24) et (3.25) on trouve que, étant donné Z(0) = z + y, le processus
Z(t) = X(t) + Y (t) est un processus gaussien (puisque c’est la somme de deux processus
gaussiens) avec moyenne

BZ(t) =z +y (3.26)
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et variance
Var[Z(t)] = Var[X(t)] + Var[Y(¢)] + 2Cov[X (2), Y (¢)] =2¢t. O (3.27)

Donc, on aurait pu utiliser la proposition 3.2 pour obtenir la fonction de densité de
T(z,y), plutét que considérer le processus bidimensionnel (X(t),Y (¢)) comme on ’a fait
précédemment. En effet, comme il est bien connu, dans le cas d’un mouvement brownien
Wi(t) de moyenne nulle et dont le paramétre de variance o2 est égal & 2, la fonction de
densité g; de Ty = inf{t : Wi(t) =0 | W1(0) = z+y} est donnée par la formule (3.11) (voir
Cox et Miller (1965, page 221)). Or, la fonction de densité de T' et celle de T} satisfont a la
méme équation inverse de Kolmogorov, avec les mémes conditions initiale et & la frontiére.
Donc, les densités ¢ et ¢; sont identiques.

4. Fonctions caractéristiques d’endroits de premier passage. Dans cette section,
on considére des processus bidimensionnels définis par

{ dX () = m[X ()] dt + (20[X (£)])/? dW1 (¢)
dY (t) = /2 dWa(t),
ouv[X(t)] > 0et Wiy(t) et Wa(t) sont deux mouvements browniens standards indépendants,

de sorte que Y'(¢) est un processus de Wiener de moyenne nulle et dont le parametre de
variance o? est égal & 2. Soit

T (=T(a)) =inf{t: X(t) =a| X(0) =z > a}. (4.2)

On s’intéresse a la distribution de Y(T'). Il est bien connu (voir Feller (1971, page 175)) que
si X (t) est un mouvement brownien, alors Y (T') présente une distribution de Cauchy. Ici,
on obtient une expression, en fonction de la fonction génératrice des moments (f.g.m.) de
T, pour la fonction caractéristique (f.c.) de Y(T') pour tous les processus bidimensionnels
(X(¢),Y(t)) définis par (4.1) et pour lesquels P[T < oo] = 1.

Soit p(z,y;u,t) la fonction de densité conjointe de Y (T') et T'; c’est-a-dire,

p(z,y;u,t)dudt = P[Y(T) € du,T € dt | X(0) = z,Y(0) = y]. (4.3)

(4.1)

Alors la fonction p satisfait & 1’équation inverse de Kolmogorov

UPzz + mpyg +pyy = Pt (44)

pour > a, —0o < y < 00, t > 0. Les conditions initiale et & la frontiére sont

» Y3 >0 = 6 - %Yy
{p(wyu )=6(z —a,y —u) (@5)
pla,y;u,t) = 6(y — u,1),
respectivement, ou § est la fonction delta de Dirac. Posons
L(z,y;u, @) :/ e pdt, (4.6)
0
ou la partie réelle de o est non négative. On déduit de I’équation (4.4) que L satisfait &
VLgz + mLy + Lyy = al (4.7)
pour T > a et —0o0 < y < co. Finalement, on définit
Fafiuwe)= [ ey, (48)

ol 8 est un parametre réel.
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LEMME 4.1. On a limy_.4+e0 L(z,y;u, ) = limy 400 Ly(z,y;u,a) = 0.

DEMONSTRATION: En utilisant le fait que X(¢) et Y'(¢) sont indépendants, on peut écrire
que

p(z,y;u,t) = f(y;u,t)g(z; ), (4.9)
f(y;u,t)du = P[Y(t) € du | Y(0) = y] (4.10)

et v
g(z;t)dt = P[T € dt | X(0) = ] (4.11)

sont les fonctions de densité de Y'(¢) et de T, respectivement. Maintenant, on sait que

Y (t) ~ N(y,2t), de sorte que

Flysu,t) = (4mt) "2~ (4.12)

Le lemme suit alors de (4.9), (4.12) et de la définition de la fonction L. O

En utilisant le lemme 4.1 et ’équation (4.7), on trouve que la fonction F satisfait &
I’équation différentielle ordinaire

vFyy + mF, — B*F = oF. (4.13)
On déduit de (4.5) que la condition a la frontiere est
F(a, B;u,a) = e~"P®, (4.14)

Mais ’équation (4.13) est la méme que 1’équation a laquelle satisfait la f.g.m. de T', c’est-
a-dire,

M(;6) = /0 " e tg(zt) dt, (4.15)

avec § = o + (32. De plus, la condition & la frontiére est
M(a;0) = 1. (4.16)

On peut maintenant prouver le théoréme qui suit.

THEOREME 4.1. Soit M(z;6) la fonction génératrice des moments de T; alors, si P[T <
oo] = 1, la fonction caractéristique de Y (T'), définie par

Cayip)= [ PYTed|XO=aYO =g (@17
ou f est un parameétre réel, est donnée par
C(a,y; B) = ¢ M(z; §*). | (4.18)
DEMONSTRATION: On déduit de (4.13) & (4.16) que

F(a, B;u,0) = e~V M(z; 5). (4.19)
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De plus, puisque P[T < co] =1, 0n a

P psu,0) = [ e,y (£20)
g(z,y;u)du = P[Y(T) € du | X(0) =2,Y(0) = y]. (4.21)

Mais, puisque Y'(¢) est un mouvement brownien, on peut écrire que

q(z,y;u) = ¢(z,y — u;0) (4.22)
et il s’ensuit que
F(z,B;u,0) = / e_iﬂ(w+“)q(w, w; 0) dw. (4.23)
Finalement, on a aussi
C(z,y;8) = / B g(z, w; 0) dw. (4.24)
De la, on a .
C(z,y;8) = W+ F(, B;u,0) (4.25)

et le résultat est démontré. []

Nous avons donc obtenu une formule pour la fonction caractéristique de Y'(T') en fonction
de la fonction génératrice des moments de T. Pour conclure cette section, nous allons
considérer deux cas particuliers.

Supposons d’abord que m[X(t)] = —X(t) et que v[X ()] = 1 dans (4.1). Alors le pro-
cessus X (t) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck et on sait que dans ce cas la f.g.m. de
T est donnée par (voir Prabhu (1965, page 107), par exemple)

(4.26)

pour ¢ > a, ot D_g(z) (ou U( — ,z)) est une fonction parabolique cylindrique (voir
Abramowitz et Stegun (1965, page 687)). En utilisant le théoréme 4.1, on peut écrire que
la f.c. de Y/(T') est donnée par

“ U(ﬂz ’w)
C(z,y;0) = P¥e” -——-——. 4.27
(z,y;0) = U5 —1,a) (4.27)
De plus, la fonction U(c, z) est définie par
Ule,2) = cos[7r( + )]Yl - s1n[7r( + )]Yg, (4.28)
ou
1 2 4

Yl=7r—l/2]f‘(%—§)2_5—- z/4{1+(c—2); (c——)( 2 5 +} (4.29)
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et

_ 3 eyl 2 3. 28 3 7. 28
Y'zz'ﬂ' 1/2P(Z—§)2 2+4e /4{Z+(C—§ §+(C—§)(C—'2-)'5—'+} (430)

Par conséquent, en utilisant le fait que I'(}) et IV(1) sont finis, on déduit de (4.27) & (4.30)
que

E[Y(T) | X(0) = 2,Y(0) = y] =v. (4.31)

Donc, ’espérance mathématique de Y(T'), étant donné que X(0) = z et Y(0) = y, est
la méme que celle de Y'(t) et est indépendante de X(0). Notons que ceci n’est pas le cas
lorsque X (t) est un mouvement brownien. En effet, comme nous l’avons mentionné au
début de la section 4, Y (T') présente une distribution de Cauchy, de sorte que les moments
de Y(T') n’existent pas.

Finalement, la formule (4.27) nous dit que

* ifu i 2?-a? U(IBZ - l7 )
/_ _PPIY(T) € dulX(0) = 2, Y(0) = 3] = e U(ﬂz—_;z) (4.32)

et, par indépendance, on peut écrire que
PlY(T) € du| X(0)=2,Y(0) = y]/du
- / PY(t) € du | Y(0) = y]/duP[T € dt | X(0) = 2]
0

= /00(47rt)—1/26;[%1ﬁP[T € dt | X(0) = z]. (4.33)

Maintenant, dans le cas ot @ = 0, Wang et Uhlenbeck (1945) ont montré que

2z _22,2
ou .
z=e"l(1—e )72, (4.35)

De la, on déduit que la transformée de Fourier inverse de

2 1
(o9, 2 D = 1)

U(IBZ - %>0)

est donnée par

o . —[u-y]2 —22:2
/ —z(2n?t) "1/ %e T eTT dz,
0

ou z est défini ci-dessus.

Supposons maintenant que m[X(t)] = X(t) et que v[X(t)] = X%(¢) dans (4.1). Alors
X (t) est un processus avec fonction de densité lognormale (voir Kannan (1979, page 282)).
La f.g.m. de T est donnée par (Kannan (1979, page 281))

M(z;6) = (7)" (4.36)
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pour z > a > 0, ou
y =62, (4.37)

1l suit du théoréme 4.1 que la f.c. de Y(T') est
Clz,y; B) = eiﬁy(%)lﬂl = *Py=1BIIn(g) (4.38)

ce qui est en fait la f.c. d’une variable aléatoire de Cauchy avec paramétres y et In(Z), telle
que définie dans Ferguson (1967, page 102). Par conséquent, on peut écrire que

PIY(T) € du | X(0) =2,Y(0) =y] = 1n(§) {W[(u —y)’ + hﬂ%)}}‘l du.  (4.39)

Donc, comme dans le cas ot X (¢) est un mouvement brownien, Y (T') présente une distri-
bution de Cauchy, de sorte que ses moments n’existent pas.

En conclusion, dans cette section nous avons obtenu une expression pour la fonction
caractéristique de Y(T') en fonction de la f.g.m. de

T =inf{t: X(t) =a | X(0) = z}.

Nous avons considéré deux cas particuliers pour le processus X (t): un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck et un processus ayant une fonction de densité lognormale. Notons aussi que le
théoréme que nous avons démontré nous a permis d’obtenir une formule pour la transformée
de Fourier inverse d’une fonction parabolique cylindrique.
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