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MESURE DE HAUSDORFF D'UN FRACTAL À SIMILITUDE INTERNE 
Jacques Marion 

Résumé 

Dans un espace euclidien, un ensemble compact E est appelé compact à 
V 

&&&X&& &ZWZUT s’il admet une décomposition de la forme E = U ‘Pi(E) pour un 
i=l 

certain ensemble fini 1~ 1 , . . . ,cp,> de similitudes ou anti-similitudes de 1 *espace. 

Si la dimension de Hausdorff d’un tel compact est non entière ou simplement diffère 

de sa dimension topologique, il s’agit d’un &a&& à similitude interne, un terme 

dû à Mandelbrot (C61, C71). L’ensemble triadique de Cantor, dont la dimension de 

Hausdorff est log 2/log 3 , en est l’exemple classique sur la droite. Nous cons- 

truisons une méthode permettant le calcul de la mesure de Hausdorff (c’est-à-dire 

de la mesure dans la dimension de Hausdorff de l’ensemble considéré) de fractak à 

similitude interne, pour ensuite en tirer une application à 1 *étude de certaines 

courbes fractales du plan appelées courbes circulaires simples de Von Koch (cf. 

L-91). L’article se termine par la démonstration, pour une classe importante de 

fractals linéaires à similitude interne nommés patt&& ~~@~~~u~ (cf. [8]), 

d’une condition (géométrique) nécessaire et suffisante pour que la mesure de 

Hausdorff d’un tel fractal soit égale à son diamètre porté à la puissance de sa 

dimension de Hausdorff. 

concernant l’ensemble de Cantor et certains fractals de même type obtenus par dis- 

Ceci généralise, de fait, un résultat de Hausdorff C31 

sections successives d’un intervalle compact initial. 



1. Introduction 

Dans 151, Kahane et Salem décrivent quelques classes d’ensembles parfaits 

(compacts sans point isolé) sur la droite, notamment celle des parfaits homogènes 

dont fait partie 1 ‘ensemble triadique de Cantor. Le procédé de dissection proposé 

pour la construction d’un parfait homogène à partir d’un intervalle compact 

K= Ca,bl se reformule aisément comme suit: on considère V transformations 

(PI’ (PV . . ., de R s’écrivant cpi(x) = 5x + Q. , où 0 < 5 < $= , 1 telles que 

(Pi(K) C K pour i = 1,. . .,V et (Pi(K) n ‘pj (K) = fl si i # j; les compacts ‘pi(K) 

sont les intervalles “blancs” d’ordre 1 qui restent après une première dissection 

effectuée sur K; on refait une dissection du même type sur chaque intervalle 

blanc cPi(K), pour ne conserver de Ca,bl que les V2 intervalles blancs (d’or- 

dre 2) cp. 1 0 (Pj(K), et ainsi de suite, de telle sorte qu’à la n-ième étape du pro- 

cessus il ne reste de Ca,bl que les Y” intervalles blancs (d’ordre n) 

% 1 O “’ O % (K), deux à deux disjoints, 
n 

dont la réunion. est un compact noté En; 

de cette façon En 3 En+1 et le parfait homogène E de type (v,c) est défini 
00 

par E = n En . 
n=l 

D’autre part, comme on le démontre dans C53, un parfait homogène sur la 

droite peut aussi se définir de façon intrinsèque puisqu’il possède la propriété 

caractéristique suivante: “un parfait homogène E de type (V ,c) est constitué 

de v portions disjointes qui lui sont homothétiques (à une translation près) 

dans le rapport CV’, une portion de E étant 1) intersection de E avec un inter- 

valle ouvert dont’ E ne c’ontient pas les extrémités. Ceci nous conduit à définir 

les parfaits homogènes de IF! N (N 2 2) de m.anière analogue. 

DÉFINITION 1. Un parfait homogène E de type (v,() dans R N (N 2 2) 

est un parfait constitué de v 2 2 portions deux à deux disjointes semblables à 

E dans le rapport 5. 

Ici, “semblables à Et* signifie *‘homothétiques de E, à une isométrie près*!, et 

une portion de E est 1 1 intersection de avec un ouvert dont E ne rencontre 

pas la frontière. 
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Si nous enlevons de la Définition 1 la restriction que les v port ions 

semblables à E doivent 1 *être dans le même rapport, nous obtenons une classe 

plus générale encore de parfaits, les parfaits isotypiques de IR 
N 

. 

DÉFINITION 2. Un parfait isotypique de lRN est un parfait E constitué 

d’un nombre (2 2) fini de portions deux à deux disjointes semblables à E. 

Pour N = 1, si les portions de E semblables à E sont des images de E par des 

transformations affines x » six t ni OÙ 5. > 0, le parfait isotypique E peut 
1 

s’obtenir par essentiellement le même genre de processus de dissection que celui 

qui détermine les parfaits homogènes linéaires de CS]. 

Généralisant davantage, on pose 

DÉFINITION 3. Un parfait E c RN est appelé parfait à similitude interne 

si E est une réunion finie d’au moins deux parties semblables à E. 

Plusieurs parfaits à similitude interne, dont les parfaits isotypiques, 

sont dT intérieur vide et de “profil” très *‘accidenté*‘. LT ensemble triadique de 

Cantor C (ou **poussière de Canto? dans la terminologie de Mandelbrot C61) est de 

cette nature. Certains parfaits homogènes sur CO,11 (dont C) peuvent se défi- 

nir comme ensemble de nombres réels dont le développement dans une base donnée q 

ne comporte pas certains chiffres. Hausdorff C31 définit le concept de dimension 

fractionnaire et de mesure en dimension fractionnaire. 

sion de C est log 2/log 3 et que sa “mesure en cette dimension” est 1. 

Il démontre que la 

généralement, il démontre qu’un parfait homogène de type 

Plus 

(2Ll construit par dis- 

section d’un intervalle est de dimension log 2/log 5 -1 , et que la ‘*mesure du 

parfait dans cette dimensior?’ est 1 lorsque son diamètre est 1. 

Suivirent dans cette direction les travaux de Best Cil, Gierl C21 et 

Wegmann c121, qui toutefois ne traitent que de cas particuliers de parfaits homo- 

gènes pouvant se définir (comme C) à partir d’une caractéristique du développe- 

ment q-adique de leurs éléments. 
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Les résultats du présent article constituent un prolongement du travail 

de Hausdorff cité plus haut (cf. c3l) en ce sens qu’ils portent sur le calcul de 

la mesure en dimension fractionnaire d’ensembles “fractals” (néologisme de Mandel- 

brot C61 désignant un ensemble dont la dimension au sens de Hausdorff diffère de 

sa dimension topologique) tels les parfaits homogènes, les parfaits isotypiques et 

d’autres parfaits à similitude interne. Les énoncés (sans démonstration) de cer- 

tains de ces résultats ont été publiés par l’auteur dans [SI. 

2. Remarques préliminaires 

Si un parfait E c lRN est à similitude interne, il existe v22 simili- 

tudes ou anti-similitudes de R N , (~1, . . ., (pv , de rapports cl,...,$ (tous < 1) 

telles que 

V 
E = U ‘Pi(E) = ; 

i=l i=l 

V V 

= u cp- O <pjCEl = U 
i,j=l 1 ‘pi 0 . . . 0 ‘pi (E) 

il,...,in=l 1 n 

quel que soit n 2 1. Donc E est aussi une réunion de Y” parties semblables à 

E. Les v” similitudes OU anti-similitudes cp. 
5 

0 . . . 0 ‘pi sont respectivement 
n 

de rapport 5. . . .c . < 1 
‘1 ‘n 

et ont chacune leur unique point fixe situé dans 

‘pi 0 . . . 0 ‘pi (E). Puisque tout point x de E appartient, pour une infinité 
1 n 

de valeurs de n, à un des compacts cp. 0 . . . 
5 

0 ‘pi (E), et puisque le diamètre de 
n 

ces derniers tend uniformément vers 0 lorsque n-+-y x est dans l’adhérence de . 

l’ensemble des points fixes des contractions cp. 
5 

0 . . . 0 vi (n 2 1). Mais ces 
n 

points fixes sont dans E et E est compact, donc E est l’adhérence de cet en- 

semble de points fixes. Par conséquent, tout parfait à similitude interne est en- 

tièrement déterminé par un certain ensemble fini de similitudes ou anti-similitudes 

. 

Réciproquement, soient ?’ % . . ., (v 2 2) des similitudes ou anti-simi- 

litudes de N iR de rapports 51, . . .,5, (tous < 1)) que l’on représente par 

‘Pi(‘) = 4iAiX t Bi 9 où A. 
1 

est une matrice orthogonale (de déterminant 1 si ‘pi 
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est une similitude et -1 si ‘pi est une anti-similitude) et Bi une matrice- 

colonne. Le point fixe de ‘pi est Ci = -(SiAi-I) -1 Bi . Par un calcul direct, on 

obtient 

cp. 
9 

0 . . . 0 cpi (X) = 5i ...t;i A. . ..Ai X + cp. 0 . . . 0 ‘pi ml 1 . , 
n 1 n ‘1 n 3 n-l n 

de sorte que cp . 0 . . . 0 cp . 
5 1 a comme point fixe 

n 

c. ll...in 
- - (5 

il”’ 5, A 
. n il... i - n 

Il- 0 
.  .  .  ‘Pi (Bl 1  l  ’  

n-l n 

Puisque la matrice E;. . . .&r A. . . .Ai 
Il n ‘1 

converge uniformément vers 0 lorsque n+m 
n 

(car II A - i . . .Ai 11 5 l), un point limite d’une suite de points C. 
1 n il...in est un 

point limite d’une suite de points cp. 
5 

0 . . . 0 q. 
1 (B1 > . , et réciproquement. Soit 
n-l n 

E l’adhérence de l’ensemble des C. il...in (n 2 1). On constate que E n’a pas 

de point isolé. En effet, pour il, . . ., in fixés, si l’on pose 1c) = q. 0 . . . 0 ‘pi 

k k 5 n 
et 3, la k-ième itérée de $, le point fixe de + 0 ‘pl est de la forme 

k Mk$ cB1) Où Mk + ‘9 et par conséquent ce point fixe tend vers C. e il...in lorsque 

k -+ 00. Soit XEE. Les indices il,i2, . . ., ne pouvant prendre qu’un nombre fini 

de valeurs distinctes, il existe, pour un certain j fixé, une suite {p,) de 

pointsdelaforme cp. ocp. 0 . . . o’pi 
3 

(Bi ) qui converge vers X. Alors 

-1 l2 n-l n 
‘pj (p,), qui est de la forme ‘pi 0 . . . 0 ‘pi ml > . , converge vers un point de E, 

v 2 n-l n 

dJoù x E cpj(E). Donc E c U cpj(E). D’autre part, pour tout x E E et 
j=l 

i E 11 3 ’  ’  l  9’) > Cpi(‘) 
est la limite d’une suite de points de la forme ‘pi 0 ‘pi 0 

V 2 
. . . O ‘Pi (Bi ), d’où cpi(x) E E. 

n-l n 
Ceci démontre que E = U cpj(E), c’est-à-dire 

j=l 
que E est un parfait à similitude interne. 

En somme, tout ensemble fini de similitudes ou anti-similitudes ‘pi(X) = 

SiAiX + Bi de RN de rapport 5 i < 1 détermine un unique parfait E à simili- 

tude interne, soit 1 *adhérence des points fixes des composées 9. 
5 

0 . . . 0 cp i n 
(n 2 1). Ce parfait co!?ncide avec l’ensemble des valeurs d’adhérence de suites de 

pointsdelaforme p. 
3 

0 . ..o(pi (B1 1 . . Toutefois on constate aisément que des 
n-l n 

ensembles différents de similitudes ou anti-similitudes peuvent déterminer le même 

parfait. 



D a n s  [ 4 1 ,  H u t c h i n s o n  d é m o n t r e  p l u s  g é n é r a l e m e n t  ( e t  p a r  u n e  a p p r o c h e  d i f -  

f é r e n t e )  q u ’ u n  e n s e m b l e  f i n i  { S l , .  .  .  ,  S v }  d e  c o n t r a c t i o n s  d ’ u n  e s p a c e  m é t r i q u e  

c o m p l e t  d é t e r m i n e  u n  u n i q u e  e n s e m b l e  f e r m é  e t  b o r n é  E vérifiant E = i Si(E), 
i = l  

c e t  e n s e m b l e  é t a n t  p r é c i s é m e n t  l ’ a d h é r e n c e  d e s  p o i n t s  f i x e s  d e s  c o m p o s é e s  

s .  o . . . o s i  
5  

(n 2 1). 
n  

P a r  a i l l e u r s ,  t o u t  p a r f a i t  à  s i m i l i t u d e  i n t e r n e  p e u t  s e  c o n s t r u i r e  p a r  u n  

“ p r o c e s s u s  d e  d i s s e c t i o n  g é n é r a l i s é ”  a p p l i q u é  à  u n  c o m p a c t  d ’ i n t é r i e u r  n o n - v i d e .  

E n  e f f e t ,  s e l o n  C 4 1 ,  p o u r  t o u t  e n s e m b l e  J o  l , . . . , o V }  d e  s i m i l i t u d e  o u  a n t i - s i m i l i -  

t u d e s  d e  R N  d e  r a p p o r t s  <  1  o n  p e u t  d é f i n i r  u n  c o m p a c t  C  d ’ i n t é r i e u r  n o n - v i d e  
V 

t e l  q u e  U  Q i ( C ) C C 9  e t  d ’ a u t r e  p a r t ,  
i = l  

c i é  à  { V  
1 ’  

.  .  .  , q v ]  p e u t  s ’ é c r i r e  

l e  p a r f a i t  E  à  s i m i l i t u d e  i n t e r n e  a s s o -  

E= ; Y J  
n = l  i  l , . . . , i n = l  

q u e l  q u e  s o i t  l e  c o m p a c t  K  v é r i f i a n t  

o i  0 . . . 
1  

o vi (K) 
n  

V  

U  v i ( K )  c  K  ( e n  p a r t i c u l i e r  p o u r  K  =  C )  

P l u s  g é n é r a l e m e n t  e n c o r e ,  H u t c h i n s o n  1 4 1  d é m o n t r e  q u e  p o u r  t o u t  e n s e m b l e  

n o n - v i d e  b o r n é  A  c  R N  

V  

E = lim U  
w i  

hi ’ 
l , . . . , i n = l  1  

. . . 0 qi (A) 
n  

O Ù  E  e s t  l e  p a r f a i t  a s s o c i é  à  { q  m  1 ,  l a  c o n v e r g e n c e  s ’ e f f e c t u a n t  p a r  r a p -  
l ’ . * * ’  v  

p o r t  à  l a  m é t r i q u e  d e  H a u s d o r f f .  

3 .  M e s u r e  e t  d i m e n s i o n  d e  H a u s d o r f f ;  d é f i n i t i o n s  

N o t o n s  p a r  \ A !  l e  d i a m è t r e  d ’ u n  e n s e m b l e  A  c  RN . P o u r  t o u t  n o m b r e  

o  >  0 ,  s o i t  R J S )  l a  f a m i l l e  d e s  r e c o u v r e m e n t s  d é n o m b r a b l e s  { A i 1  d ’ u n  e n s e m b l e  

s c RN par des ensembles A. tels que lAil < p. ‘Pour tout nombre r > 0, 
1  

p o s o n s  

H i ( S )  =  i n f f l  j A i i r :  ( A i 1  e  R , , ( s ) ]  
i  

e t  

H r ( S )  =  l i m  H i ( S ) .  
P + O  



Cette dernière limite (possiblement infinie) existe toujours car HT (S) 2 11: (S) 

si Pl < P2 . La quantité Hr(S) 

ou encore, la tntiuhc dt tfauhdvb$( 

Vl V2 
est la r-rntiukc dc ffauhdokd6 de l’ensemble S, 

On vérifie aisément que 

inf{r: Hr(S) 

en dimcmkon r de l’ensemble S. 

= 0) l sup{r: Hr(S) = ml, 

et cette valeur commune est par définition la dimctihn de fiuhdot&d de S, notée 

dim S. De plus, si l’on pose o = dim S, nous dirons que Ho(S) est la mehuae de 

tfauhdokd6 de S. Cette dernière peut être infinie, nulle ou finie et non nulle 

(ce sera le cas de plusieurs fractals) selon les ensembles S. Notamment, on dé- 

montre dans [SI que si E est un parfait homogène de type (v,<) sur R, on a 

0 < Ho(E) c n pour o = log v/log E 
-1 , cette valeur de Ho(E) n’étant toutefois 

pas Calculée. Il est visible que si 0 < H”(S) < m alors dim S = r. . On dé- 

termine souvent de cette façon la dimension de Hausdorff de plusieurs ensembles. 

Celle des parfaits homogènes de type (v,c) sur la droite est donc égale à 

-1 
log v/log E . 

Moran [lOl détermine ainsi la dimension des parfaits isotypiques et de 

certains parfaits à similitude interne ‘Yrès proches” des parfaits isotypiques, 

sans toutefois tenter d’évaluer les mesures de Hausdorff correspondantes. Nous 

nous proposons de faire ces calculs de mesures dans plusieurs cas généraux. 

REMARQUE 1. Dans la définition de Hz(S) les recouvrements {Ai) peu- 

vent être supposés ouverts sans que cela n’influe sur la valeur de lim Hi(S), 

P+O 
c’est-à-dire de Hr(S) (cf. Clll, p. SI). Si en plus S est compact, alors les 

recouvrements peuvent être supposés ouverts et finis. 

4. CoTncidence de la dimension de Hausdorff avec la dimension d’homothétie 

Soit E le parfait 3 similitude interne déterminé par un ensemble 

+..., qv} de v similitudes ou anti-similitudes de RN de rapports El,. . . ,cv 

respectivement, et notons a le nombre réel positif défini par 1’ équat ion 



q + . . . + t; = 1. Ce nombre, appelé ditnemion d'hmm%Lthz de E par Handelbrot 

(cf. [71), est donc complètement déterminé, à l'instar de E, par les contractions 

cJ19...GV . Si dans certaines conditions l'a-mesure de E est finie et non nulle, 

alors o devient la dimension de Hausdorff de E. 

PROPOSITION 4.1. $(E) = ff(E), poti ,touX P > 0. 

DÉMONSTRATION. Soit {Ai} e RP(E). Alors {vj (Ai)} l Rco(E) OÙ 

E l max{Ej: 1 5 j 5 V} car E = i qj(E). De plus, 
j=l 

et par conséquent 

H;o(E) = H;(E) 

bien que CP < o. En d'autres termes, HF(E) demeure constant lorsque c + 0, 

d'où le résultat. 

COROLLAIRE 4.2. Ho(E) 5 iE\o < m, d’où dim E 5 CI. 

Nous proposons maintenant une condition de "séparation" des parties Qi(E) 

suffisante pour que Ho(E) > 0. 

DÉFINITION 4. L'ensemble ~c~~,...,~~~ déterminant le parfait E vérifie 

la condition (notée *) de &épuJLtion pti du ouuti~ hembLabLa s'il existe un ou- 

vert borné 0 c RN tel que Ü 3 E et tel que si n' 2 n, alors 

b 
'1 

o . . . o qj (0)1 n [Qi 
n' 1 

o . . . o oi (U)I = !a 
n 

lorsque (il,...,in) + (jl,...,jn), 

REMARQUE 2. Moran 1101 pose une condition un peu plus forte (c'est celle 

que Hutchinson C4l appelle "open sets condition") à :Savoir l'existence d'un ouvert 



V 

borné 0 tel que U Qi(Q = 0 
i=l 

avec ~~(0) n ~~(0) = 0 si i + j. Mais cette 

condition de Moran serait trop restrictive dans l'&ude des "courbes fractales" au 

paragraphe 5. 

Dans ce qui suit, nous supposerons donc que {o q 1 
l'...' V 

vérifie la con- 

dition (*) de séparation par des ouverts semblables,, et 0 désignera un ouvert 

borné de par lequel cette condition est satisfaite. Les Vn ouverts (deux à deux 

disjoints) IJJ. 0 . . . 
5 

0 qi (0) seront appelés ouveti ~ondamuthux d’o&.te n. 
n 

Posons 

V 

un = U Qi 0 . . . 
il,...,in=l 1 

o Qi (0. 
n 

Appelons ~a&% knpkk dcz On toute réunion d'ouverts fondamentaux d'ordre n. Vu 

l'hypothèse E c g, on a 

V 

Ec?$= U oi 0 . . . 
il,...,in=l 1 

0 qi (Q. 
n 

Notons par Gn la famille des parties simples d'ordre n, et par Ln la famille 

des recouvrements finis de Cl n par des parties simples d'ordre n. 

PROPOSITION 4.3. Ho(E) = infI 1 \Pie: P l Ln, n 1 11. 
PeP 

DEMONSTRATION. Soit 0 un recouvrement fini de E par des ouverts. Puisque 

fl +E 
n (dans la métrique de Hausdorff) il existe un entier n 2 1 

0 
et un compact 

A recouvert par a tel que A 2 U nn . Il existe aussi un nombre de Lebesgue 
n2n 

0 

E > 0 associé à Q et à A tel que tout ensemble contenu dans A et de diamètre 

E soit contenu dans au moins un des ouverts de fl. Pour nzn suffisamment 
0 

grand, le diamètre de chacun des vn ouverts fondamentaux d'ordre n est infé- 

rieur à c. Donc si l'on fait correspondre à chaque ouvert G l fi la réunion de 

tous les ouverts fondamentaux contenus dans G, on obtient un recouvrement fini I 

de Un par des parties simples d'un ordre commun n tel que 
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Alors, en vertu de la Remarque 1 et de la Proposition 4.1, le résultat est dé- 

montré. 

Nous introduisons maintenant les notations suivantes: pour P E Gn 

@ n (P) = ((il,...,i ): cp. 0 . . . 0 'pi (0) c P} n il n 

et 

v 
h (P) = . 

n c (5. 
Ci ,...,in)eQn(P) '1 

"'Si )a 

1 
n 

REMARQUE 3. On vérifie aisément que pour tout P E Gn et k 2 1 

w 
hnPl zz c (5 

il’ in=1 il 
. ..$ p = (q + . . . + Qn = In = 1 

. . . . n 

De plus, 

h ntk CCP i ' l  " 0 cp- 
1 ik 

(P)) = (5. . ..E. 
il ik 

)Qhn(P). 

h,(P) = 1 <=> p = on . 

Compte tenu de ces notations et de l'hypothèse de séparation (*), on a 

PROPOSITION 4.4. Ha(E) 'r inf{/Pla/hn(P): P E G n 
Ct n211>O,ti 

dim E = a. 

DÉMONSTRATION. Posons 6 = inf{(P["/hn(P): P E Gn et n21). Si L5Ln 

un certain n 2 1, on a 
. 

1 IPjcl 2 6 
V 

c hnW 2 6 c (5 
PEP PEI) il' in=1 il 

. ..si )a = 6, 
. . . . n 

pour 

et par conséquent, en vertu de 4.3 

Pour la suite nous empruntons essentiellement la démarche de Moran ClOl. 

Arrangeons en orbe décroissant tous les rapports (5. . ..si ) (les ik 
5 n 

et n varient) pour former la suite infinie 
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y1 2 y2 2 y3 2 . . . 

Soit mi2 et PeGm une partie simple telle que 

Posons d = \P\//~I, et soit r un indice vérifiant 

Y, >dzy rtl l  

une boule centrée en un point quelconque de 

sons 5 = min t;. . 
lii<v ' 

Considérons la famille 

d'ordre 2 2 contenus dans B 

P et de rayon 

u des ouverts fondamentaux 

pour lesquels les indices 

cp. 0 . . . 
5 

2d]Cil. 

O ‘Pi (‘) 
n 

il> in . . . . vérifient 

Soit (jl,...,jm) E o,(P). On a 

5. . ..sj = I’pj 0 . . . 0 ‘pj (U>l/lal ~ IPl/l~l = d < y, ) 
'1 m 1 m 

et puisque 5. . ..<. est un élément de la suite {Y 1 , il en résulte que 
'1 3, j 

5. . ..cj s Y,,1 . Si sj . ..cj I Y,,l<, alors pour un certain p 
'1 m 1 m 

5’ . ..sj 
'1 m-p 

’ Y,,ls 'Sj "'sj 

1 m-p+1 

d'où 

Y rtl 2 55 
-1 

Y r+l j m-pi-l 

car 5 5 cj . Donc 
m-p+1 

Y r+l 2 5j l” l Cjm p 2 Yr+lS* 
Par conséquent, quel que soit (jl,...,jm) E Qm(P), il existe un entier q 2 0 

tel que 
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De plus, on vérifie que cp. 0 . . . 0 cp. car 
‘1 J (o> = B 

m-q 

(cpi 0 . . . 0 cPt (F)flcp. 1 0 . ..o(p. (F)I -l 
‘1 'm-q ‘1 ‘m 

Hep. O 
‘1 

. . O 'Pj (El 
m-q 

n 9. 0 . . . 
‘1 

(El) 
‘jrn = 

d’où 

‘Pj 1  O ’  l  ’  O mjm-q 
@j n p + 0, 

et df autre part 

lcp. O ( 
‘1 

9, 0 
.  .  .  

0 

O 'Pj (F)I = 5. . . .sj 1’1 ’ y,,ll’l ’ dlol 9 
m-q ‘1 m-q 

'Pj CE1 

m 

où 44 = PI est le demi-rayon de la boule B centrée en un point de P. Par 

conséquent cp. 0 . . . 0 cp. 
k 

‘1 3 
(U) E u. Ecrivons U = {Gi}i=l . Ces ouverts Gi 

m-q 
sont deux à deux disjoints en vertu de l’hypothèse de séparation (*). De plus, si 

mesN(S) désigne la mesure de Lebesgue de l’ensemble S dans 
N IR , on a 

et alors 

k k 
mesN(B) 2 mesN( U “i) = 1 mes(Gi) 2 k(yr+lc)NmesN(0), 

i=l i=l 

Où K N est la mesure de Lebesgue dans lRN de la boule de rayon 1. Par définition 

de la suite {yj] on a y,+1 2 cy, l  Donc 

d’yr+l 5 Y,/Y,+l 5 5-l 9 

et par conséquent 

Soit G = cp. 0 . . . 0 ‘pi (0) E U, où n 5 m. Posons 
5 n 
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RG = U(Q. 0 . . . 0 Q. 
'1 'm 

(0): j, = il,...,j = i n n et (j,,...,jm) E @m(P)). 

Si RG + 0, alors RG E Gm avec @m(Rc> c @m(P) et 

V 

c 

J n+l , . . . Jm=l 
K 

il"' 
Si Ç* 

n' n+l 
. . 'sj )a 

m 
(5 

il 
“‘si )” 

n 

D'autre part, pour tout m-tuplet (jl,...,jm) E Qm(P) il existe 

G=cp. 0 . ..o(p. (0) E U tel que (j,,...,jm) E @$$-$- Donc 
‘1 3 m-q 

k 

@,cP) = U $,,(RC ) 9 
i=l A i 

d'où 

hm(P) 5 f hm(RG ) I k-y;+1 L kda = klPl'/Io/' . , 
i=l i 

Par conséquent 

d'où 

<Y 
a 
rtl l  

6 > 0. 

Puisque (selon 4.2) Ho(E) < 1~1' , on obtient 

d'où 

dim E = a, 

ce qui termine la démonstration. 

REMARQUE 4. Si E est un parfait isotypique, c'est-à-dire si les réduc- 

tions +(E) sont deux à deux disjointes, alors en posant 

T = min dist(qi(E),qj (E)) 
i+j 

et 

u= fx E R N: dist(x,E) < cr/3), 



les ouverts 'pi(o) deviennent deux à deux disjoints et contenus dans 0. Les hy- 

pothèses de 4.4 étant alors satisfaites, on obtient 

COROLLAIRE 4.5 (Moran). si. E 

0 < Ha(E) < 00 ti dimE=a. 

5. Courbes fractales 

Considérons un segment 1 = POP dans IRN . Le parfait E à similitude 

gnant 
pO 

à P. En effet, dans cette hypothèse pour tout entier n21 la réu- 

nion de n v begme.n& @ndamenhux Q. 
9 

0 . . . 0 'pi (1) d'ordre n constitue un 
n 

chemin polygonal continu L n de '0 à P tel que 

E= lim Ln , 
n- 

la convergence s'effectuant par rapport à la métrique de Hausdorff. De plus, si 

l'on donne aux lignes polygonales Ln leur paramétrisation naturelle (linéaire par 

morceaux), ces courbes convergent uniformément vers la CU&I~ &acXuk E (par 

abus de langage, E désignera aussi bien la courbe que la trace de celle-ci). 

Par sa construction, la courbe E est simple (sans point multiple) si et 

seulement si elle* est contenue, à l'exception de ses extrémités P 
0 

et P, dans un 

ensemble S dont les images 'PI (SI ,...,cpv(S) sont deux à deux disjointes. Dans 

le cas où E est simple, on démontre (cf. 191) que sa dimension de Hausdorff 

coYncide avec sa dimension d'homothétie a, mais la méthode utilisée dans C91 ne 

permet pas d'établir si Ha(E) > 0. Toutefois, lorsque la courbe est plane, on a 

le résultat suivant: 

PROPOSITION 5.1. Avec Lu no&$kw b&taduitti cbduau4, nuppoaonb que 

E U I ~02 & &~n.~Xbrte d’un ouveM buttn& du P&an (ce yti ti/t ~L~UWLA & CU 
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ff (E) > 0. 

DÉMONSTRATION. La réunion de E avec le segment 1 = POP constitue la frontière 

d’un ouvert borné (1 du plan. Alors, l’arc de courbe cp. 0 . . . 0 ‘pi (E) et sa 
il n 

corde cp. 
il 

0 . . . 0 ‘pi (1) délimitent l’ouvert cp. 0 . . . 0 hi (0). 
n il n 

Considérons des indices rl,...,rn et sl,...,sn, (où n’ 2 n) tels que 

(S 1 ‘““q + (ry**,rJ* Pour tout entier k 2 1, soit Gk l’ouvert délimité 

par la ligne polygonale cp 
r1 

0 . . . 0 cp, (L ) 
n k 

et le segment cp 
rl 

0 . . . 0 ‘p, (1)) 
n 

et soit Gk l’ouvert délimité par ‘p, 
1 

0 . . . 0 cp, 
nf 

(Lk) et ‘p, 
1 

0 . . . 0 cp, (1). 
n’ 

Etant donné les hypothèses de la proposition, les ouverts Gk et Gk (où 
1 2 kl 

et k2 sont des entiers positifs quelconques) ne peuvent être emboîtés, et de 

plus, leurs frontières respectives sont connexes et possèdent au plus 1 point com- 

mun . Par conséquent, 

quels que soient les entiers positifs kl et k2 . 

Désignons par fr(A) la frontière d’un ensemble A. Puisque Lk + E 

(dans la métrique de Hausdorff), on a 

fr(Gk) + fr((p, O . . . O ‘p, (0)) et fr(Gk) -+ fr(cps 0 l  em 0 ‘p, UV > 
1 n 1 n’ 

lorsque k -+ do. Alors si x E cp 0 . . . 
‘1 

0 ‘p, (O), il existe un entier positif m 
n 

(qui dépend de x) tel que X E Gk pour tout k 2 m, d’où 

00 00 
Cp O . . . O <P, (0) C u n Gk . 

r1 n m=l k=m 

De même 

CO 00 

‘PS * 0.0 O 0, UV 
1 nV 

c U il Gi(. 
m=l k=m 

Alors, puisque Gk 
1 

n Gk 
2 

= fl pour tout kl et k2 , on obtient 



L'ensemble {y,..., qv) vérifie donc la condition de séparation (*), d'où le ré- 

sultat. 

REMARQUE 5. Il n'est pas nécessaire que la courbe fractale E soit sim- 

ple pour que dim E = a ou même pour que Ho(E) > 0, comme en témoigne l'exemple 

d'une courbe (due à Sierpinski) qui vérifie les hypothèses de 5.1 mais dont tout 

point est un point de ramification (cf. C61, p. 142). 

COROLLAIRE 5.2. S/i E\(P ,P} e& cunlcenu dati un emmb~e cunvexe A du 
0 

REMARQUE 6. Un exemple classique d'une courbe fractale qui vérifie les 

hypothèses de 5.2 est celui de la courbe triadique de Von Koch (cf. C63, p. 44). 

6. Sur le calcul de Ha(E) 

Au cours de ce paragraphe, E 

déterminé par un ensemble 

désignera un parfait à similitude interne 

de similitudes ou anti-similitudes de 

vérifiant la condition de séparation (*). 

Reprenant les notations relatives aux définitions du paragraphe 4, et fai- 

sant suite à la Proposition 4.4 on a 

THÉORÈME 6.1. H"(E) = inf{lPl"/hn(P): P E Gn ti n 2 1). 

DÉMONSTRATION. Soient m un entier positif et Q E Gm . Montrons que 

H?E) 5 IQY%~(Q~. 

Selon les notations adoptées, 

Q = UJCP. 0 . . . 0 'pi (0): 
il 

(i,,...,i ) m E (9 (Q)). m m 

Posons, quels que soient les indices il,...,i (r-1)m (où r 2 2) 
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P. 
ll*e'l 

=~. O . ..o'pi 
'(r-1)m '1 

(QI 
(r-1)m ' 

de sorte que 

P. 
11**'1 '(r-1)m '1 

= Uf,. 0 . . . 0 'pi (0): (i(r-l)m+l,~~o,$.J E @mCQ)~ E G ml' 

Puisque les familles Gn sont deux à deux disjointes, on peut définir sur 

G= U G 
n21 

n la fonction d'ensemble h comme suit: 

h(P) = h,(P) si PEG~. 

Alors, en vertu de la définition de P. 
'1" *i(r-l)m 

9 

h(P. 
ll***i(r-l)m 

> = (5 il" .5. 
'(r-1)m 

>%Q> 

et 

Ip* 
ll*"*i(r-l)m 

I = sil . . . 5. 
'(r-l)* 

10 ! 9 

d'où 

h(P. 
ll".i(r-l)m 

1 
1 IP = 7" il...i(r-l)m I 

a 
(1) 

Définissons les familles suivantes de parties simples: 

prr = 
r IP il...i(r-l)m' 0 km+1 ” l  “ i(k+l)m 

1 d Q(Q) pour 

k = O,l,...,r-21, où r 2 2 

P 
P' 

P = u Y' r=l 

rf = {~p. 0 . . . 0 <P. 
P 5 lPm 

(0) : (i(k-l)m+l’. . l  , i,> 8  Qm(Q> Pour 

k=l ,***,P) 

r 
P 

= r; u rlf , 0ù p 2 1. 
P 



De cette façon, I' 
P 

est une famille de parties simples (non toutes du même ordre), 

deux à deux disjointes, semblables à Q ou à 0. 

Nous dirons qu'un ouvert fondamental cp. 
5 

0 . . . 0 'pi (c)) **provient!'de la 
n 

partie simple P E Gn k (où k 2 1) si (il,...,i, k) E On k(P). Alors par cons- 

truction de I' 
P' 

tout ouvert fondamental d'ordre pm qui n'appartient pas à I' 
P 

V'provient*V d'une unique partie simple P E I' 
P' 

Il s'ensuit que 

v 
1 h(P) = c (5 

kr 
P il’ . . ..ipm =1 il 

“‘Si )a 
Pm 

car, par un regroupement approprié des termes de la somme de droite et l'utilisa- 

tion de l'identité cy + . . . t cz = 1, on obtient exactement les termes de la somme 

de gauche. De plus 

+ qpm = pm = 1, 

d'où 

1 h(P) = 1. 
Pd 

P 

Puisque r = r; U rff avec r; fl rff = 0, on a 
P P P 

1 = 1 h(P) = 1 h(P) t 1 h(P). 
Pd Pd* kr” 

P P P 

Si hrt 
P' 

P est un ouvert fondamental d'ordre pm, d'où 

c h(P) = c (lWl~l>a = IV( c K . ..< )yp - 0 
hr 1 

P 
P4-f 

P 0 ,...,im)Bm(Q) il im P- 
1 

car 

V 

c (5 . ..si )cl < c (5 

Ci 
. ..si )a = 1. 

1 9.. 4m>~@mcQ) 3 m il' . . ., i,=l il m 

D'autre part, en vertu de (1) 

(21 

IV l  

P P 
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On déduit donc de (2) que 

J.  

E= U(‘pi O ‘~~ 
1 

0 'pi (E): (il,...,i,) E Q,(P), P E r et 
m P 

Par construction de rD et en vertu de l'identité E = U +(E), on a 
i=l 

n = ordre de P), d'où 

E c Uip: P E rp] 

car E c 0. Alors, compte tenu de 4.1, 

1 IPI" 2 H%I, 
Pd 

P 

c'est-à-dire 

I I P a 2 Ha(E). 

Puisque 

on obtient 

ce qui, compte tenu de 4.4, termine la démonstration. 

Par ailleurs, il est évident que la valeur de H%> doit être indépen- 

dante du choix de 1 ‘ouvert 0 de par lequel la condition de séparation (*) est sa- 

tisfaite et qu’on utilise pour définir les parties simples P. Montrons alors que 

le nombre 

inf{lPl"/hn(P): n 2 1 et P E Gn) 

ne dépend pas du choix de 0. 

THÉORÈhE 6.2. So&t A = {1,2,...,vj. Pauh&x.d wk& n 2 1 &XtauX 

enamb& non VX& de n-Xu@ti X c An dE&LvUn~oti 



Ax = U 
Ci 

‘pi 0 . . . 0 ‘pi (E) at f,(X) = c (5 ...5i )cl . 

1 Y **'Y in)eX 1 n Ci 1 ,*a*, in)Ex il n 

A.&%5 

e(E) = inf{[AXI"/fn(X): n 2 1 ti X c An). 

DÉMONSTRATION. Utilisant les notations du paragraphe 4 et du Théorème 6, soit 

P E Gn. Posons 

'k = UGp. 0 . . . 
5 

O 'Pi (0 1: 
n k 

(il,.-A,) E Q,(P)), 

où 
V 

0, = U Y 
jl,. . .,jk”l 

de sorte que Pk E Gntk . Puisque 0, -f E, alors 

Pk + u($)- O . . . 0 hi (E): 
il 

(i 1 ,...,in) E @ (P)I, 
n n 

où Q,(P) C An . Si l'on pose X = Qn (PI Y AX c P car E c 0 et 

P= uhp. 
3 

0 . . . O 'pi (0): (il,...,i,) E X}, 
n 

d'où 

De plus 

h n+k(Pk) = hn(p> = f,(x) = c (5 
(i Y. ..,in)EX il 

. ..si )cl . 

1 n 

Donc 

Par conséquent 

inf{IAhICl/fn(X): n 2 1 et X c An) < inf{lPl'/hn(P): n21 et PEGJ. 

D'autre part, pour n 2 1 soit x c n" (A # 0). Posons 

p = uIcP* O .*a O 'pi (U): 
il 

(i ,...,i ) 1 E X). 
n n 
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Définissons Pk E Gn+k comme ci-haut de sorte que ,Pk + Ax , d'où 

Il s'ensuit que 

inf{/AXI"/f,(A): n 2 1 et X c A"} = inf{lPla/hn(P): n 2 1 et P E Gn} 

et donc, en vertu de 6.1, le résultat est démontré. 

COROLLAIRE 6.3. si. E 

f-f%> = lim min jAXIa/fn(X) 2 ra > 

n- Xcyp 

au T  = min dist(qi(E),qj(E)). 
i+j 

DÉMONSTRATION. Par hypothèse, 

cp. 0 ...o~i(E)n~. 0 . ..o(p. w  = 
il '1 'n+k 

fi 
n 

pour k 2 0 et (jl,...,jn) # (il,...,in). Alors en posant 

f n = {AX: ?, c A") 

ona f Cf n+l car pour tout x c An n 

U U 
(El ) 

Ci 

‘pi 0 . . . 0 ‘pi (E) = 

1 

9***9 
in)EX 1 n (J 'l,-~,jn+l E ' > x 

(Pj,’ l  ‘* o(Pjn+l 

où A’ = {(j 1 jn+l >"'Y 1: (j,,..., jn) E X et jn+l E A) vérifie fn+l(Xf) = fn(x). 

Par conséquent min [AX,la/fn(X) décroît lorsque n -+ 00, d'où, en vertu de 6.2, 

kAn 

Ha(E) = lim min I AA I Vfn 01 l  

n- XcAn 

Soit AX E Fn tel que Ah c <Pi(E) pour un certain i E A. Alors, 
0 

AAl 

-1 
= 'Pi CAX > ' 'n-1 et 1~~ 1 = $1~~ 1 avec f &XI) = SfQfn(Xo), de sorte 

0 1 0 

que IA1 l"/fn 1(x1> = 1~~ Ia/fn(Xo). De même, si est contenu dans une des 
1 - 

Ah 
0 1 



images (Pi(E), il existe 5 
2 

E Fnw2 tel que 

De proche en proche on obtient finalement un ensemble AA E Fn r qui n'est pas 
r 

contenu dans aucune des images (Pi(E) et qui rencontre donc au moins deux de ces 

images, d'où 

I I Ax 2'1: avec IA, la/fnBr(Xr) = 1~~ 1% (A 1. n 0 
r r 0 

Puisque fn .(A) 5 1 (tout X), on obtient en vertu de 6.2 

ce qui termine la démonstration. 

N.B.: L'inégalité Ho(E) 2 -ra est démontré dans C 51 pour le cas particu- 

lier où E est un parfait homogène linéaire. 

Dans certains cas la mesure de Hausdorff d'un parfait isotypique s'obtient 

sans **passage à la limite? Ainsi, 

COROLLAIRE 6.4. %. E c WN e,d un pait@Lt i~oQpLyuc-. de d.imeMnbz a < 1, 

C&&L~ (conhmvati kh no/ta.LLunA de 6.2 ti 6.3) un a 

Ha(E) = min Iqa/fn 01 J 
do 

0 

où 

n 0 =min{n>l: /El r-rc Ç ne-1) } 
min max 

5 min = min ci ti cm,, = max ci . 
lii<v 1~i~V 

DÉMONSTRATION. On procède par récurrence. 

Hypothèse de récurrence: Pour un certain entier k 2 no + 1 on a 

min, 

XCA, O 
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Etape de récurrence: (1) Soit X C Ak 
0 

un ensemble de k-tuples tel que 

I l Ax 21: et tel que pour un certain k k-tuple (rl,.. "rk) E A \A0 l'on ait 
0 

Alors 

Ax U hp 
0 rl 

0 . . . 0 CP 
rk 

(E)] E Fk 1 . 

car 

Al fl Ccpr 0 . . . 0 cp UN + fl 
0 1 rk-l 

De plus 

L-9 o...o(p 
'1 rk-l 

(E)\V 
5 

o...o(p (E)l=AX . 
'k 0 

Ah U Cq 0 . . . 0 cp 
0 '1 rk 

(QI = AA U [(P, o . . . o ‘p, (El 1  l  

0 1 'k-l 

Par conséquent, en posant y = 5 
rl"' rk ' 

IAA UCq o...ocp (E)ll+AI+c 
0 '1 rk 0 rl' 

= I Al I + Y5 
-1 

0 rk 

d'où 

( 1 i 

.ti IE 
rk-l 

Posons 

(lAA 1 + tSm:,lEl)” 
l)(t) = O _. , où t E COJI. 

fk(Ao) + tu" 

Alors, la dérivée $*(t) 5 0 si et seulement si 

‘(lAA I + t5,-jn 
0 

-' IEi)a-'(fk(Xo) +tC1)lEIC-! 5 a?'( 
min 

15-l )a 
min ' 

c'est-à-dire 



ce qui est immédiatement vérifié car, en vertu de la définition de n 0 ’ 

IEl fk(ho)cm;n[AA I-1 -’ lElE-t r-l < 6 
n.o(“-u a 1 

min max <y- < p-l . 
0 

Par conséquent, +(y) 2 Q(O), c’est-à-dire 

(ii) 

En combinant (i) et (ii) avec l’hypothèse de récurrence, on obtient 

(2) Pour compléter l’étape de récurrence il suffit de considérer la si- 

tuation suivante: Soit Xl c A k tel que IAx 1 2 T et 
1 

- > min 
fk(X1) - 

et aussi tel qu’il existe des indices 
rl’ . . .‘rkBl , jk et ik avec jk + ik 

pour lesquels Cv 
0 

. . . 
0 rl Q 0 ‘k-l V~,(E)] U [vr 0 .,. 0 = 1 cp, o ’ k-l <pik(E)’ AX 1 

Posons 

‘i = Xl\I(r19a**9rk 19jk)} 

pour que 

=A 
‘i 

ULp o...ocp 
rl 

0 cp. (E)] et 
‘k-l ‘k 

A 
‘i 

fmp 
rl 

O . ..o(p 0 cp. (E)l = 0. 
rk-l ‘k 

Nous pouvons considérer qu’en une première étape, X 1 co!i!ncide avec X o décrit 

en (1) ci-haut. En montrant que 

(iii) 

puis, dans une seconde étape, considérant Xi comme nouveau Xl qui engendre à 



son tour un nouveau X * 1 ’ et ainsi de suite, nous obtiendrons de proche en proche 

que pour tout Xfl c A k tel que IAX”[ 2 T 

De ce fait, nous obtiendrons, compte tenu de la remarque-faite au cours de la dé- 

monstration de 6.3, que 

n (X). 
0 

Pour démontrer (iii), on a 

- = 
fk(X1> 

IA 
‘i 

u kp o...o(P 
rl 

“0. @>~la 
‘k-1 ‘k 

(IA 
I ‘i 

I + (5 ‘1” * 5 ‘k-1 1 MI” 

fk(X;) ’  (cri. l  .Srk-lCj k) 

a 

car 

Ax’“kp 0 . ..ocç 
1 rl rk-l 

(E)lwp 0 . . . 
rl 

O cp 
‘k-l ’ ?ccE) + ‘* 

IA 
‘i 

u L-q 
rl 

o...ocp 
‘k-1 

fk(Xi) ’  (5,1 l  l  .SrkBIEjk) 

a 

En posant y = 5 rl”’ 5 50 
rk-l ‘k 

on obtient 

(1A 
‘i 

I -1 a + Y& 
Jk 

I II E a 

- 5 
fk(X1> fk(Xi) + Y” 

(IAq 1 -1 a + YS,inlEl)a 
I .A 

fk(hi> + Y” 
. 

k n 
Comme en (1) , puisque y 5 cm,, < cm:, et lApI 2 L on obt ient 

1 

75 

1~~ 
1 

1 “‘fk(hl) ’ 1 Axi 1 “‘fk(‘i) b 
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Par conséquent 

min ( AX /‘/fn (h) 5 min . 

do 

0 kAk 
IAX 

ce qui complète 1 ‘étape de récurrence et termine la démonstration. 

7. Généralisation d’un résultat de Hausdorff 

Le Corollaire 4.2 établit que pour tout parfait E à similitude interne, 

H”(E) 5 ]Elo’ , où a est la dimension d’homothétie de E. Pour certains parfaits 

isotypiques linéaires on a l’égalité Ha(E) = [Ela , comme par exemple pour les 

parfaits homogènes de type (2,5) et de diamètre 1 construits par dissection de 

l’intervalle [O,l] (cf. Hausdorff C31). 

Pour généraliser le résultat de Hausdorff, considérons un parfait isoty- 

pique linéaire E défini par un ensemble de V similitudes de IR 

<pi(x> = six + rli , où 1 o<5i<v 

i = l,...,v. K = Ca,bl 1 t enveloppe convexe de 

s’écrivant 

E. 

V 

’ cPiCKl c ’ 
i=l 

et vi(K) n ‘pj (K) = fl si i + j. 

En d’autres termes, E s’obtient par dissection de Ca,bl. 

Notons toujours par a la dimension d’homothétie de E, c’est-à-dire le 

nombre vérifiant la relation 6; t . . . t 5; = 1. Conservant les notations du pa- 

ragraphe 6, pour un parfait isotypique E c lR1 , on a 

THÉORÈME 7.1. Ha(E) = [El” 

min IAXIQ/fl(X) = 1~1~ . 
XCA 

DÉMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que Ca,bl = CO,11 et 

I I E = 1 car, pour toute similitude g de rapport 5, on a Ha(q(E)) = SaHo et 

ME) l a = calEla . 



Après la première étape de dissection de K = CO,ll, la position des in- 

tervalles ‘rblancs” V~(K) , . . . ,(P~(K) est donnée par le diagramme suivant : 

où 6 ,...,6 1 v-l sont les longueurs respectives des intervalles %oirsl’ contigus à 

El,et I~i(K)I = si pour i = l,...,V. 

L’énoncé du théorème peut donc être reformulé comme suit: H’(E) = 1 E la 

si et seulement si 

* 
( > * 

CC + 5. + 6. t . . . t 6. a 
j  + l  ‘* J+k 3 J+k-1 1 

v- 

> 1 - 
ci j ‘** + $tk 

quels que soient les indices j et k vérifiant j t k 5 V. 

En vertu de 6.3, si (z) n’est pas satisfait pour un certain choix d* indi- 

ces j et k vérifiant j + k I v, alors Ha(E) < 1 -= lEla . 

Réciproquement, supposons que (z) soit satisfait pour tous j et k vé- 

rifiant j t k 5 v. Montrons par récurrence que Ha(E) = 1. 

Hypothèse de récurrence: Il existe un entier m 2 1 tel que pour tout 

n5m l’onait 

quel que soit X c An . 

Etape de récurrence: Montrons que 

mtl quel que soit X c A tel que AX E Fm+l\Fm . 

Soit J l’enveloppe convexe de AX . Alors J = AX, pour un certain 

X’ c Amtl . Pour la position de l’intervalle J, deux situations sont à considérer: 



(1') Une seule des deux extrémités de J est une extrémité d'intervalle 

blanc d'ordre m (c .-à-d. un intervalle cp. 0 . . . 0 cp 
'1 

j  CK))9 comme sur le dia- 
m 

gramme suivant : 

+---- --.------A i 
I 
L X 

--------- f  --- ------- 
5. . ..si 

5 m 

J 

L-----.,---J 
5. . ..sj 

'1 m 

x = (5. 
il 

. . .si ) (5, + . . . + 5, + 61 f . . . + 6p) 
m 

pour un certain p E {1,2, . . . ,v-1). Posons 

Y = 65 
3 

. ..5. )"(5~ + . . . + EJp) 
m 

v = IJi = lApI = IAAI 

Par construction, 

v + x = IAX”I 

pour un certain A" c Am , et 

fm 0") = v + y. 

Alors par hypothèse de récurrence 

ww cy, 
- 2 1, 

V+Y 

c'est-à-dire 

(1) v 2 (vty) va - x . 

Il nous faut vérifier que Va 2 v. En vertu de (1) , il sera suffisant de 

démontrer que 

WY) 
m - x 2 .l/a 
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c'est-à-dire 

(2) (v+yl lia - P 2 x. 

Puisque J contient les intervalles blancs de longueurs 

(5 
il 

. . .si 
m 

)sp+l> ” ‘,(5i ” ‘Si )5, ’ On a 
1 m 

V = fm+l(xl) 2 (5. ...E;i )a(ga 

r1 
+ . . . + ~~) 

m P+l 

c'est-à-dire 

(3) . 

D'autre part, l'inégalité (2) s'écrit sous la forme équivalente 

(41 
I 

V 

K 

5 

. ..Q )a 

m 

tq+...+ql'a - [ (til*myci;a]l'~ > ~l+...t~p+61+".+6p . 

Par ailleurs, on observe que pour toute constante C > 0, la fonction iC,(t) = 

(ttC)l’” - t1la est croissante sur CO,mC puisque q*(t) > 0 si et seulement si 

WC> (llal-1 > ,w>-1 1 
9 ce qui est vérifié car a - 1 > 0. Donc pour démontrer 

(4) il suffit, en vertu de (3), de vérifier l'inégalité 

(5 
a 
ptlt 

a l/a . . . tgt+. . . t5,) - (Sa . . .tgcl)l/" ptlt V 
2 5, t . . . t 5 

P 
t g1 t . . . t 6 

P 

c'est-à-dire 

(51 1 - (Sa . . .tp)1’a ptl+- V 2 5, t . . . +c 
P 

t 61 t . . . t 6 
P 

car 5; t . . . + sa, = 1. De plus, par hypothèse 

(5 
a 

ptl t 
l  ** 

SP,1 + . l  l  + E;t 

2 1, 

c'est-à-dire 

Compte tenu de (6), pour démontrer (S), il suffit de vérifier que 
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1 - (5 p+1+*- v  p+lf”’ 
+c +6 +6 v  1) 2  5, + . . . + 5, + 61 + l  l  l  + 6p Y 

- 

ce qui est immédiat car 1 = 51 + . . . + 5, + 61 + . . . + 6v 1 l  Ceci démontre donc 

que V”/v 2 1. 

Si c f est 1 ‘extrémité gauche de J qui est commune avec une extrémité 

(gauche) d’intervalle blanc d’ordre m, il suffit de changer l’ordre d’indexation 

des sj et ôj 9 et le raisonnement fait ci-dessus s’applique tel quel. 

(2’) Aucune des deux extrémités de J n’est une extrémité d’intervalle 

blanc d’ordre m, comme sur le diagramme suivant: 

X r 
c--m- 

~. ...~i 
r1 m 

-- J ------- 
1 

l 0 r- - -1 

L - -.-_ _ ~e--Jt-j--- - ----! 

‘1 m 

où 

x = (5. 
5 

. . .5i ) (5, t . . . + 5, + 61 t . . . + 6p) 
m 

pour un certain p = (1,2,. . . ,v-1). Posons comme précédemment 

Y = 65 
3 

. ..si )“(5~ t . . . + SP] 
m 

V = IJ[ 

Par construction, 

v + x = bptl 

pour un certain pr c *m+l ; de plus, 1 *enveloppe convexe de AA,,! est un inter- 

valle dont la position correspond à la situation (1’). Par conséquent 

Par un raisonnement identique à celui décrit en (1’)) on en déduit que 
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ce qui complète l'étape de récurrence et termine la démonstration. 

DÉFINITION 5. Un parfait isotypique linéaire (construit par dissection 

d'un intervalle) est de type (v,~,,...,~,) s'il est déterminé par un ensemble 

('pl ,...,cp,] de similitudes de IR 1 de rapports respectifs cl,. . .,Q (en d’autres 

termes, si les v intervalles blancs d'ordre 1 sont de longueurs 51, . . ., 5, res- 

pectivement) . 

COROLLAIRE 7.2. POUA /tout patr@i.X imtypbp4. E de Xype (2,5,,5,) de 

dium&e 1 catiU 4~4 CO,ll, un a 

Ha(E) = 1, 

COROLLAIRE 7.3 (Hausdorff). POUA h.& pa@x&t humugdne de /type (2~) de 

dhm&he 1 cun&Oui.t au& CO,ll, un a 

Ha(E) = 1, 

où a= -1og 2/log 5. 

EXEMPLE. En terminant, nous illustrons à l'aide de l'exemple des parfaits 

homogènes linéaires de type (3,5) les deux situations suivantes: le cas 

Ho(E) = [El" et le cas Ho(E) < 1EIo . 

Soit E un parfait homogène linéaire de type (3,E;) et de diamètre 1 

construit sur l'intervalle K = CO,ll. Il existe des similitudes de IR 1 

3 
, ‘p1 , ‘p2 

et 'pg telles que E = ' 'Pi(E)' Rapportons-nous au procédé de dissection de l  

i=l 
Kahane et Salem. Le diagramme suivant indique la position des intervalles *‘blancC 

initiaux cpi(K) (i = 1, 2 et 3): 
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où 6 et y sont les longueurs respectives des intervalles “noir9 contigus à 

(P2Wl l  par 
construction y = 1 - 35 - 6 et I’Pi(K) 1 = 5. Posons A1 = {1,2) 

X2 = 12,3). Alors 

A% 
= q(E) u (P~(EI et Ai 

2 
= (Pu U q3(E), 

et 

I AA lcllfl $1 = (2S+Qal(xa) 9 
1 

où a = dim E = log wog 5 
-1 , d’où 

IAX I’/f,(x,) < 1 c=> 6 < c(Z”o - 2). 
1 

De même, 

IAh Icl/f,(x,) < 1 <=’ y < Ç(2 Ila - 2). 
2 

D’autre part, pour i = 1, 2 et 3 on a 

et 

IEla/f1({1,2,3j) = 1/(3ca) = l/l = 1. 

Par conséquent, en vertu du Théorème 7.1, on obtient 

Ha(E) < 1 = IE1 a <=> 0 < min(&y) < c(Zl’o - Z), 

ou encore 

Ha(E) = 1 = 1~1" <=> c(Z”o - 2) 5 min{&,y) 5 (l-35)/2. 

De plus, lorsque Ha(E) < 1 E 1’ , il s’avère que dans la plupart des cas 

Ha(E) < min 
xd1,2,3) 

tq%,(X) < lEla l  

D’ailleurs, nous espérons publier prochainement une suite au présent article qui 

contiendra le calcul explicite de H%> en fonction de ç et 6. 

et 
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