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MESURE DE HAUSDORFF D’UN FRACTAL A SIMILITUDE INTERNE

Jacques Marion

R€sumé

Dans un espace euclidien, un ensemble compact E est appslé compact 4

similitude interne s'il admet une décomposition de la forme E = 'Ul @i(E) pour un
i=

certain ensemble fini {¢1""’¢9} de similitudes ou anti-similitudes de 1'espace.
Si la dimension de Hausdorff d'un tel compact est non entigre ou simplement différe
de sa dimension topologique, il s'agit d'un gractal a similitude interne, un terme
d@ 4 Mandelbrot ([6], [7]1). L'ensemble triadique de Cantor, dont la dimension de
Hausdorff est 1log 2/log 3 , en est 1l'exemple classique sur la droite. Nous cons-
truisons une méthode permettant le calcul de la mesure de Hausdorff (c'est-d-dire
de la mesure dans la dimension de Hausdorff de l'ensemble considéré) de fractals a
similitude interne, pour ensuite en tirer une application d 1'étude de certaines
courbes fractales du plan appelées courbes circulaires simples de Von Koch (cf.
[91). L'article se termine par la démonstration, pour une classe importante de
fractals lin€aires 4 similitude interne nommés parfaits isotfypiques (cf. [81),
d'une condition (gé€om&trique) nécessaire et suffisante pour que la mesure de
Hausdorff d'un tel fractal soit €gale 4 son diam&tre porté i la puissance de sa
dimension de Hausdorff. Ceci généralise, de fait, un résultat de Hausdorff [3]

concernant l'ensemble de Cantor et certains fractals de méme type obtenus par dis-

sections successives d'un intervalle compact initial.
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1. Introduction

Dans [5], Kahane et Salem décrivent quelques classes d'ensembles parfaits
(compacts sans point isol€) sur la droite, notamment celle des parfaits homogénes
dont fait partie 1'ensemble triadique de Cantor. Le procédé de dissection proposé
pour la construction d'un parfait homogéne 3 partir d'un intervalle compact
K = [a,b] se reformule aisément comme suit: on considére Vv transformations
ERRRELN de R s'écrivant wi(x) = Ex + n; s oi 0 <& < % , telles que
¢i(K) ¢ K pour i=1,...,v et wi(K) n @j(K) =P si i4 j; les compacts wi(K)
sont les intervalles 'blancs'" d'ordre 1 qui restent aprés une premigre dissection
effectuée sur K; on refait une dissection du meme type sur chaque intervalle
blanc mi(K), pour ne conserver de [a,b] que les vz intervalles blancs (d'or-
dre 2) 0;° wj(K), et ainsi de suite, de telle sorte qu'd la n-ilme étape du pro-
cessus il ne reste de [a,b] que les v intervalles blancs (d'ordre n)

P (K), deux & deux disjoints, dont la réunion est un compact noté En;

1 n

de cette fagon En > En et le parfait homogéne E de type (v,£) est défini
[ee]

+1

par E = D En .

n=1

D'autre part, comme on le démontre dans [5], un parfait homogéne sur la
droite peut aussi se définir de fagon intrins&que puisqu'il poss&de la propriété
caractéristique suivante: "un parfait homogéne E de type (V,£) est constitué
de v portions disjointes qui lui sont homothétiques (3 une translation pr&s)
dans le rapport £", une portion de E #&tant 1'intersection de E avec un inter-
valle ouvert dont’ E ne contient pas les extrémités. Ceci nous conduit 3 définir

les parfaits homog&nes de RN (N =2 2) de maniére analogue.

DEFINITION 1. Un parfait homogéne E de type (Vv,&) dans RN N =2

est un parfait constitué de v 2> 2 portions deux & deux disjointes semblables a

E dans le rapport £.

-~

Ici, "semblables & E" signifie "homoth8tiques de E, 3 une isométrie prd&s', et
une portion de E est 1'intersection de E avec un ouvert dont E ne rencontre

pas la frontiére.
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Si nous enlevons de la Définition 1 la restriction que les Vv portions

semblables & E doivent 1'&tre dans le m@me rapport, nous obtenons une classe

plus générale encore de parfaits, les parfaits isotypiques de RN

DEFINITION 2. Un parfait isotypique de RN est un parfait E constitué

d'un nombre (> 2) fini de portions deux 4 deux disjointes semblables & E.

Pour N = 1, si les portions de E semblables & E sont des images de E par des
transformations affines x & gix +n; ol Ei > 0, le parfait isotypique E peut
s'obtenir par essentiellement le m@me genre de processus de dissection que celui

qui détermine les parfaits homog&nes linéaires de [5].

Généralisant davantage, on pose
DEFINITION 3. Un parfait E ¢ RN est appelé parfait 3 similitude interne

si E est une réunion finie d'au moins deux parties semblables i E.

-~

Plusieurs parfaits 3 similitude interne, dont les parfaits isotypiques,
sont d'intérieur vide et de "profil' tr&s '"accidentd". L'ensemble triadique de
Cantor C (ou "poussiére de Cantor" dans la terminologie de Mandelbrot [6]) est de
cette nature. Certains parfaits homogenes sur [0,1] (dont C) peuvent se défi-
nir comme ensemble de nombres réels dont le développement dans une base donnée q
ne comporte pas certains chiffres. Hausdorff [3] définit le concept de dimension
fractionnaire et de mesure en dimension fractionnaire. I1 démontre que la dimen-
sion de C est log 2/log 3 et que sa "mesure en cette dimension" est 1. Plus
généralement, il démontre qu'un parfait homog®ne de type (2,§) construit par dis-
section d'un intervalle est de dimension log 2/log E-l , et que la "mesure du

parfait dans cette dimension'" est 1 lorsque son diamdtre est 1.

Suivirent dans cette direction les travaux de Best [1], Gierl [2] et
Wegmann [12], qui toutefois ne traitent que de cas particuliers de parfaits homo-
génes pouvant se définir (comme C) i partir d'une caractéristique du développe-

ment q-adique de leurs &léments.
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Les résultats du présent article constituent un prolongement du travail
de Hausdorff cité plus haut (cf. [3]) en ce sens qu'ils portent sur le calcul de
la mesure en dimension fractionnaire d'ensembles "fractals" (néologisme de Mandel-

ensemble dont la dimension au sens de Hausdorff différe de

brot [6] désignant ur
sa dimension topologique) tels les parfaits homogénes, les parfaits isotypiques et

d'autres parfaits 3 similitude interne. Les énoncés (sans démonstration) de cer-

tains de ces résultats ont été publiés par 1'auteur dans [8].

2. Remarques préliminaires

~

Si un parfait E ¢ RN est 4 similitude interne, il existe Vv > 2 simili-
tudes ou anti-similitudes de RN SRR N de rapports El""’gv (tous < 1)

telles que

Vv V vV
E= U ¢.(B) = U o0.(U o.(E))
i=1 * i=1 ‘=1
Vv Y
= U ¢:° ¢.(E) = U Q; © °o ¢, (E)
i,j=1 J i,.00,d 1 | In

s . P n . N
quel que soit n 2 1. Donc E est aussi une réunion de Vv~ parties semblables a

E. Les V' similitudes ou anti-similitudes Pi e 00y sont respectivement
de rapport Ei ...Ei <1 et ont chacune leur uiique point gixe situé dans

oil °© ... © win(E). nPuisque tout point x de E appartient, pour une infinité
de valeurs de n, 4 un des compacts wil SRR (E), et puisque le diamétre de
ces derniers tend‘unifofmément vers 0 lorsque n - 2, x est dans 1'adhérence de

1'ensemble des points fixes des contractions CPERL R (n 21). Mais ces
1 n
points fixes sont dans E et E est compact, donc E est 1'adhérence de cet en-

semble de points fixes. Par conséquent, tout parfait d similitude interne est en-

tiérement déterminé par un certain ensemble fini de similitudes ou anti-similitudes

de RN .

Réciproquement, soient @pseesdy, (v 2 2) des similitudes ou anti-simi-

litudes de RN de rapports 51,...,5 (tous < 1), que 1l'on représente par

v
@i(X) = giAiX + Bi , ol Ai est une matrice orthogonale (de déterminant 1 si 05
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est une similitude et -1 si ¢, est une anti-similitude) et Bi une matrice-

i
colonne. Le point fixe de ¢. est C, = -fF;.A.;—I\_lB= . Par un calcul direct, on
oo £ Ti i YRiti Y 1
obtient
Q: © vooo0o @, (X)) =&, LELA LA X+, o ... 0 0, (B, ),
M1 *n 1ottty M1 -1 'n
de sorte que @i ° .+ ° 0, acomme point fixe
1 n
C. . = (s ...E. A, DY, o Lo, (B ).
ipe..dy i iig.edg i iy i,
Puisque la matrice Ei "'Ei Ai ...Ai converge uniformément vers 0 lorsque n > o
1 n 1 n
(car [IAi "'Ai ' < 1), un point limite d'une suite de points C; ; estun
1 n 1""""n
point limite d'une suite de points Oy ° a0 0y (Bi ), et réciproquement. Soit
1 n-1 "n
E 1'adhérence de 1'ensemble des Ci 3 (n 2 1). On constate que E n'a pas
TRREEN
de point isolé. En effet, pour il,...,in fixés, si 1l'on pose VY = Pi ° e 0y
1 n
et wk la k-igme itérée de 1y, le point fixe de wk ° ¢y est de la forme
Mkwk(Bl) oli My - I, et par conséquent ce point fixe tend vers C. ; lorsque
IRREEN
k - «, Soit x ¢ E. Les indices il,iz,..., ne pouvant prendre qu'un nombre fini
de valeurs distinctes, il existe, pour un certain j fixé&, une suite {pm} de
points de la forme wj Py ° e. 0 0y (Bi ) qui converge vers x. Alors
2 n-1 n
¢71(pm), qui est de la forme ®j © e 004 (Bi ), converge vers un point de E,
J .2 n-1 'n
d'oli x e ¢j(E). Donc Ec U @j(E), D'autre part, pour tout x € E et
j=1
ie {1,...,v}, oi(x) est la limite d'une suite de points de la forme ®;°0; °
v 2
N (Bi ), d'ou wi(x) e E. Ceci démontre que E = U ¢.(E), c'est-a-dire
n-1 "n j=1 J
que E est un parfait 4 similitude interne.
En somme, tout ensemble fini de similitudes ou anti-similitudes wi(X) =
EiAiX + B, de RN de rapport Ei < 1 détermine un unique parfait E & simili-
tude interne, soit 1'adhérence des points fixes des composées ®5 ° e 00y
1 n
(n 2 1). Ce parfait cofncide avec l'ensemble des valeurs d'adhérence de suites de
points de la forme Py een 0Oy (B, ). Toutefois on constate aisément que des

1 n-1 "n
ensembles différents de similitudes ou anti-similitudes peuvent déterminer le méme

parfait.
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Dans [4], Hutchinson démontre plus généralement (et par une approche dif-

férente) qu'un ensemble fini {Sl,...,Sv} de contractions d'un espace métrique

v
complet détermine un unique ensemble fermé et borné E vérifiant E = U Si(E),
i=1
cet ensemble étant précisément 1'adhérence des points fixes des composées
S; o .08, (nz1).
1 n

Par ailleurs, tout parfait & similitude interne peut se construire par un

=

"processus de dissection généralisé&'" appliqué 3 un compact d'intérieur non-vide.
En effet, selon (4], pour tout ensemble {@1,...,@V} de similitude ou anti-simili-

tudes de RN de rapports < 1 on peut définir un compact C d'intérieur non-vide
v

tel que U wi(C) c C, et d'autre part, le parfait E & similitude interne asso-
i=1

cié a {wl,...,@v} peut s'écrire

© v
E=n U ©: ©° ... o0, (K)
n=li,...,i=1 ‘1 In
1
v
quel que soit le compact K vérifiant U wi(K) c K (en particulier pour K = C}.
i=1

Plus g&néralement encore, Hutchinson [4] démontre que pour tout ensemble

non-vide borné A ¢ RN

v
E = lim U ©. ©° ... 0 ¢. (A)
N> il,...,inzl 1 n

ol E est le parfait associé 3 {¢1,...,wv}, la convergence s'effectuant par rap-

port & la métrique de Hausdorff.

3, Mesure et dimension de Hausdorff; définitions

Notons par |Al le diamdtre d'un ensemble A ¢ RN . Pour tout nombre

p > 0, soit RD(S) la famille des recouvrements dénombrables {Ai} d'un ensemble

S ¢ RN par des ensembles Ai tels que |Ai| < p. Pour tout nombre r > 0, posons

Hg(S) = inf{g 1a;1%: 18,3 « R, ()}
et

HT(S) = 1im H'(S).
o0 P
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(8

Cette dernidre limite (possiblement infinie) existe toujours car H; (8) = H;
1 2
si p, <p, . Laquantité H'(S) est la r-meswre de Hausdornfé de 1'ensemble S,

ou encore, la mesure de Hausdondd en dimension r de 1'ensemble S.
On vérifie aisément que
. T I
inf{r: H (8) = 0} = sup{r: H (S) = =},

et cette valeur commune est par définition la dimension de Hausderff de S, notée
dim S. De plus, si 1'on pose « = dim S, nous dirons que Ha(S) est la mesure de
Hausdonfg de S. Cette dernidre peut &tre infinie, nulle ou finie et non nulle
(ce sera le cas de plusieurs fractals) selon les ensembles S. Notamment, on dé-
montre dans [5] que si E est un parfait homogéne de type (v,£) sur R, on a

0 < HYE) < pour o = log v/log E-l , cette valeur de Ha(E) n'étant toutefois
pas calculée. Il est visible que si 0 < HrO(S) < o alors dim S = r, - On dé-
termine souvent de cette fagon la dimension de Hausdorff de plusieurs ensembles.
Celle des parfaits homogénes de type (v,§) sur la droite est donc &€gale &

log v/log 5—1

Moran [10] détermine ainsi la dimension des parfaits isotypiques et de
certains parfaits 3 similitude interne "tr&s proches' des parfaits isotypiques,
sans toutefois tenter d'évaluer les mesures de Hausdorff correspondantes. Nous

nous proposons de faire ces calculs de mesures dans plusieurs cas généraux.

REMARQUE 1. Dans la définition de H;(S) les recouvrements {Ai} peu-
vent 8tre supposés ouverts sans que cela n'influe sur la valeur de 1im HE(S),
>0
c'est-d-dire de Hr(S) (cf. [11], p. 51). Si en plus S est compact, alors les

recouvrements peuvent 8tre supposés ouverts et finis.

4. Coincidence de la dimension de Hausdorff avec la dimension d'homothétie

Soit E 1le parfait 3 similitude interne déterminé par un ensemble
{wl,...,wv} de Vv similitudes ou anti-similitudes de /Y de rapports 51,...,£v

respectivement, et notons o le nombre réel positif défini par 1'équation
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o o

El + ... ¥ & = 1. Ce nombre, appelé dimension d'homothétie de E par Mandelbrot

-~

(cf. [71), est donc complé&tement déterminé, 4 1'instar de E, par les contractions
Ppoeresly - Si dans certaines conditions l'a-mesure de E est finie et non nulle,

alors o devient la dimension de Hausdorff de E.
PROPOSITION 4.1. Hg(E) = HY(E), pour tout p > 0.

DEMONSTRATION. Soit {Ai} € RO(E). Alors {wj(Ai)} € RED(E) ol
Vv

£ = max{gj: l1<j<v} car E= U

¢.(E). De plus,
j=1 ?

\Y A
jZl I‘Dj(Ai)la = jzl 5?|Ai|a = [a1%

Donc

Lologapl® =T [a1%,
i,j i

et par conséquent
a o
HZ (E) = H(E
Eo( ) p( )

bien que &0 < p. En d'autres termes, Hg(E) demeure constant lorsque p + 0,

d'otu le résultat.
a o N .
COROLLAIRE 4.2. H (E) s |E|” <, d'0od dim E < a.

Nous proposons maintenant une condition de "séparation' des parties @i(E)

suffisante pour que HQ(E) > 0.

DEFINITION 4, L'ensemble {wl,...,wv} déterminant le parfait E vérifie
la condition (notée =x) de séparation parn des ouverts semblables s'il existe un ou-

vert borné ( c RN tel que 02> E et tel que si n' = n, alors

. o ... 00, NLe, o ...0o0, (OH]-=
[@Jl @Jn'(O)] [wll oln()] [

lorsque (11,...,1n) % (Jl,---,Jn)-

REMARQUE 2. Moran [10] pose une condition un peu plus forte (c'est celle

que Hutchinson [4] appelle "open sets condition') 3 savoir 1'existence d'un ouvert
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v

borné ( tel que U wi(O) c 0 avec wi(O) n wj(O) =@ si i# j. Mais cette
i=1

condition de Moran serait trop restrictive dans 1'€tude des "courbes fractales" au

paragraphe 5.

Dans ce qui suit, nous supposerons donc que {wl,...,wv} vérifie la con-
dition (*) de séparation par des ouverts semblables, et 0 d&signera un ouvert

P s . . n 5
borné de par lequel cette condition est satisfaite. Les Vv ouverts (deux d deux

disjoints) o, ° ... ° 0, (0) seront appelés ouverts fondamentaux d'ordre m.
1 n
Posons
v
On = U ®; ° <00y (0
11,. ,i =1 1 n

Appelons partie simple de On toute réunion d'ouverts fondamentaux d'ordre n. Vu
1'hypothése Ec 0, on a
E c Dg = U ) R .
R 1 n
n
Notons par Gn la famille des parties simples d'ordre n, et par Ln la famille
des recouvrements finis de On par des parties simples d'ordre n.
PROPOSITION 4.3. HME) = inf{ § [P|®*: T ¢ L, n > 1}.
PeT n

DEMONSTRATION. Soit § un recouvrement fini de E par des ouverts. Puisque
5; + E (dans la métrique de Hausdorff) il existe un entier n 2 1 et un compact

A recouvert par Q tel que A > U Uﬁ . I1 existe aussi un nombre de Lebesgue
nzn
o

€ >0 associ€ 3 Q et 3 A tel que tout ensemble contenu dans A et de diamdtre
< £ soit contenu dans au moins un des ouverts de . Pour n 2 n, suffisamment
grand, le diam&tre de chacun des v’ ouverts fondamentaux d'ordre n est infé-
rieur 3 €. Donc si 1'on fait correspondre i chaque ouvert G e¢ £ la réunion de

tous les ouverts fondamentaux contenus dans G, on obtient un recouvrement fini T

de On par des parties simples d'un ordre commun n tel que

IoIpl%s T Jol*.

Pel Gef
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Alors, en vertu de la Remarque 1 et de la Proposition 4.1, le résultat est dé-

montré.
Nous introduisons maintenant les notations suivantes: pour P ¢ Gn
¢n(P) = {(il,...,in): @i ° .00y (0) c p}
1 n
et
v a
h(P) = L (& -+-E5)
(11,...,1n)e®n(P) 1 n
REMARQUE 3. On vérifie aisément que pour tout P ¢ Gn et k=1
¥ o o a,n n
h (P) < ) _ (B -85 ) = (B + ... +E) =1 =1
11""’1n:1 1 n
o
h (0, o ... o9, (P)) = (&, ...£. ) h (P).
n+k i i 1 17
De plus,

h(P) =1 <=>P =0

Compte tenu de ces notations et de 1'hypoth&se de s€paration (%), on a
PROPOSITION 4.4. HY(E) > inf{lPia/hn(P): PeG et nx1}>0, et

dim E = o.

DEMONSTRATION. Posons & = inf{|P|“/hn(p): PeG et n21}. Si Tel pour

un certain n > 1, on a

I IP%268 [ n(p)=2s ) (6; ---8;0% =6,
Pel Pel il,...,i =1 1 n
n
et par conséquent, en vertu de 4.3
HYE) = 6.

Pour la suite nous empruntons essentiellement la démarche de Moran [10].

Arrangeons en ordre décroissant tous les rapports (Ei ...Ei ) (les ik
1 n
et n varient) pour former la suite infinie



Jacques Marion
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Soit m= 2 et P e Gm une partie simple telle que

[P] < 0] ( max E,).

1<igv
Posons d = |P|/|0|, et soit r un indice vérifiant
Yr 7 d=z Yre1
Soit B une boule centrée en un point quelconque de P et de rayon 2d|0|. Po-
sons & = min Ei .
l<igv

Considérons la famille U

d'ordre > 2 contenus dans B pour lesquels les indices i

Soit (jl,...,jm) € ¢m(P). On a

E. .. .E. = |g. o
I Im 11

des ouverts fondamentaux ¢; ©° ... ° @, ()
1 n

1,...,in vérifient

"Ei = Yr+lg’
n

o0y @1/10] < [PI/I0] = d <,

m
et puisque éj ...Ej est un élément de la suite {Yj}, il en résulte que
1 m
gj "'Ej S Ype1 o Si Ej ...Ej < Yr+lg’ alors pour un certain p
1 m 1 m
£E. ...k >y E>E. ...E.
I1 Jm—p T+l 11 Jm-p+1
d'ol
Yr+1 2Yr+1£€51 GRS TR
m-p+1 1 m-p
car & < g. . Donc
Jm-p+1
Y > E. ...E. >y .E.
r+l 3 Jm_p T+l

Par conséquent, quel que soit (jl,.

tel que

I jm—q-l

2y

..,jm) € @m(P), il existe un entier q = 0

r+l = Ejl“‘gjm_q = Yr+lg‘

61
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De plus, on vérifie que ¢. o ... o o, ©) ¢ B car
)1 Jm-q

{0 o vo. oo, ©)Noy o .oooy 0}

I Im-q 1 m

> {wjl ° ..o wjm_qCE) n wjl ° ..o wjm(E)} = wjl ° ..o mjm(E)

d'ol
05,0 09 @ NP4y,
m-q

et d'autre part

Iojl o ... wjm_q(vdl = ejl...gjm_qIOI < v¥,4100 < dlo],
ot d|0] = [P| est le demi-rayon de la boule B centrée en un point de P. Par
conséquent ¢j1 ° e 0y (0) € U. Ecrivons U = {Gi}li<:1 . Ces ouverts G,

m-q

sont deux & deux disjoints en vertu de 1'hypoth&se de séparation (*).

mesN(S) désigne la mesure de Lebesgue de 1'ensemble S dans

De plus, si

RN , on a

mes (6,) = (16,]/]0])mesy(0) > ¢v_, 8 mes (0),

et alors

k
mesN(B) > mesN(.g Gi) =
i=1 i

(Rl

1

d'oli

mes(Gi) > k(yr+IE)NmesN(0),

k < mesy (B)/(v}, 18 mes (0)) = xy(2d[0))Y/ (v}, £ mes 033,

ol Ky est la mesure de Lebesgue dans RN de la boule de rayon 1.

de la suite {yj} ona y_ > gyr . Donc

d/Yr+1 < Yr/Y < E »

r+l

et par conséquent

k < KNZN[OIN/(EZNmesN(O)).

Soit G =g¢, ©° ... o 04 (0) e U, oi n < m.
1 n

Posons

Par définition
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R. = U{(p .
G Jl

Si Rg# 8, al

h (RQ) <

63

° .. o0y 0): j1 = il,...,jn =i et (Jl,...,Jm) € ém(P)}.

ors RG € Gm avec Qm(RG) c @m(P) et

4 o
7 (B, +o.8. B LLEL )= (B, LLEL) <Y

j Sj=1 1 hdaa
m

Ine12e

D'autre part, pour tout m-tuplet (jl,...,jm) € Qm(P) il existe

G = . o
‘PJl

d'oli

Par conséquent

Puisque (selon

d'oli

ce qui termine

.0 Q. 0) e U tel que (jl,...,jm) € Qm(RG). Donc

im-q

\"4

IP(%/h (P) = [0]%/k = [0]%%nes (0)/ (k2" |01Y) > 0,

§ > 0.
4.2) H*E) < |E|*, on obtient

0 < Ha(E) < ©

dim E = a,

la démonstration.

REMARQUE 4, Si E est un parfait isotypique, c'est-3-dire si les réduc-

tions o, (E)

et

sont deux 8 deux disjointes, alors en posant

T = min dist(wi(E),w.(E))
i#j )

0= 1{x e RN: dist(x,E) < t/3},
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les ouverts ¢i(0) deviennent deux i deux disjoints et contenus dans 0. Les hy-
pothé&ses de 4.4 étant alors satisfaites, on obtient

COROLLAIRE 4.5 (Moran). Si E et un banﬁait A80typique,

0<HYE) <o ot dimE = a.

5. Courbes fractales

-~

Considérons un segment I = POP dans RN . Le parfait E & similitude
interne associé 4 1l'ensemble {@l,;..,@v} de similitudes ou anti-similitudes de
RN devient la trace d'une courbe continue d'extrémités Po et P si les images
ml(I),...,wv(I) forment une ligne polygonale continue, que 1'on notera L1 , joi-

gnant Po a4 P. En effet, dans cette hypoth&se pour tout entier n 2 1 1la réu-

nion de V" Asegments fondamentaux P (I) d'ordre n constitue un
1 n

chemin polygonal continu Ln de P0 a P tel que

E=1im L_,
o I

la convergence s'effectuant par rapport a la métrique de Hausdorff. De plus, si
1'on donne aux lignes polygonales Ln leur paramétrisation naturelle (linéaire par
morceaux), ces courbes convergent uniformément vers la coutbe fractale E (par

abus de langage, E dé&signera aussi bien la courbe que la trace de celle-ci).

Par sa construction, la courbe E est simple (sans point multiple) si et
seﬁlement si elle est contenue, @ l'exception de ses extrémités Po et P, dans un
ensemble S dont les images wl(S),...,wv(S) sont deux 4 deux disjointes. Dans
le cas oli E est simple, on démontre (cf. [9]) que sa dimension de Hausdorff
co'lncide avec sa dimension d'homothétie o, mais la méthode utilisée dans [9] ne
permet pas d'établir si Ha(E) > 0. Toutefois, lorsque la courbe est plane, on a
le résultat suivant:

PROPOSITION 5.1. Avec Les notations introduites ci-dessus, supposons que
EUTI 40it La grontiere d'un ouvert born€ du plan (ce qui est toujours Le cas

Lornsque E est simple). S4 tout chemin polygonal de Py a P comstruit avec des
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segments fondamentaux (pas nécessairement tous du méme ordre) est simple, alors
H (&) > o.

DEMONSTRATION. La réunion de E avec le segment I = POP constitue la frontigre

00y (E) et sa

d'un ouvert borné ( du plan. Alors, l'arc de courbe oy °
1 n
corde ¢; ° ... g4 (I) délimitent 1'ouvert X 0.

1

Considérons des indices

(51:

par la ligne polygonale ®p °

...,sn) $ (rl,...,rn).

n
rl,...,rn et

Pour tout entier

) . © q)rn(Lk)

S

1

et le segment ¢ °

1
k > 1, soit G

n

.»S (oi n' 2 n) tels que

n'

X 1'ouvert délimité

e (D),
1 rn

et soit G! 1'ouvert délimité par ¢_ o ... c ¢ (L,) et o o ...0°0 (n.
k s ot k $1 Sy

Etant donné les hypothéses de la proposition, les ouverts G, et Gi (ol k1
1 2

et k2 sont des entiers positifs quelconques) ne peuvent &tre emboités, et de

S

plus, leurs fronti&res respectives sont connexes et poss&dent au plus 1 point com-

mun. Par conséquent,

quels que soient les entiers positifs k1 et k2 .

Désignons par fr(A) la fronti&re d'un ensemble < A. Puisque Lk + E

(dans la métrique de Hausdorff), on a

fr(G,) frip, o ... o 0)) et fr(G) » frlp, o ... ° o (D))
1 n 1 n'
lorsque k » «, Alors si x € wrl ° .0 ¢rn(0), il existe un entier positif m
(qui dépend de x) tel que x € Gk pour tout k > m, d'ol
©
¢r1 ) e wrn(O) c mgl kgm Gk )
De méme
© o
wsl ° ... 0 wsn'(O) c mgl kgm Gy -

Alors, puisque G X $# pour tout k1 et k2 , on obtient
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I M n Og ° en 00

T S

1 n 1 n

0 = 9.

L'ensemble {ml,...,wv} vérifie donc la condition de séparation (*), d'ol le ré-

sultat.

REMARQUE 5. 1I1 n'est pas nécessaire que la courbe fractale E soit sim-
ple pour que dim E = o ou méme pour que HQ(E) > 0, comme en témoigne 1'exemple
d'une courbe (due 3 Sierpinski) qui vérifie les hypothe&ses de 5.1 mais dont tout

point est un point de ramification (cf. [61, p. 142).

COROLLAIRE 5.2. S4& E\{PO,P} est contenu dans un ensemble convexe A du

plan tel que Les images 0; (A)  sodent deux & deux disjointes, alorns H(E) > 0.

REMARQUE 6. Un exemple classique d'une courbe fractale qui vérifie les

hypotheéses de 5.2 est celui de la courbe triadique de Von Koch (cf. [61, p. 44).

6. Sur le calcul de Ha[E)

~

Au cours de ce paragraphe, E désignera un parfait 4 similitude interne
déterminé par un ensemble {wl,...,wv} de similitudes ou anti-similitudes de RN

vérifiant la condition de séparation (*).

Reprenant les notations relatives aux définitions du paragraphe 4, et fai-
sant suite 3 la Proposition 4.4 on a

THEOREME.G.I. HY(E) = inf{lp|°‘/hn(p): PeG et n=x1}
DéMONSTRATION. Soient m un entier positif et Q € Gm . Montrons que
HYE) < [Q[%/h, (.
Selon les notations adoptées,

Q= U{cpi1 RPN (0: (igs00i) € @m(Q)}.
m

Posons, quels que soient les indices i 1

IERRD
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:m' ° "'o(pi (Q),
1 (r-Dm

de sorte que

1 1

1 Hr-1)m 1 ™

Puisque les familles Gn sont deux 4 deux disjointes, on peut définir sur

G= U Gn la fonction d'ensemble h comme suit:
nx1

h(P) = h (P) si PeG_ .

Alors, en vertu de la définition de P, . ,
ij..d
1 (r-1)m

h(P. . ) = (E. ...E. 1% (Q
o eim 11 M e-Dm
et
IP. N = . oG, |Q!’
1Y re-m 11 Y(r-m
d'ol
hPy 4 = %'[pi i N
1 e-m 1 r-Dm

ot v = |Q|*h(Q.

Définissons les familles suivantes de parties simples:

Fi" = {Q}
rm = {p, . (i R | ) ¢ (Q) pour
T 11"'1(r—1)m km+1 (k+1)m
k=0,1,...,7-2}, ol r =2
p
™ = U '
p r=1 T

Fé = {wil °© ... © wipm(O): (i(k—l)m+l”"’ikm) ¢ ¢m(Q) pour

k=1,...,p}

~

Truyr, > 1.
p-p’ %P

—
n

P. = U{mi o ..o, (0): (i(r—l)m+1""’irm) € @m(Q)} € Grm .

67

(1)
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De cette facon, Fp est une famille de parties simples (non toutes du méme ordre),
deux 4 deux disjointes, semblables 3 Q oua 0.
Nous dirons qu'un ouvert fondamental G5 ° i 00y (©) 'provient'de la
1 n
partie simple P ¢ Gn-k (ot k2 1) si (11,...,1n_k) € Qn_k(P). Alors par cons-

truction de Fp , tout ouvert fondamental d'ordre pm qui n'appartient pas & Fp

""provient" d'une unique partie simple P € Fp . Il s'ensuit que
\
o
I ne) = ) €y & )
PeT i ,0.0.,1 =1 1 pm
p 1 pm

car, par un regroupement approprié des termes de la somme de droite et l'utilisa-
tion de 1l'identité 5? + ...t 53 = 1, on obtient exactement les termes de la somme

de gauche. De plus

Vv
D S (S R N I Ao LU B L
i, ..1pm=1 1 pm
d'ol
J  h(P) = 1.
PeT
“p
Puisque Fp = Fﬁ §] F; avec Fﬁ n P; =@, on a
1= 7 h(P)= ] hP)+ ) hp). 2)
Pel Pel'! Pel"!
P P p

Si P e Fﬁ , P est un ouvert fondamental d'ordre pm, d'oiu

I hey = [ dpl/lop® = Jo] ™ I R
Pely PeT} (is..051)40 (Q 71 m
car
VvV
) (€. ... )% < ¥ €. ...5. )% =1.
(ipeenipe @ 1m0 i li= e

D'autre part, en vertu de (1)
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On déduit donc de (2) que

|P[% > y.
PeT!
P
v
Par construction de Fp et en vertu de 1'identité E = U wi(E), on a
i=1
E = U{cpil o ... 0 @in(E): (il,...,in) € Qn(P), P e Fp et n = ordre de P}, d'ol

_:
P
car E c O. Alors, Compte tenu de 4.1,

[P|% = H*(E),
PeT
P

c'est-a-dire

IoIp% e I p|% = HE).

Pel'! Pel"!
€ P EFP
Puisque
o o o
P —= 0 t P —_—y = h R
oo, [P a0 e oL, P17 v = [a/h@

p P

on obtient

o
[Ql%/h(@ = H*(E),
ce qui, compte tenu de 4.4, termine la démonstration.

Par ailleurs, il est &évident que la valeur de Ha(E) doit &tre indépen-
dante du choix de 1'ouvert 0 de par lequel la condition de séparation (*) est sa-
tisfaite et qu'on utilise pour définir les parties simples P. Montrons alors que
le nombre

inf{|P[*h (M:n>1 et PeC)
ne dépend pas du choix de 0.

THEOREME 6.2. Soit A = {1,2,...,v}. Powr tout entier n > 1 et tout

ensemble non vide de n-tupfets A c A" définissons
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= U @: ©° ..o 9. (E) et £ (\) = ) €, ... )% .
A)\ (il)"':in)GA 11 11'1 n (il,...,in)é)\

ALons

H'(E) = inf([A|%/f )i n> 1 et A cA™.

DEMONSTRATION. Utilisant les notations du paragraphe 4 et du Théor&me 6, soit

P e Gn' Posons

Pp = Ulp; © ..o win(ok): (115 ip) € 0 (P,

1
oli
v
0, = U ©: ©° ... 00, (0)
k. S | j ’
Jppeesdy sl 71 k
de sorte que Py o€ Gn+k . Puisque 0k -+ E, alors
P> U{(pil ° ... o0 win(E): (pseenni) e @n(P)},

ol @n(P) cA™ . Sil'on pose A = @n(P), AA c¢P car Ec 0 et

P = U{wi °o ... 0o 0. (0): (il,...,in) € A},

1 1n
d'ou
IAAI < |P|.
De plus
R =@ =£0) = ] (g ... 0)°
(11,...,1n)€k 1 n
Donc

IA

[ay1%7£,00 < [P|%/m_(P).

Par conséquent

inf{[A [*/€ ():n21 et A cA™

IA

inf{[PIa/hn(P): n=1 et PeGJ.
D'autre part, pour n > 1 soit A c A" (A ¥ §). Posons

P = U{¢i TR 0): (il,...,in) € A},
1 n
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P . S
Définissons Pk € Gn+k comme ci-haut de sorte que ‘Pk > AA , d'ol

¥

o
[P % /By (P > [A %7€, (0.

11 s'ensuit que
inf{[A|%/€ M:nz21 et A< A"} = inf{[P|%/h (P):n 21 et PeG}
et donc, en vertu de 6.1, le résultat est démontré.
COROLLAIRE 6.3. Si E est un parfait isotypique

H*(E) = 1im min !Axla/fn(x) >,
n-eo )\CAn

0@ T = min dist(o,(E),p;(E)).
i4j )

DEMONSTRATION. Par hypothése,

e, ©° ...°0,. (B Neo. o ... 20, (E) =9
1 1h 1 Jn+k

pour k = 0 et (jl,...,jn) £ (il,...,in). Alors en posant

- . n
Foo={a: e}
on a Fn c Fn+1 car pour tout X C A"
U ey ooy B) U 0j ° .00y (B),
(il,...,in)ek 1 n (31,...,Jn+1)ek' 1 n+l

o A" = {Gyse i) Gpoeendy) €A et § o e A} vérifie £ ,(0') = £ ().

n+l

Par conséquent min [Axla/fn(X) décroit lorsque n > =, d'oli, en vertu de 6.2,

AcA?
H*(E) = lim min |AA|a/fn(A).
o }\CAH
Soit AA e F_ tel que AX c ¢i(E) pour un certain i e A. Alors,

n
¢} o]

-1 _ -1 _ -Q
A>\1 = 0] (AAO) € Fn-l et ]AAI{ =g IAAOI avec £ (X)) = E;°f (A ), de sorte

o _ o ~ .
que [AAII /fn_l(kl) = [AAOI /fn(lo). De méme, si A>\1 est contenu dans une des
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images ¢i(E), il existe AA e F tel que

2 n-2

: a
lezla/fn~2(X2) = IAxlla/fn-l(Al) = IAAOI /£,00) .

De proche en proche on obtient finalement un ensemble AA € Fn-r qui n'est pas

contenu dans aucune des images @i(E) et qui rencontre donc au moins deux de ces

images, d'ou

(A [z avee [ [%/E 0 = [A |%/£,00).
T T o
Puisque fn_r(A) <1 (tout A1), on obtient en vertu de 6.2
H*(E) =
ce qui termine la démonstration.

N.B.: L'inégalité Ha(E) > 1 est démontré dans [5] pour le cas particu-

lier o E est un parfait homog®ne linéaire.

Dans certains cas la mesure de Hausdorff d'un parfait isotypique s'obtient
sans '""'passage 4 la limite". Ainsi,
COROLLAIRE 6.4. Si E c R est un parfait isotypique de dimension o < 1,

alons (conservant Les notations de 6.2 et 6.3) on a

o R a
HY(E) = min [ [7/€, V),
n o
AcA
ol
= mi . n(a-1)
n = min{n > 1: |E| < € infmax }
avec
g . = min §. et £ = max &.
M gciey 1 max - <icv

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence.

Hypothése de récurrence: Pour un certain entier k 2 ngt 1 ona

. o N . o
min_ (A, /£, = mlﬁ . IAA[ /£, ().
Ach @ ° ACA®”
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Etape de récurrence: (1) Soit Xo c Ak un ensemble de k-tuples tel que

!AA | > 1 et tel que pour un certain k-tuple (rps00sTy) € Ak\A0 1'on ait

o
A Ulp o ..o (B)leF, .
Ao r1 Ty k-1
Alors
A, Nlo. ©° ...o°0 (B)1 49
o1 Ty-1
car
[p o ...o00 (B)\¢_ ©° ... o0 _(E)]cA
) Tkl T Ty Ao
De plus
A, Ulp. o ..o (E)I=A Ulp_ o ...00 (B)].
oo Ty oo e
Par conséquent, en posant y = £_ ...E ,
1 Tk
[A, Ulo, ° ...o0_ (B)1] <]A, | +&_ ...E |E|
oo Ty Ao T T
-1
= a1+ vkl
[ k
< |ay |+ oye L JE]
- Yomin ?
0
d'oli
-1 o
A, U [wrl o ..o ¢rk(5)1[“ (A |+ ye s IED
(1) h ?A UT ® < 2 3 .
. ° ...°0
k-1 T T, £,0.) vy
Posons
(ay |+ el [ED°
Ao ““min
P(t) = 2 , o t e [0,y].
£,0,) +t°

Alors, la dérivée ¥'(t) < 0 si et seulement si
-1 a-1 Q. £-1 -1 £-1 Ja
a(IAAOI e IEDTT RO + e [E[S L <ot (IAAo] +t|E[5 207,

c'est-d-dire

~1 -1 a-1
lElfkmo)eminlAAol <t
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ce qui est imm&diatement vérifié€ car, en vertu de la définition de n, o,

n_(a-1) ’
-1 -1 -1 _-1 o a-1 a-1
lElfko‘o)gminIA)\ol = lElgmin‘r = Emax =Y =t
Par conséquent, Y(y) < ¢(0), c'est-d-dire
-1 a a
(I8 |+ 75 ilED 1 |
(ii) <
£00) + Y £,00

En combinant (i) et (ii) avec 1'hypoth&se de récurrence, on obtient

min A %7€ () < A [“/fk(xo).
n (0] (o]

ach ©

(2) Pour compléter 1'étape de récurrence il suffit de considérer la si-

tuation suivante: Soit 1, c 2K tel que [A) [ 2T et

lA}‘]_I IA

. . . c . . . . .
et aussi tel qu'il existe des indices TysesesTy 1 s Jk et i, avec j, ¥ 1k

pour lesquels [¢r ° e o0 o . (E)JU [wr °o .. o0 ° 0, (E)] ¢ AA
k k

1 k-1 J 1 Tx-1 1

Posons
)\i = )\1\{(1‘1; .. "rk-l’jk)}

pour que

A, = A, Ulop ° ... 0@ o . (E)] et A, N [o ° .. 00 o op. (E)] = ¢.
MM Thel 9k M ) Tl g

Nous pouvons considérer qu'en une premi®re &tape, Al cofncide avec Ao décrit

en (1) ci-haut. En montrant que
(ii1) [y %7500 < Ay 1%8,00,
1 1

puis, dans une seconde &tape, considérant Ai comme nouveau Al qui engendre 2
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son tour un nouveau Xi , et ainsi de suite, nous obtiendrons de proche en proche
que pour tout A" C Ak tel que [AA”! 2T
|AWl%/£,0) 2 min

n
Ach ©

o
N [ -

De ce fait, nous obtiendrons, compte tenu de la remarque faite au cours de la dé-

monstration de 6.3, que

min |A[%/£, () = min |A>\|°‘/fn ).
k n (6]
AcA o
ACh
Pour démontrer (iii), on a
[A, % |A, Ulo_o...oo_ oo, (B)1|® |A, Ulo_o...00_ (E)1|®
MooTM k-1 Tk M k-1
0 x )
k"1 £ + (E, ...8 €. £,0D + (€&, ...& €:)
k1 T T Ik ko1 Ty ke Ik
(A, + 6l .8, )]ED®
.M 1 Tkl
- o
£+ (&, ...& [
k71 r1 rk_1 Jk
car
A, Nlp, o ° ¢ (B120¢_ o ...009 °o ¢, (E) % 0.
M Ty Ty-1 y o1 i
En posant y = £ ...E . on obtient
1 Txe1 9k
“1j.(.0
A, 1% (lag, 1 + vesYED
1 1 Ik
L0
k) £L00) + Y
o -1 o
(IAHI + yE i lED
= o
£,0]) +
c . k "o .
omme en (1), puisque y < Erax < Emax ©t IAA,[ > T, on obtient
1

a 1
IAAII /£,00) < [Axila/fk(ll).
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Par conséquent

min |Axla/fno(k) < mink_!AA!a/fk(X)

AcAno AcA

ce qui compléte 1'étape de récurrence et termine la démonstration.

7. Généralisation d'un résultat de Hausdorff

Le Corollaire 4.2 &tablit que pour tout parfait E & similitude interne,
H*(E) < |E|* , od o est la dimension d'homothétie de E. Pour certains parfaits
isotypiques linéaires on a 1'égalité Ha(E) = |E]a , comme par exemple pour les
parfaits homogénes de type (2,£) et de diamétre 1 construits par dissection de

1'intervalle [0,1] (cf. Hausdorff [3]).

Pour généraliser le résultat de Hausdorff, considérons un parfait isoty-

pique lin€aire E défini par un ensemble de v similitudes de R s'écrivant
e.(x) = £.x + n, oi 0 <&, < 1
i i i? i v

pour i=1,...,v. Soit K = [a,b] 1'enveloppe convexe de E. Alors

\Y
‘Ul 0;(K) © K et ¢, (K) Nos(K) =0 si i ],
1=

En d'autres termes, E s'obtient par dissection de [a,b].

Notons toujours par o 1la dimension d'homothétie de E, c'est-i-dire le
nombre vérifiant la relation E? + oo 4 Eg = 1. Conservant les notations du pa-
ragraphe 6, pour un parfait isotypique E ¢ Rl , on a

THEOREME 7.1. HY(E) = |E|% 54 et seulement 44

min |A|%/€,00 = [E|* .
Ach

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que [a,b] = [0,1] et

1"

]E[ =1 car, pour toute similitude ¢ de rapport &, on a Ha(¢(E)) EuHa(E) et

loB)[* = £%[E|* .
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Aprés la premiére €tape de dissection de K = [0,1], la position des in-

tervalles "blancs' wl(K),...,ov(K) est donnée par le diagramme suivant:

77

01 (K ¢, (K) ¢ 5(K) ¢y,_1(K) ¢, (K)
0 [ ———— ¢ —
61 62 6\)-1
ol 61""’6v-1 sont les longueurs respectives des intervalles "noirs' contigus a

Epset ]¢i(K)| =& pour i=1,...,v.

L'énoncé du théorme peut donc &tre reformulé comme suit: HY(E) = |E|®

si et seulement si

o
(*) (gj L £j+k + Gj L 6j+k-1)
*

> 1

Q Q
Ej oty

quels que soient les indices j et k vérifiant j + k < v.

En vertu de 6.3, si (:) n'est pas satisfait pour un certain choix d'indi-

ces j et k vérifiant j + k < v, alors H(E) < 1= |E|%.

Réciproquement, supposons que (:) soit satisfait pour tous j et k vé-

rifiant j + k < v. Montrons par récurrence que Ha(E) =1,

Hypoth&se de récurrence: Il existe un entier m 2 1 tel que pour tout

n<m l'on ait

[A1%78,00 21

quel que soit A c A",

Etape de récurrence: Montrons que

IAAI“/fm+1(A) > 1

quel que soit A ¢ Am+1 tel que A, € F _\F .

m+l ' m

Soit J 1'enveloppe convexe de AA . Alors J = AA' pour un certain

~

m+l sg s : s R : 9z
At c A . Pour la position de 1'intervalle J, deux situations sont 3 considérer:
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(10) Une seule des deux extrémités de J est une extrémité d'intervalle

blanc d'ordre m (c.-3d-d. un intervalle wj ° ... © wj (K)), comme sur le dia-

gramme suivant:

—— - - - J - —m——=—=- = B
|
F—-_— — s — "—- e e — . . . i——— — ‘.'-‘:
e e e e e e e — / ! |
|| -~ | : X
I
L_____~f__“r _________ d S =
€. ...E, g, g
11 1m _’]1 Jm

pour un certain p e {1,2,...,v-1}. Posons

y = (& ...aim)“(g‘f AR
Vo=l = Ayl = Al
vEEa
Par construction,
V+x = |Ak”|

X m
pour un certain A" c A", et

£QM = v +y.

Alors par hypoth&se de récurrence

w0 |
vty 7
c'est-3-dire
(1 V 2 (v+y)1/a - X.

I1 nous faut vérifier que Vo v. En vertu de (1), il sera suffisant de
démontrer que

/o V1/0L

\2

(v+y)1 X
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c'est-d-dire
(2) (v+y)1/a - vl/a > X,

Puisque J contient les intervalles blancs de longueurs

(gil"'gim)glﬁ_l:-‘-,(g- ---Ei )E\) > On a

11 m

V00 €

c'est-d-dire

i “ptl v

(3) V/(Ei LWEL ) 2 E + ...+ &
1 m

D'autre part, 1'inégalité (2) s'écrit sous la forme &quivalente

v

4

1

o oll/a v 1/a
- +£1+"'+Ep] - [EET_—___—___j > 51+...+£p+61+...+6p
m Y

(B -++&;) By )
1 m

Par ailleurs, on observe que pour toute constante C > 0, la fonction yY(t) =

/o t1/oc

(t+C)1 est croissante sur [0,o[ puisque Y'(t) > 0 si et seulement si

(t+C)(1/00_1 > t(l/a)—l , ce qui est vérifié car é-- 1 > 0. Donc pour démontrer

(4) il suffit, en vertu de (3), de vérifier 1'inégalité

1/0, 1/a

(g;+1+...+g%+g?+...+gg) - (g§+1+...+gg) ZE Gt T E H O 8

P 1 p

c'est-d-dire

o a,1l/0

(5 1 - (gp+l+...+£v) > 51 + ...t gp + 61 L Gp
a o .

car 51 L Ev = 1. De plus, par hypothése

(€ + ... +E +8 ...+ 6 )

p+l av p+l . v-1 > 1,
€p+1 et g\)
c'est-a-dire
6) T T e L U R D
ptl Tt v - ptl Tt v ptl Tt v-17"°

Compte tenu de (6), pour démontrer (5), il suffit de vérifier que
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1 - (gp+1+...+5v+5 +8 1) > El + ...t gp + 61 + ... +6_,

pe1t ety P

ce qui est immédiat car 1 = €t oot Ev + 61 t oot év-l . Ceci démontre donc

que Va/v 2 1.

Si c'est 1'extrémité gauche de J qui est commune avec une extrémité
(gauche) d'intervalle blanc d'ordre m, il suffit de changer 1'ordre d'indexation

des Ej et Sj , et le raisonnement fait ci-dessus s'applique tel quel.

(20) Aucune des deux extrémités de J n'est une extrémité d'intervalle

blanc d'ordre m, comme sur le diagramme suivant:

bq - - - - J ———==—- =
D N | !
/ \ :
i o e o 1—0..-———\ o o o - — — —_— e e o —_
I o — —J Lo e — ~ e m )
Si ...Ei Ej ...Cj
1 m 1 m
oli
x = (§

...gim)(gl +oee. 4 Ep + 61 +oee. t ép)

pour un certain p = {1,2,...,v-1}. Posons comme précédemment

- Q-0 o
v f MEY s D)
m
v = |J]
- 1
v = fm+1(k ).
Par construction,
V+xs= [A>\Hll
pour un certain A'" c Am+l ; de plus, 1l'enveloppe convexe de AA'” est un inter-

valle dont la position correspond & la situation 1%. Par conséquent
a o
[Ay i 7€ M) = (Vi) (viy) 2 1.

. . . s c gz s o 20
Par un raisonnement identique a celui décrit en (17), on en déduit que
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Vv o» 1,
ce qui compléte 1'étape de récurrence et termine la démonstration.

DEFINITION 5. Un parfait isotypique lin&aire (construit par dissection
d'un intervalle) est de type (v,gl,...,gv) s'il est déterminé par un ensemble
{@1,...,¢V} de similitudes de Rl de rapports respectifs El""’gv (en d'autres
termes, si les v intervalles blancs d'ordre 1 sont de longueurs 51,...,gv res-

pectivement).

COROLLAIRE 7.2. Pour tout parfait isotypique E de type (2,51,52) de

diametre 1 comstruit sun [0,1], on a
H*E) = 1,
o o est Le nombre defini par £F + £5 = 1.

COROLLAIRE 7.3 (Hausdorff). Poutr tout parfait homogéne de type (2,8) de

diamétre 1 construwit sun [0,11, on a

HYE) = 1,

ol o = -log 2/log £.

EXEMPLE. En terminant, nous illustrons 3 1'aide de 1'exemple des parfaits
homogénes linéaires de type (3,£) 1les deux situations suivantes: 1le cas

H*(E) = |E|® et le cas HY(E) < |E[* .

Soit E un parfait homogéne linéaire de type (3,£) et de diamétre 1
construit sur 1l'intervalle K = [0,1]. Il existe des similitudes de Rl s 01 5 9y
3
et ¢; telles que E= U ¢;(E). Rapportons-nous au procédé de dissection de
i=1

Kahane et Salem. Le diagramme suivant indique la position des intervalles "blancs"

initiaux wi(K) (i=1, 2 et 3):

¢q(K) ¢, (K) ®5(X)
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oi § et Yy sont les longueurs respectives des intervalles "noirs'" contigus i
wz(K). Par construction vy =1 - 3£ - § et [¢i(K)| = £. Posons Al = {1,2} et

A, = {2,3}. Alors

et

lella/fl(A1> = (26+8)%/ (28,
ol a = dim E = log 3/log g1 , d'oli
Iy |81 0p) <1 <> 6 < g2 - 2.

De méme,

Ay 19£,0) < 1 <>y < eV o,
2

D'autre part, pour i =1, 2 et 3 on a

los (B)[%/£, ({31 = €%/6% = 1,

et
E|%/£,({1,2,3)) = 1/(3%™ = 1/1 = 1.
Par conséquent, en vertu du Théor&me 7.1, on obtient
HYE) <1 = |E|% <> 0 < min{6,y} < £(2Y/® - 2,
ou encore
HYE) = 1 = |E|% < £2Y® = 2) < min{6,y} < (1-38)/2.
De plus, lorsque Ha(E) < |E|a , i1 s'avére que dans la plupart des cas

HYE) < min A %/£,00 < [E[* .
Ac{1,2,3}

D'ailleurs, nous espérons publier prochainement une suite au présent article qui

contiendra le calcul explicite de Ha(E) en fonction de £ et 6.
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