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UNE FORMULE DE QUADRATURE 
POUR LES FONCTIONS ENTIÈRES DE TYPE EXPONENTIEL 

C. Frappier et Q.I. Rahman 

1. Introduction 

Nous utilisons 
r 

f(x) dx pour dénoter l’intégrale de Lebesgue d’une 
-00 

fonction f: IR + (c sur (-m,(x)) ce qui implique que l’intégrale est absolument 

convergente, i.e. que If(x) 1 dx existe aussi. Si f est intégrable sur 

(0,X) pour tout X et 

f(x) dx 

existe, alors nous dénotons la limite par 

(11 \- 
f(x) dx. 

0 

Une telle intégrale est appelée une kzZEgka& de CLU.&~. L’intégrale de Cauchy 

(2) 
0 

f(x) dx 

est définie d’une manière analogue. Si (1)) (2) sont convergentes et ont respecti- 

vement les valeurs 1 1’ I2’ alors nous disons que . . r f(x) dx 
-t-a 

est convergente et a la valeur Il + 12. Si f E L1(-m,m), alors (3) est Unva- 

f- 
00 

f(x) dx =‘ f(x) dx. 
+-=J -00 



Cependant, il existe des fonctions f pour lesquel les (3) est convergente et qui 

n’appartiennent pas à Ll(-00,“) . Un exemple d’une telle fonction est (sin z) /z . 

Le but de cet article est de démontrer la formule (4) ci-dessous, laquelle 

est l’analogue d’une formule de quadrature classique de Gauss C4, Théorème 3.4.11. 

THÉORÈME 1. Suppaaati 0 < o < 00. Pout /tou/te @w&Lun en.L&e f de 

Xype expunen.AU r < 20 nuuh avunh 

(41 f(x) dx = ; z f(F) 
V=A0 

pu~vu que Ph@mzte ct lea atie, dati (4), mLen.X cunvw etiti . 

Si f(z) := sin(Zozl, alors 
r 

f(x) dx = T et ; y f($) = ; f(0) = 
-t-t= v Oo =- 

27r, de sorte que f(x) dx # 5 y f(%) . Donc ‘I: = 20 n’est pas admissible 
y=-00 

au Théorème 1. 

La formule (4) est aussi valide pour les fonctions f d’ordre 1, de type 

20, qui satisfont la condition 

(51 f(x) = o(Ixl-61> (6 ’ 1, x + +o>. 

En d’autres termes, nous avons le 

THÉORÈME 2. La @~YML& (4) wt vatide puuh h~k5 &A @ntiuti enLS4eh 

f de ;type expunenti~ 20 qui A~L&@I.X (5) . 

Ici encore, 1 *exemple f(z) := sin(2az) montre que 6 = 1 est inadmissi- 
Z 

ble dans (5). 

Le Théortie 2 est ti&&&kkneti connu; le Théorème 1 l’est aussi p~cLtt 

&A &w~Uoti apptienati it L+,cQ) . Ils peuvent être déduits (voir C2l) de la 

formule de Poisson CS, p. 601 en conjonction avec un théorème de Paley et Wiener 

cl, Théorème 6.8.11. Notre méthode de preuve est nouvelle et nous la présentons 

dans l’espoir qu’elle suggérera quelques extensions intéressantes de la formule de 

quadrature en question. 
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2. Résultats auxiliaires 

2.1. En utilisant certaines propriétés bien connues des racines de l’uni- 

té, il est facile de voir que, paclh ;toti palyvz8me Mganumtique 
2n-1 

t(e) := c aVe 
ive de ch@ < 2n noua avati, 

v=-(2n-1) 

(6) t (0) de = n 
-7T 

n v 
=- 

2.2. NOUS voulons maintenant discuter quelques conséquences de la conver- 

gence de (3) pour une fonction entière de type exponent iel . 

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1 ‘intégrale (1) soit con- 

vergente est que 

Soit f une fonction holomorphe et de type exponentiel T P 01 dans le demi- 

plan droit fermé H. Ecrivons f = g t ih où g(z):= i(f(z)+f(y)) et 

h(z) := k(f (z) -f(Z)) . Les fonctions g, h sont aussi holomorphes et de type expo- 

nentiel r dans H. De plus, elles sont réelles sur l’axe réel (positif) et les 

intégrales 

r goo dx, r h(x) dx 
0 0 

sont convergent es. En particulier, (7) est valide non seulement pour f mais aus- 

si pour g et h. Ainsi 

h(x) dx < E pour tous les entiers v 2 Jt g-XE. 

Il suit de là que dans chacun des intervalles ($-(V-I), k(vti)), il éxiste des 

nombres X l,v 9 x 2,v tels que 

Ig(x, v)I 9 < $G Ih(X2 v)I < q pour v 2 i t % X,. ¶ 

D’après un théorème de Duffin et Schaeffer Cl, Théorème 10.5.11, g(x) -+ 0, 



h(x) + 0 lorsque x -+ m. Conséquemment f(x) -+ 0 lorsque x + m et f(x) est 

bornée pour x 2 0. Lu conuehgence de (3) POUIL une dontion ctiè~~c f de Zypc 

k?xponetid imp.&que yu Vf(x) + 0 Lo~A~u~ x i +J' & “f(x) e& bom&e ut 

l’axe YU%.P’. 

2.3. Nous démontrons les deux théorèmes en utilisant une méthode d’ap- 

proximation développée par Hknander dans C31. Pour les besoins immédiats, 

devons rappeler quelques détails. 

Dénotons par RT l’ensemble des fonctions f de type exponentiel 

telles que f(x) est réelle et -1 5 f(x) 5 1 lorsque x est réel. Soit 

nous 

1 

la 

sin TX 2 fonction Q(X):= (y) . Etant donnée une fonction f dans RT posons, pour 

X réel et h > 0, 

m 

fh(X) := 1 o(hxtv) f(x+ ;) . 
lJ~40 

La fonction fh est cent inue et 

De plus, fh(x) a la période l/h et ses coefficients de Fourier 

ii m cv(h) := h 
1 

fh(x) e 
-2nivhx dx = h 

o(hx) f(x) e 
-2nivhx dx 

-oJ 

s’annulent si Iv\ 2 $ + 1, i.e. que fh(x) est de la forme 

fh(x) = y 
a e27rivhx 

v=_N ’ 
, (N: = C&+l) . 

Finalement, pour x rÇel nous avons 

(121 [fh(x) - f(x)/ 5 2(1-c(hx)) 

et fh(z) -+ f(z) uniformément sur tout ensemble borné du plan complexe. 
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2.4. Les deux lemmes qui suivent nous aident à simplifier la présenta- 

tion de la preuve des deux théorèmes. 

(+%2 f(x) dx = f(x) dx 

pouhvu qut f boti bcmuk buh [O,a) . 

PREUVE. sin hz 2 Posons wh(z.) := (7) . Alors wh est une fonction entière de type 

exponentiel 2h appartenant à L1(-V) et donc Cl, Théorème 11.3.31 

(14) 1 wi(x) 1 dx 5 2h 
l 
1 wh(x) dx l 2 11 (+)2 dx = 2* 

X 

Il suit alors de (7) que si F(x):= 
Jx 

f(t) dt (x 2 Xc), alors 

E 

(13 [F(x)1 < E pour x 2 Xc. 

Soit maintenant x2 > xl 2 Xc. En intégrant par parties, nous obtenons 

l 
x2 

Wh(x) f(x) dx = wh(x2) F(x2) - Wh(xl) F(xl) - 

xl 
l 

x2 w;(x) F(x) dx 

xl 

d’où, en vertu de (14) et (lS), 

(16) 
11;; 

wh(x) f(x) dxi 2 Z(l+~f)e pour x2 > xl 2 Xc, 

i.e. que (v)2 f(x) dx est convergente. 

Etant donné E > 0, nous pouvons trouver un nonbre positif hs tel que 

0 s 1 - wh(x) 5 s/Xs pour 0 < h .C hs et pour tout x l CO,Xcl. Donc, pour 

O<h<h c, nous avons 

11; 
wh(x) f(x) dx - 

Y 
f(x) dx[ 5 E sup If(x) 1 + 2(l+n)c + E 

0 o<x<m 

ce qui dénontre (13) pour f bornée. 
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.-deA&..LA, aloti pouk dIAque 

PREUVE. C’est, en fait, une conséquence immédiate de (14) . 

Pour la preuve du Théorème 2, nous aurons aussi besoin du 

d&$bie comme dam (g), alum il exi&e une cun&anXe C bue que 

(181 Ifh( < ‘1’1 
-6 1 puwt o< 1x1 <X’ 

PREUVE. Par hypothèse, il existe une constante c1 > 0 telle que 

IfWl < CJXI -6 pour 0 < 1x1 < 00. 

En utilisant le fait que Iv(t)1 5 1 pour t E R, nous obtenons 

Ifh( 5 y I<p(hx+v) f(x+ ;) 1 < cl. 7 1 xt $ -‘. 
V=A3 v=-ca 

1 Maintenant, si 0 < x < z , alors pour v 2 0, Ix+ XI 2 (2vtl)x, alors que pour 

V<O, Ix+ ;[ > (21+1)x; il suit de là que 

03 
Ifh( < cllxf( ; + + 1 +) 

-8 
= 44 9 

V=O (2vtl) v=l (2v-1) 

ca 

où c:= 2c 1 +> ce qui démontre (18) pour 1 

l V=O (2vtl) 
o<x<2h’ Par symétrie, la 

1 même estimation doit être aussi valide pour - x < x < 0. 

3. Preuves des Théorèmes 1 et 2 

Nous pouvons évidemment nous restreindre aux fonctions qui sont réelles 

sur l’axe réel. 

3.1. Soit f une fonction entière de type exponentiel ‘I > 0 telle que 

(3) est convergente. Il a été observé à la section 2.2 que la fonction f doit 

être bornée sur l’axe réel. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 



De (ll), nous tirons que 

i 

7T 

-7T 

dx = 2rh f(x) dx. 
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Maintenant , d’après 1 e Lemme 1, nous obtenons 

P f(x) dx = lim q(hx) f(x) dx = 
3-W 

Dan4 ce qui auiX, nvu4 buppo4c4un~ que -& ut un en.LLek pabLlX.j(. Si 

h := * ’ alors la fonction fh(k) est un polynôme trigonométrique de degré 

2n-1 donc, d’après la formule (6), 

VT n 7T (2v-1)7l 
-~ fh(2Gh) dx = ; v=-n+l fh(m)* c 

Ainsi, nous obtenons 

(19) f(x) dx = lim x 
n 
c 

b0 T+47Th v=-ntl 
f (m-m) 

hm’ 

3.2. Supposons maintenant que f satisfasse (5). Alors, étant donné 

fz > 0, il existe un entier 
“1 = n,(G tel que 

PI 

D’après le Lemme 3, 

I F 
I,((2v-1)T)l < & . 

V >n T 
1 

/ f ((2v-l)73 1 < (T+4ah)& c 
h-r+4.rrh - 7r (2v-1)’ 

(-ntl 5 v 5 n). 

Il existe donc un entier n2 > nl, dépendant de E mais nun de h tel que 

(21) 

-n 2 
( 1 + ! ) If, 
v=-ntl v=n 2 

L’inégalité de Bernstein pour la dérivée d’u 

< E pour 0 < h < h 
E* 

polynôme trigonométrique, en con= 

jonction avec (lO), peut être utilisée pour conclure que 

WI 1 i2 If,(w) - fh(@$=)]l < E pour 0 < h < h’ 
V=-n2 &* 



De plus, puisque lorsque h-t 0, 

WI 
v= -nc, 

CE: pour O< h<hE. 

Il suit de (19) - (23) que si est une fonction entière de type exponentiel 

‘I: > 0 satisfaisant (5)) alors 

ce qui est évidemment équivalent au Théorème 2. La seconde partie de la preuve au- 

rait aussi pu être complétée a 1 *aide du théorème de la convergence dominée de 

Lebesgue. 

3.3. Complétion de la preuve du Théorème 1. Nous n’assumons plus que f 

satisfait (5) mais nous supposons que ‘I: < 20. Pour 0 < h < (204 /2, la fonction 

gh(‘) := ( 9)’ f(z) =:wh(z) f(z) 

satisfait la condition du Théorème 2 avec 6 = 2, d’où 

WI 
cm a3 

g,(x) dx = ; 1 gh@ l  

-CO y=&0 

D’après le Lemme 1, 

ghlx) dx = 
I- 

f(x) dx. 
-+-CO 

Il suffit donc de montrer que le membre de droite de (24) tend vers a 1 q-1 
v=-03 

lorsque h + 0. Soit NE le plus petit entier positif tel que 

(261 XE pour nrNE; 

posons sN -l:= 0, s m:= y f(F) pour m>N E. Alors, pour tout n 2 NE, 
& v=NE 
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n 
I c 
v=NE 

gh(F)I = 1 f w  (%sv 
v=NE h CT - sv-l Il 

= jWh(y)Sn t nj1 {wh(z) - "h(F) $1 
v=NE 

en vertu de (17) et (26). De plus, il existe un nombre positif hl tel que 

N,-1 NE-l . NE-l 

I c 
V=O gh(?) - v=O 1 f(F)1 = 1 1 (1 - wh(F)) f(F)1 < E pour 0 < h < hl. 

V=O 

Ainsi, 

(27) 
V?T 

.i, gh(ü-) -+ y f(T) lorsque h + 0. 
V=O 

D'une manière analogue, 

(281 ' -i gh(F) + -i f(T) lorsque h -+ 0. 
v= -00 v= -00 

Ceci complète la preuve du Théorème 1. 
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