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UNE FORMULE DE QUADRATURE

POUR LES FONCTIONS ENTIERES DE TYPE EXPONENTIEL
C. Frappier et Q.. Rahman

1. Introduction

Nous utilisons Jm f(x) dx pour dénoter 1'intégrale de Lebesgue d'une
-00
fonction f: R+ C sur (-»,©) ce qui implique que 1'intégrale est absolument
convergente, i.e. que jw |£(x)| dx existe aussi. Si f est intégrable sur
-00
(0,X) pour tout X et
X
lim J f(x) dx
X3 70
existe, alors nous dénotons la limite par
-»00
(1) J f(x) dx.
0
Une telle intégrale est appelée une 4intéghale de Cauchy. L'intégrale de Cauchy
0
(2) J f(x) dx
> =00
est définie d'une maniére analogue. Si (1), (2) sont convergentes et ont respecti-

vement les valeurs Il’ 12, alors nous disons que
. 500
(3) J f(x) dx
00

est convergente et a la valeur Il + Iz. Si f e Ll(—m,w), alors (3) est conver-

rm £(x) dx =‘r £(x) dx.

gente et
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Cependant, il existe des fonctions f pour lesquelles (3) est convergente et qui

n'appartiennent pas a Ll(—W,w). Un exemple d'une telle fonction est (sin z)/z.

Le but de cet article est de démontrer la formule (4) ci-dessous, laquelle

est 1'analogue d'une formule de quadrature classique de Gauss [4, Théoréme 3.4.1].

THEOREME 1. Supposons 0 < o < o, Pour toute fonction entiére £ de

Zype exponentiel T < 20 nous avons

i m s VT
4) L_m £(x) dx = 3 VZ S

pouwwu que £'intégrale et La sénie, dans (4), sodient convergentes.

Si f(z):= §g££§951, alors J*“ f(x) dx =7 et g

-0 V

ne~-18

£(X) = 2 £(0) =

(e}

2w, de sorte que [*w f(x) dx # % z f(yﬂa. Donc T = 20 n'est pas admissible
=00 V== o

au Théoréme 1.

La formule (4) est aussi valide pour les fonctions f d'ordre 1, de type

20, qui satisfont la condition

(5 £(x) = (:)CIXI'G), (6 >1, x> *).

En d'autres termes, nous avons le
THEOREME 2. La formule (4) est valide pour toutes Les fonctions entilres

f de type exponentiel 20 qui satisfont (5).

Ici encore, l’exémple f(z):=

si . C .
_lﬂL%QEl montre que & = 1 est inadmissi-

ble dans (5).

Le Théoreéme 2 est essentiellement connu; le Théoréme 1 1'est aussi pour
Les fonctions appartenant a@ Ll(-m,w). Ils peuvent 8tre déduits (voir [2]) de la
formule de Poisson [5, p. 60] en conjonction avec un th€oréme de Paley et Wiener
(1, Théoréme 6.8.1]. Notre méthode de preuve est nouvelle et nous la présentons
dans 1l'espoir qu'elle suggérera quelques extensions inté&ressantes de la formule de

quadrature en question.
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2. Résultats auxiliaires

2.1. En utilisant certaines propriétés bien connues des racines de 1'uni-

té, il est facile de voir que, powr fout polynéme trigonometrique
2n-1

t(0):= ) a\)ei\)e de degné < 2n nous avons,
v=-(2n-1)
i T 0 (v-1)7
(6) f t(®) d =~ ) tC5).

- =-n+l

2.2. Nous voulons maintenant discuter quelques conséquences de la conver-

gence de (3) pour une fonction entiére de type exponentiel.

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'intégrale (1) soit con-

vergente est que

, x
(7 IJ‘XZ f(x) Xm < € pour X2 > xl > XE'
1

Soit f wune fonction holomorphe et de type exponentiel T (> 0) dans le demi-

plan droit fermé H. Ecrivons £ = g + ih ol g(z):= 1(£(2)+£(2)) et
h(z):= %T(f(z)—f(zj). Les fonctions g, h sont aussi holomorphes et de type expo-
nentiel T dans H. De plus, elles sont réelles sur 1l'axe réel (positif) et les

intégrales
-0 ->00
j g(x) dx, j h(x) dx
0 0

sont convergentes. En particulier, (7) est valide non seulement pour f mais aus-

si pour g et h. Ainsi

m 1 ™ 1
5;{V+z) 7?(V+4) .
' g(x) dx| <€, \I h(x) dx| < € pour tous les entiers Vv 2 3+-%—X€.
T _v-1 T (v-1 '
ZT(V a) ZT(V a)

I1 suit de 13 que dans chacun des intervalles (%;{V-i), %?{v+%)), il existe des

nombres Al,v s Xz’v tels que
4t ' 4t 2
(8) |g(}\1,\))| < =€, ]h(lz’v)l <€ pour V=it X

D'apré&s un théoréme de Duffin et Schaeffer [1, Théoréme 10.5.11, g(x) > 0,
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h(x) » 0 lorsque x + . Conséquemment f(x) ~ 0 lorsque x » = et f(x) est
bornée pour x > 0. Lla convergence de (3) pour une fonction entiére f de type
exponentiel implique que "f(x) » 0 Lomsque x > s ot "f(x) est bornfe sun

L'axe néel".

2.3. Nous démontrons les deux théor2mes en utilisant une méthode d'ap-
proximation développée par Hormander dans [3]. Pour les besoins immédiats, nous

devons rappeler quelques détails.

Dénotons par RT 1'ensemble des fonctions f de type exponentiel T

telles que f£(x) est réelle et -1 < f(x) <1 lorsque x est réel. Soit la

fonction ¢(x):= (533;35)2. Etant donnée une fonction f dans RT posons, pour
x réel et h > O,
IS v
(9 £,(x) := 1 o(hx+v) f(x+ K
V=-00
La fonction fh est continue et
(10) -1 < fh(x) < 1.

De plus, fh(x) a la période 1/h et ses coefficients de Fourier

(11) C\)(h):: hJ’ fh(x) e‘ZTTi\)h-x dx = hJ o(hx) £(x) e'ZTTi\)hX dx

s'annulent si |v| 2 >h T 1, i.e. que fh(x) est de la forme
N 2rivhx T
£,(x) = Z ae , (Ni= [m1+1).

Y

Finalement, pour x réel nous avons
(12) [£,60 - £(x)] < 2(1-0(hx))

et fh(z) + £(z) uniformément sur tout ensemble borné du plan complexe.
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2.4. Les deux lemmes qui suivent nous aident & simplifier la présenta-

tion de la preuve des deux théorémes.

LEMME 1. S4, pouwr une fonction £ donnle, L'intégrale (1) est convergen-

-0 .
te, alkons J (f’“}‘lThx)z £(x) dx converge poun tout h > 0. De plus,
0

sin hx

(13) 1im J (“Fi“’32 £(x) dx = [¥» £(x) dx
b0 0 0

powwu que f S04t bornfe sun [0,®).

512th)2. Alors Wy est une fonction entiére de type

exponentiel 2h appartenant & Ll(aw,w) et donc [1, Théoréme 11.3.3]

PREUVE. Posons wh(z):z (

(14) [w [wp ()] dx < 2n f Wy (x) dx = 2 I (fig—ﬁaz dx = 2r.

~00

X
11 suit alors de (7) que si F(x):= [ f(t) dt (x = Xe)’ alors
J

X
€
(15) [Fe)| < e pour x 2 X.
Soit maintenant Xy > Xy 2 Xe' En intégrant par parties, nous obtenons
X2

X
I 2 w (x) £00 dx = w(x,) F(x,) = w(x) Flxp) - I
X X

wﬁ(x) F(x) dx

d'oli, en vertu de (14) et (15),

X
(16) IJXZ wh(x) f(x) dx| < 2(1+m)e pour Xy > Xy = XE,
1

i.e. que fo (Ei%RDZJZ f(x) dx est convergente.
Etant donné ¢ > 0, nous pouvons trouver un nombre positif h€ tel que
01 - w(x)< s/X€ pour 0 < h < he et pour tout x € [O,XEJ. Donc, pour
0 <hc< hg, nous avons
>0 >
ljo w (x) £(x) dx - JO £(x) dx| < e sup [£(x)| + 2(1+me + €

O<x <o

ce qui démontre (13) pour f bornée.
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LEMME 2. S4& wh(z) est déginie comme ci-dessus, alorns pour chaque o > 0,

% Tl (DT ) < o,

=~
c-
V= =00

PREUVE. C'est, en fait, une conséquence immédiate de (14).

Pour la preuve du Théoréme 2, nous aurons aussi besoin du

LEMME 3. Soit f une fonction de RT satisfaisant (5). S4 £, est

h
déginie comme dans (9), alorns il existe une constante c Lelle que

-8 1
(18) [£,00] < clx|™ powr 0 < x| <3 .

PREUVE. Par hypothése, il existe une constante e 0 telle que

[£(x)] < cllxl_(S pour 0 < |x| < e,

En utilisant le fait que |o(t)] <1 pour t € R, nous obtenons

(o] [ee]

1,00 < T lotxw) £t P <cp T x+ %1'6.

=00 V= -0

Maintenant, si 0 < x < é—h , alors pour v 2 0, |x+ YHI > (2v+1)x, alors que pour
v <0, |[xt %[ > (2|v]-1)x; il suit de 13 que

0

5.5 1 1 -8
£, < eqlx| () ———+ ——) = c|x| 7,
h 1 V=0 (2v+1) vzl (2v-1)°

o~ . 1 . .z 1 P
olu c:= ch Z ——F » ce qui démontre (18) pour 0 < x < T Par symétrie, la
v=0 (2v+l)

méme estimation doit &tre aussi valide pour - %E-< x < 0.

3. Preuves des Théorémes 1 et 2

Nous pouvons &videmment nous restreindre aux fonctions qui sont réelles

sur 1l'axe réel.

3.1. Soit f une fonction entigére de type exponentiel T > 0 telle que

~

(3) est convergente. I1 a €té observé d la section 2.2 que la fonction £ doit

8tre bornée sur 1'axe réel. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
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Il :=  sup [£x)] =

~00< X <00

De (11), nous tirons que
™ x 00
J-w fh(f'ﬁf) dx = ZTrco = 2rh me(M) f(x) dx.

Maintenant, d'aprés le Lemme 1, nous obtenons

00 4
r . . 1 X
f(x) dx = 1lim f o(hx) f(x) dx = lim ———-J f. (=) dx.
> =00 0 7 - 0 2mh - h*2mh

Dans ce qui suit, nous supposerons que Z%F est un entien positif. Si

o T . X A . P p
h:= o alors la fonction thEEFJ est un polynOme trigonométrique de degré

2n-1 donc, d'aprés la formule (6),

v n
X _ T (2v-1)m
j fpam dx =3 NG DR
- v=-n+l
Ainsi, nous obtenons
500 n
_ 2m (2v-1)m
(19) j £(x) dx = lim e T+4wh ) ( T+4Th ).

+>-00 h»0 =-n+l1

3.2. Supposons maintenant que f satisfasse (5). Alors, &tant donné

€ > 0, il existe un entier n, = nl(e) tel que

1
-1
(20) % [Iea=DLIENPS
[v >n,
D'aprés le Lemme 3,
£, (22T o (Trirhyd -—iijﬁy (-ntl € v < n).
(2v-1

I1 existe donc un entier n, >mn,, dépendant de € mais non de h tel que

(2v-1)m

“am)| <€ pour 0 <h < h,.

(21) ( Z + Z ) | £ Gt

v=-n+l V= 2

L'inégalité de Bernstein pour la dérivée d'un polyndme trigonométrique, en cor-

jonction avec (10), peut 8tre utilis€e pour conclure que

2v-1)m (2v-1)m
Teamh ) " Tl T

n
2 e L
(22) | I (¢

)} <€ pour 0 <h < hl.
v=-n,
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De plus, puisque fh(z) + f(z) lorsque h~ 0,
2

(23) |7 g, (22T (2UTy ) <6 opowr 0« h<hy.
v=-n
2

I1 suit de (19) - (23) que si f est une fonction entiére de type exponentiel
T > 0 satisfaisant (5), alors
o S 2
rﬂ f(x) dx = =& 7 f(- L4+ I
T T T
- —00 V= -0
ce qui est évidemment &quivalent au Théoreéme 2. La seconde partie de la preuve au-
rait aussi pu 8tre complétée 2 1'aide du théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue.

3.3. Complétion de la preuve du Théoréme 1. Nous n'assumons plus que £

satisfait (5) mais nous supposons que T < 20. Pour 0 < h < (20-1)/2, la fonction

g (2) = (D2 £(2) 1w (2) £(2)

satisfait la condition du Théoreéme 2 avec § = 2, d'ol

00 o
T VT
(24) j_m g (x) dx = Z_w g, GO -
D'aprés le Lemme 1,
00

25 . lim Jm gh(x) dx = J f(x) dx.

h0 7/ o > -00

(o]

11 suffit donc de montrer que le membre de droite de (24) tend vers % z f(%zﬂ

° \):_eo

lorsque h ~» 0. Soit NE le plus petit entier positif tel que

n
(26) | I £GD| <e pour nzN;
v=-N
€

m .
. .- VT
posons SNE-l'- 0, Spis vZN f(o ) pour m 2 Ne' Alors, pour tout n > N

€
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n n
VT
|1 eyl =1 1 wmGEICs, - sy
v:N \)-Ne
n-1
- n. v, (v
- [wh(o )Sn * Z {wh(o ) wh( o )}svl
v=N
€
< (1+2m)e
en vertu de (17) et (26). De plus, il existe un nombre positif h1 tel que
Ne-l or Ne_l Ne—l
1] gCDh - 1 fCE vy | =11 0 -w@E) £ED] <e pour 0<h<h
v=0 v=0 v=0
Ainsi,
(27) Z gh( Yy Z f(-—a lorsque h - 0.
D'une maniére analogue,
-1 -
(28) ) g ()~ Z f( Ty lorsque h - 0.
V= ~00 V==
Ceci compléte la preuve du Théoréme 1.
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