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RELATIONS DE DÉPENDANCE LINÉAIRE D'UNE FONCTION SPLINE 
AVEC PARTAGE UNIFORME DE LA DROITE RÉELLE 

François Dubeau et Jean Savoie 

Résumé 

Nous utilisons les propriétés des B-splines pour établir des relations de 

dépendance linéaire entre des valeurs des dérivées et des intégrales définies d’une 

fonction spline lorsque la partition de la droite réelle est uniforme. Nous pré- 

sentons une méthode générale pour établir de telles relations. Nous .obt enons plu- 

sieurs relations déjà connues et en présentons de nouvelles. 

1. Introduction 

Soit A = (ih)? oo une partition uuti@tune de pas h de la droite réelle 1=- 

R. Une fonction spline S(a) de degré m définie sur R est une fonction telle 

que (i) S(m) est un polynôme de degré m sur chaque intervalle Cih, (i+l) hl, 

et (ii) S(e) E C m-l(R;R). Nous pouvons écrire ces fonctions sous la forme 

où Qm+l(.) est une B-spline de degré m. 

Pour les problèmes d’interpolation à l’aide des fonctions splines, il est 

très utile d’avoir des relations de dépendance linéaire entre des valeurs des déri- 

vées et des intégrales définies d’une fonction spline. Ces relations sont utili- 

sées pour établir des majorations d’erreur (cf. Cl], [SI, [SI, L-141) et des dévelop- 

pements asymptotiques (cf. C21, C71). De telles relations ont été établies par 
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Fyfe [SI, Hoskins et Meek [ 61, Meek [81 et Sakai c 111 1orsqt.A.l y a des conditions 

de collocation aux extrémités ou aux points milieux des sous-intervalles. De même 

pour les problèmes d’histospline, problèmes pour lesquels les conditions s’expri- 

ment sous la forme d’intégrales définies de la fonction spline (cf. C91, [ 101)) 

Sakaï et Usmani C 121 ont obtenu de telles relations. Ter Morsche cl51 a également 

présenté de telles relations (voir Exemple 1). 

Dans ce travail nous utilisons les propriétés des B-splines pour établir 

des relations de dépendance linéaire entre des valeurs des dérivées et des intégra- 

les définies d’une fonction spline lorsque la partition de la droite réelle est 

uniforme. Nous prolongeons les travaux de Sakai [lll, Sakay et Usmani cl21 et ter 

Morsche Cl51 et présentons une méthode générale pour établir de telles relations. 

Nous obtenons plusieurs relations déjà connues et en présentons de nouvelles. 

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes: prn est l’ensem- 

ble des polynômes de degré inférieur ou égal à m, gw = g(wh) et 

2. Propriétés des B-splines 

1; h(f) = 1 
(atl)h Ylfh 

9 f h” ah dyl dy2 . . . 

y1 

Y n-l th 
f(Y,l dYn l  

Y n-l 

Rappelons qu’une B-spline de degré m est définie par 

Qmtl (x) 
1 mtl 

m’ c 
l  i=O 

i mtl 
C-l) ( i 1 Cxwi) 

m 
t $ vmtl (x)Y . 

où v est 1 f opérateur aux différences finies régressives. 

Notre travail est basé en partie sur différentes propriétés des 

que nous rappelons dans un lemme. 

LEMME 1. La B-ap.&ze \,l(.) a La pmpkiéXE4 ativabteh: 

(i) %tli [j , j tll(‘) E mCj,jtll paW j = O,...,m; 

(ii) Q&+) E CmW1(R;R) ; 

B-splines 

(iii) support Q&*) = CO,m+ll; 
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(iv) pn+l(x> = Qm *  X[(JJ,(X) = x[()J]*x[oJ]* “.*x[o,J,(xl; 

\ 
-c / 

m+l fois 

(V) <,kl(x) = (-l)k~~~(m+l-x) pati k = 0,1,2,...,m; 

(vi) Q@!(x) = k v $,tl-k(X) pati k = o,l,. . .,m 

m 4 + tl x 1 = (-l)j(T) p0LLtL x E (j,j+l) ti j = O,.*.,m; 

(vii) puti /loti a,@ E R ti n E N, noti avuti 

z1tl tl 
dz2 . . . 

z1 

c$$(zn+f3)dzn = d:;&+cr+8) l  

DÉMONSTRATION. Ces démonstrations sont directes et sont contenues dans l'excellent 

traité de L. L. Schumaker c131. C.Q.F.D. 

pour tout 

Nous utiliserons une famille de polynômes définis à partir des 

t,z E R et k = O,l,...,m. Selon cette notation 

B-splines 

PAk) (t,z) = s- P (t,z). 
atk m 

(ii) P (t 91) = <kw1)(t) put ;~uL& k = l,...,m; 

(iii) a'/ie ex&tte r E CO,13 ti n E N && que t = m+n+q &Ou 

Pik) hz) = Z"(Z-1) k Pm k(m-k+T,z). 

DÉMONSTRATION. Nous obtenons (i) et (ii) des propriétés (iii) et (vi) du Lemme 1. 

En utilisant les propriétés (iii), (v) et (vi) du Lemme 1, nous obtenons 

Pik) (mtn+r,z) = (-1) kzn Jo z"gm:;(lt&q 
= 

kn = (-1) z (l-z) 
9n tl-k(ltt-r) 

Z"(Z-1) 
k Pm k(lll-k+~,z). 

C.Q.F.D. 
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Les polynômes P,(m+r,*) ont déjà fait l'objet d'une étude détaillée 

lorsque le paramètre 'z: est dans Vintervalle CO,13 (voir C41, Théorèmes 1 et 2). 

Nous terminons cette section en rappelant les principales propriétés de ces poly- 

nômes. 

LEMME 3. pmm 9. > 

(ii) naub avons pm(m+l 9) = z Pm(m,z) pau.A h.Lt z E R; 

(iii) &u~yue T E (O,l], kk pulynâme P (mtT,e) m UX de deg’t& m ti pua- 

DÉMONSTRATION. Nous obtenons (i) et (ii) par définition de P,(t,.). Les démons- 

trations de (iii) et (iv) apparaissent dans C41. 
C.Q.F.D. 

3. Relations de dépendance linéaire 

La première étape est d'établir des relations de dépendance linéaire entre 

deux dérivées de la même B-spline \+l(*). 

THÉORÈME 4. %iieti m,n E N, r,s E Z, u,v,z E R ti da efiem p et 

0 I p'm ex 0 5 q 5 mtn. 

(91 wn (P) (P) (9) 
i tntl (r-itu) Qmti (itv-s) = 1 Qmti (r-itv) Qmtntl (itu-s) 12) 

i 

c P (9) mtn(r-itu,z) (P) \+l(itv-s) = 1 P (P) (91 
i i m (r-itv,z) \tntl(i+u-s>g 

DEMONSTRATION. Pour obtenir (2) il suffit de considérer le changement d'indice 

r-i = il-s. En remplaçant Par U-1 dans (2), en multipliant par te 
Z 

(3) 

sommant pour 1 2 0, nous obtenons (3). 
C.Q.F.D. 



(P) (9) Les relations (2) et (3) relient bien &+l(*) à %+1(e) car, selon la 

(9) propriété (vii) du Lemme 1, l'expression Qm+n+l(*) est une intégrale définie de 

Lorsque p = m, ou q = mtn, les relations restent valides lorsque v, ou 

u, est entier en prenant des limites à gauche ou à droite. 

En utilisant la propriété (ii) du Lemme 2, nous obtenons le corollaire 

suivant. 

COROLLAIRE 5. s~i.eti m,n E N, r,s E 2, u,v,z~R ticitietim p,q 

et j &lA que 

01 p 5 m, 0 < q 5 mtn ti 0 5 j 5 min(p,q). 

(s-j 1 
Nn 

(P) (p-j 1 
i tntl-j (r-itu) Q&i+v-s) = 1 Qm (9) 

i +1-j (r-itv) Qn+ntl(i+u-s) (4) 

1 ,(s-jl (P) (p-j 1 
mtn-j (r-itu,z) Q&i+v-s) = 1 P m-j (r-i+v,z) (9) 

i i Qm tnt 1  ci tu-9 l  (51 

Si nous remplaçons U Par V Par ltv et r Par mtn-j-1 

(4) et considérons alors u et v dans l'intervalle CO,l], nous obtenons 

(mtn-jtu-i) Q(q(qtl(ntttitu-s)~ 

ceci a pour effet de rendre les indices de sommation indépendants de s. En utili- 

sant la propriété 

ment de variable 

résultat suivant. 

(vii) du Lemme 1, en transformant l'intégrale à l'aide du change- 

z. 
1 

= yi/h (i = l,...,n) et en utilisant (l), nous obtenons le 

THÉORÈME 6. sd.ieti m,n E N, u,v E CO,11 eR: du WW p, q eR: j 

&LA que 

0 I P 5 m, 0 2 q 5 mtn 0 5 j I min{p,q). 

hp "e-j ~@n:i-,(mtn-jtu-i) SEitv = hq mij Q@;ji(m-j+v-i) I~titu h(S(')). (6) 
i=O i=O ¶ 
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Illustrons ce résultat à l'aide de quelques exemples. 

EXEMPLE 1. n=O et j = q= Q. Nous obtenons 

hp z s+l(mtu-i) Sif!!v = F $$rntv-i) SQtitu 
i=O i=O 

pour p = O,...,m et u,v E cO,ll, ce sont les relations établies par ter Morsche 

c153. 

(i) Pour u=v= 0, nous obtenons les relations établies par Fyfe [SI 

m-l 
hp 1 %,,(m-i) S$i = yii Q($m-i) Se+i* 

i=O 

(ii) Pour u=v=;, nous obtenons les relations établies par Hoskins et 

Méek C6l 

hp y s,,(mt&i) Sifitt = y $$mt&i) sQ+it~. 
i=O i=O 

(iii) Sakaï Cl11 a obtenu (6) pour j = 0, n = 0, u = $, et v = 0. En 

particulier il obtient 

m-l 
hp 1 sti(m-i) Siylt; = 5 Q($m-t$i) SQti 

i=O i=O 

hp y 3n+l(m+&i) Siy! = mil Q@i(m-i) SLti+'. 
i=O i=O 2 

EXEMPLE 2. Posons n = 1 et j = q = 0. Nous obtenons 

hp mf1 Qm+2(mtl+u-i) Si@tv = h-l y $$(mtv-i) J"titutllh S(x) dx, 
i=O i=O (&titu)h 

pour p = O,...,m et u,v E COJI. 

(i) Pour u = 0 et v = 0, nous avons 

hp Ë Qnt2(mtl-i) Si$ = h-1 
i=O 

y( d(pi(rn-i) JEz@l’zh s(x) dx . 

et pour u =0 et v= 1, nous obtenons 

hp F Pnt2(mtl-i) Se+itl = h-l y Q(+i(rnt$-i) job S(x) dx. 
i=O 2 i=O (l-t-i)h 

Ce sont les relations établies par Saka'i et Usmani Clll. 
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(ii) Pour u = $ et v = 0, nous avons 

mtl 
hp 1 0 

i=O 
m+2(mt3/2-i) Siy: = h-l yii ($i(rn-i) /@::':L'" S(x) dx 

1 

et pour u = $ et v = $, nous obtenons 

mtl 
hp 1 (Jt2(mt3/2-i) Sip?tl = h-l y d(i(rn+$-i) 1 

(&tit3/2)h 
S(x) dx. 

i=O 2 i=O (&tit~)h 

Les relations du Théorème 6 contiennent en général mtn-jtl termes dans 

le membre de gauche et m-j+1 termes dans le membre de droite. Il est possible 

d'obtenir des relations comportant un terme de moins à gauche et à droite. 

r Par 

Pour y arriver, utilisons (5) et remplaçons 

mtn-j-451 et considérons U et v E CO,ll. 

U Par e-tu, V Par 

Nous obtenons alors 

kV, 

m+nij-1 ,(q-j) 

mtn-j (mtn-j -1-itu,z) 
i=-les 

Q@i (bitv-s) 

(7) 
m- '-1 

= E 
i= 

p(Pyj) (m-j -1-itv,z) c$~~tl (nt&bitu-s) . 
-n-Rts m-J 

Dans cette identité, les bornes inférieures des indices de sommation dépendent de 

s. Le problème est donc de trouver 

pas de et soient nulles. 

Considérons les indices i 

Z tel que ces bornes inférieures ne dépendent 

strictement négatifs dans (7). Selon la pro- 

priété (iii) du Lemme 2, nous obtenons 

et 

p(4-j > 
mtn-j (mtn-j-l-itu,z) = z Y(i+l)(z-l)q-j PmtnBq(m+n-qtu,z) 

Pljlp3j)(m-j-l-itv,z) = z-(itl)(z-l)p-j Pm p(m-ptv,z). 

Nous avons alors le résultat suivant. 

THÉORÈME 7. %d!ti m,n E N, u,v 6 CO,ll, 4k du WkX4i p, q ti j 

/te-b que 

0s p 5 m 0 5 q 2 mtn ti 0 5 j 5 min{p,q). 

Si z esR une ttacine du palynômti P ,,,_q(m+n-VU,') d p . m-p(m-P+vA7 &m 
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hp 
mtnij-l ,(q-j) (P) 

i= 0 m+n-j (mtn-j-1-itu,z) Setitv 

(8) 

= hq 
m- 

E 
'A ,Cp-jl 

i=O - 
m j (m-j-l-itv,z) Iytitu,h(S(q)). 

Nous pouvons conclure du comportement des racines des polynômes Prn(~Vl 

par rapport au paramètre T (voir [4]) qu'il est possible de trouver, pour tout 

nombre strictement négatif, un U dans l'intervalle CO,11 tels que 

P (mi-n-qtu,F) = 0 et P mtn-q m p(m-ptv,Z) = 0. En particulier, pour ?= -1, en 

utilisant la propriété (iv) du Lemme 3, nous obtenons le résultat suivant. 

COROLLAIRE 8. SO.&& m,n E N P9 q 

si. 

05 p<m, 01 q<mtn ti 0 5 j i min(p,q). 

1 padeR: u=o ou 1, 
mtn-q U/t 

impaamt u= ;, 

i 

paL4ex v=o ou. 1, 
m-p U/t 

impaaex v= 4, 

j 

hp (P) 
' -') S&+itv 

(9) 
m- 

.= hq E 
'-' ,(P-j) 

i=() - 
m j (m-j-l-i+v,-1) Ietitu h(S(')). 

9 

EXEMPLE 3. Posons n = 0 et j = q = 0. Nous obtenons 

hp m$ P (m-ltu-i,-1) S$?tv = mi1 P~p)(m-&t-v-i,-l) sQtitu 
i=O m i=O 

( > i 

blies par Meek [8] 

appropriés. 

P pairs et u=v = 0, nous obtenons les relations éta- 

hp mi2 Pm(m-1-i,-1) SE!, = mi2 Pm')(m-l-i,-1) S~ti. 
i=O i=O 
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(ii) Pour m pair, u = 0 et p impair, v = 4, nous obtenons 

m-2 m-l 
hp (PI 1 Pm(m-1-i,-1) S~:;+I = 1 Pm (m-s-i,-1) SR+i' 

i=O 2 i=O 

(iii) Pour m impair, u = i et p impair, v = 0, nous obtenons 

hp mi1 P,(m-i-i,-1) S:!i = "L;' PLp)(m-l-i,-1) S~+i+~. 
i=O i=O 

(iv) Pour m impair, u = $ et p pair, v = i, nous avons 

hp mi1 Pm(m-i-i,-1) S::i = mi1 Pz)(m-i-i,-1) Sl+i+t. 
i=O i=O 

EXEMPLE 4. Posons n = 1 et j = q = 0. Nous obtenons 

m m-l 
hp c p i=O mt1 

(mtu-i,-1) Si?+, = F 1 ,%p) (m-ltv-i,-1) 
f 

(l+itutl)h 
S(x) dx. 

i=O (1titu)h 

( > i Pour impair, u= 0 et P impair, V = 0, nous avons 

m-l m-2 
hp 

(&itl)h 

c p i-0 m+l 
(m-i,-1) Siy: = $ 1 P(p)(m-l-i,-l) 

i=O m f 
S(x) dx. 

(Lti)h 

(ii) Pour m impair, u = 0 et p pair, v = $, nous avons 

m-l m-l 
hp 

(&itl)h 
c p i-0 mtl 

(m-i,-1) Si$tI = i 1 Pmp)(m-f-i,-1) 
z i=O f 

S(x) dx. 
(-&i)h 

(iii) Pour m pair, u = i et p pair, v = 0, nous avons 

hp y P 
m-2 (&tit3/2)h 

i=O m+1 
(mtj-i,-1) SE! = i 1 Pkp)(m-l-i,-1) S(x) dx. 

i=O f (.&it$)h 

(iv) Pour m pair, u = i et p impair, v = $, nous avons 

m m-l 
hp 1 Pmtl(mt$-i,-1) SEitI = k 1 P~p)(m-~-i,-l) 

(.&it3/2)h 
S(x) dx. 

i=O 2 i=O f (&iti)h 

Nous avons obtenu des relations de dépendance linéaire (6), (8) et (9) 

entre des valeurs des dérivées et des intégrales définies d'une fonction spline 

lorsque la partition est uniforme. Ces relations générales englobent les relations 

déjà connues et en contiennent de nouvelles. Ces résultats seront utiles pour ob- 

tenir des .majorations d'erreur et des développements asymptotiques. Nous pouvons 
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également obtenir des résultats semblables pour des fonctions splines à deux varia- 

bles (voir Saka'i [ll], et Saka? et Usmani C121). 
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