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RELATIONS DE DEPENDANCE LINEAIRE D’UNE FONGTION SPLINE
AVEC PARTAGE UNIFORME DE LA DROITE REELLE

Frangois Dubeau et Jean Savoie

Résumé

Nous utilisons les propriétés des B-splines pour €tablir des relations de
dépendance linéaire entre des valeurs des dérivées et des intégrales définies d'une
fonction spline lorsque la partition de la droite réelle est uniforme. Nous pré-
sentons une méthode générale pour &tablir de telles relations. Nous .obtenons plu-

sieurs relations déjd connues et en présentons de nouvelles.

1. Introduction

Soit A = {ih}+i°:_m une partition unigforme de pas h de la droite réelle
R. Une fonction spline S(¢) de degré m définie sur R est une fonction telle
que (i) S(*) est un polynSme de degré m sur chaque intervalle [ih,(i+1)h],
et (ii) S(°) € Cm_l(R;R). Nous pouvons écrire ces fonctions sous la forme
4o
s = I aQ G- s - ey

§=-00

oll Qm+1(°) est une B-spline de degré m.

Pour les probleémes d'interpolation 4 1'aide des fonctions splines, il est
trés utile d'avoir des relations de dépendancé linéaire entre des valeurs des déri-
vées et des intégrales définies d'une fonction spline. Ces relations sont utili-
sées pour €tablir des majorations d'erreur (cf. [1], [3], [5], [14]) et des dévelop-

pements asymptotiques (cf. [2], [7]). De telles relations ont &té é&tablies par
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Fyfe [ 5], Hoskins et Meek [ 6], Meek [8] et Sakai [11] lorsqu'il y a des conditions
de collocation aux extrémités ou aux points milieux des sous-intervalles. De méme
pour les problémes d'histospline, problémes pour lesquels les conditions s'expri-
ment sous la forme d'intégrales définies de la fonction spline (cf. [9]1, [10]1),
Sakai et Usmani [12] ont obtenu de telles relations. Ter Morsche [15] a &galement

présenté de telles relations (voir Exemple 1).

Dans ce travail nous utilisons les propriétés des B-splines pour &€tablir
des relations de dépendance liné€aire entre des valeurs des dérivées et des intégra-
les définies d'une fonction spline lorsque la partition de la droite réelle est
uniforme. Nous prolongeons les travaux de Sakai [11], Sakal et Usmani [12] et ter
Morsche [15] et présentons une méthode générale pour &tablir de telles relations.

Nous obtenons plusieurs relations d&jd connues et en présentons de nouvelles.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes: Pm est l'ensem-

ble des polyndmes de degré inférieur ou égal i m, g, = gwh) et

1 (a+1)h 4 y1+h 4 yn_1+h
= Y1 Yo e

Yn-1

n -
I,n(®) = £(y)dy, .

=2

oh Y1

2. Propriétés des B-splines

Rappelons qu'une B-spline de degré m est définie par
. -

Qa0 = 57 ]

i=

1 .
) GO e = 3 v o

oi V est l'opérateur aux différences finies régressives.

Notre travail est basé en partie sur différentes propriétés des B-splines

que nous rappelons dans un lemme.
LEMME 1. La B-spline Qm+1(-) a Les proprietés suivantes:
(D) Quly,5411() € Pplisi+1] powr j = 0,....m;
. -1
(i) Q () € C""(R;R);

(iii) support Qm+1(') = [0,m+1];
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(V) Q) = Q% Xpo,19(X) = Xpg 17" [0,17* ++ *X[0,17()

v .
mtl fois

G0 M powr k= 0,1,2,...m;

™ M

"

(vi) Qéfi(x) Vka+l_k(x) powr k= 0,1,...,m
URIC)

(vii) pouwr tout o,B € R et n e N, nous avons

(-133(’;) pour x e (j,itl) et j = 0,...,m;

“n- k) (x)

arl 1+1 (
[ “n-1 Qm+l(zn+8)dzn = Qm+n+1(n+a+3).

z.+1 [

1
dz1 { dz2 e
‘o ‘z

1
DEMONSTRATION. Ces démonstrations sont directes et sont contenues dans 1'excellent

traité de L. L. Schumaker [13]. C.Q.F.D.

~

Nous utiliserons une famille de polynSmes définis 3 partir des B-splines

Pék)(t,z) - zgo & (f}(t-t)

pour tout t,z e R et k = 0,1,...,m. Selon cette notation

LEMME 2. Les polyndmes P;k)(t,-) possédent Les proprites suivantes:

(i) 44 t <0, alons Pék)(t,') = 0;
(ii) Pék)(t,l) = Q;k_l)(t) pour tout k = 1,...,m;

(iii) 4'ik existe T € [0,1]1 et n e N tels que t = min+t, alons
k k
Pé )(t,z) = zn(z-l) Pm_k(m-k+T,z).

DEMONSTRATION. Nous obtenons (i) et (ii) des propriétés (iii) et (vi) du Lemme 1.

En utilisant les propriétés (iii), (v) et (vi) du Lemme 1, nous obtenons

m
P;k)(m+n+T,Z) = (-l)kzn LZO z£Q£f1(1+£-T)

m-k
1%k zzo zsz+1_k(1+£—T)

2P(z-1)%p ke, 2)
m C.Q.F.D.
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Les polyndmes Pm(m+T,°) ont déja fait 1'objet d'une &tude détaillée
lorsque le paramétre T est dans l'intervalle [0,1] (voir [4], Théor&mes 1 et 2).
Nous terminons cette section en rappelant les principales propriétés de ces poly-

ndmes.

LEMME 3. Les polyndmes P (m+1,°) possldent Les propriltés suivantes:
(1) PO(T,Z) =1 pour tout T € [0,1] et 1z e R;
(ii) ALorsque m = 1 nous avons Pm(m+1,z) =z Pm(m,z) pour tout z € R;
(iii) ALorsque T € (0,11, Le polyndme Pm(m+r,-) est de degne m et pos-
s8de m hracines distinctes négatives stnictement croissantes par rapport au para-
methe T;
m est dimpain et T = 31,
(iv) Pm(m+1,-1) = 0 44 et sewlement A4
m est pain et T =0 ou 1.
DEMONSTRATION. Nous obtenons (i) et (ii) par définition de Pm(t,-). Les démons-
trations de (iii) et (iv) apparaissent dans [4].

C.Q.F.D.

3. Relations de dépendance linéaire

La premigre €tape est d'établir des relations de dépendance linéaire entre

deux dérivées de la m@me B-spline Qm+1(-).

THEOREME 4. Soient m,n e N, 1,5 ¢ Z, u,v,z ¢ R et des entiens p et
q Leds que

0O<ps<m et 0<q < m+n.

Alons
B @t - [ R G @
1 1

et
g PV (r_ity,2) Qéfi(i+v-s) . % Pép)(r—i+v,z) Qé3;+l(i+u—s). (3

DEMONSTRATION. Pour obtenir (2) il suffit de considérer le changement d'indice
r-i = i'-s. En remplagant u par u-£ dans (2), en multipliant par z£ et en

sommant pour £ > 0, nous obtenons (3).
C.Q.F.D.
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~

Les relations (2) et (3) relient bien Qéfi(-) a Qégi(-) car, selon la
propriété (vii) du Lemme 1, 1'expression Q£3%+1(') est une intégrale définie de
Q..
Qm+1( )
Lorsque p=m, ou q = mtn, les relations restent valides lorsque v, ou

u, est entier en prenant des limites & gauche ou a droite.

En utilisant la propriété (ii) du Lemme 2, nous obtenons le corollaire

suivant.

COROLLAIRE 5. Soient m,ne N, r,s e Z, u,v,z e R et des entiens p, q
et j Ztels que

0O<psm O0<qgs<mn et 0<j < min{p,q}.

ALons
e o ] i) s
1 1
] P reinn, ) QB (i) = § RO ety o Grees). (9)
1 1

Si nous remplagons u par £+u, v par £+v et r par mtn-j-£ dans
(4) et considérons alors u et v dans 1'intervalle [0,1], nous obtenons

m+n-j

57 Q) mincjru-i) QUP) (eiaveos) = mfj (P=J) (m-jv-i) QD (nilritu-s)
Qm j J Qm+1 420 Qm J Qm

iz0 +n+l-j +1-] +n+l

ceci a pour effet de rendre les indices de sommation indépendants de s. En utili-
sant la propriété (vii) du Lemme 1, en transformant 1'intégrale 3 1l'aide du change-
ment de variable z; = yi/h (i=1,...,n) et en utilisant (1), nous obtenons le

résultat suivant.

THEOREME 6. Sodent m,n ¢ N, u,v e [0,11 et des entiens p, q et j
tels que

0O<psm, O0<qs<mn et O0=<j <min{p,ql}.

Alons, pour tout £ e Z, nous avons

m+n-j .
P37 QU49) men-jeu-i) s{P)
Lo

+1-j

m-j .
a (P-3) (i sv-iy IO (a)
+n+l-j frivv - D iEO Qpe1-j (M-I +v-1) Ii’.+i+u,h(s ). (8
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Illustrons ce résultat 3 1'aide de quelques exemples.

EXEMPLE 1. Posons n=0 et j

"

q = 0. Nous obtenons

m
n iZO Q1 (mtu-1) Séfi+v Qép)(m*v'i) Se+itu

pour p=0,...,m et u,ve [0,1], ce sont les relations établies par ter Morsche

[15].
(i) Pour u = v = 0, nous obtenons les relations &tablies par Fyfe [5]
m-1
p -3y (P - (r)
h iEO Qm+1(m D s£+1 z Qm (m-1) S£+i'
(ii) Pour u = v = }, nous obtenons les relations &tablies par Hoskins et
Méek [6]

P 7 () .7 o)
1_3 = 1.4
h iZO Qa1 (m¥2-1) Seried = iZO Qa1 (M#2-3) Spgyg-

(iii) Sakai [11] a obtenu (6) pour j =0, n=0, u=13, e v=0. En

particulier il obtient
m-1 m
P y s(P)
h iZO Uy (M5 S£+i+% - E Qm (m+2 1) Spas

et

hp If (m+1-1) S(P) - z (P)(m_i) S
%o Qppp (mt2 L+i Ut L+i+}”

EXEMPLE 2. Posons n =1 et j =q = 0. Nous obtenons

nP mfl Q4 p (mt1+u-1) sP) -1 ? Qm (m+v i) J(£+i+u+l)h S(x) dx,
2 Leity i=0 (L+i+u)h
pour p=0,...,m et u,v e [0,1].
(i) Pour u =0 et v = 0, nous avons
WP igo Qo (m+1-1) sﬁfg N Z QP (n-1) Jiiizzi)h S(x) dx

et pour u=0 et v = i, nous obtenons

(Z+i+1)h
h Z Qm+2(erl 1 S£+ +1 7 Z Qm (m+2 i) I ) S(x) dx.

(£+i)h

Ce sont les relations établies par Sakail et Usmani [11].
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(ii) Pour u=3 et v = 0, nous avons

m+1 m-1 (£+i+3/2)h
nP me3/2-1) sP) = w7l Y P oty J S(x) dx
£y 2 i Lo ‘il @+i+d)h
et pour u=3 et v =3, nous obtenons
m+1 m (£+i+3/2)h
hP (m+3/2-1) P = p7t (P) (n+1-1) j S(x) dx.
Lo w2 £eied Lo 1 (£+i+})h

Les relations du Théor&me 6 contiennent en général m+n-j+1 termes dans
le membre de gauche et m-j+1 termes dans le membre de droite. Il est possible

d'obtenir des relations comportant un terme de moins a gauche et d droite.

Pour y arriver, utilisons (5) et remplagons u par &£+u, v par 4£+v,
r par m+n-j-£-1 et considérons u et v e [0,1]. Nous obtenons alors

m+n-j-1

st i
1=-L+S

(N

m-j-1 .
= % Pé?;J)(m-j-l-i+v,z) Q£33+1(n+£+i+u-s).
i=-n-L+s

Dans cette identité, les bornes inférieures des indices de sommation dépendent de
s. Le probléme est donc de trouver z tel que ces bornes inférieures ne dépendent

pas de s et soient nulles.

Considérons les indices i strictement négatifs dans (7). Selon la pro-

priété (iii) du Lemme 2, nous obtenons

pla3) (minojo1-14u,2)

z’(i+1)(z-l)q'j P
m+n-j .

m+n_q(m+n-q+u,z)

et

pé?gj)(m-j-l-i+v,z) 2" (A1) (5 _1yP-J P

_P(m-p+v,z).
Nous avons alors le résultat suivant.

THEOREME 7. Soient m,n € N, u,v € [0,1], et des entiens p, q et j
tels que

0<p<m O0O<q<mtn et 0 <j < min{p,q}.

Si z  est une racine des polyndmes Pm+n_q(m+n-q+u,-) et Pm_P(m-p+v,-), alons
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mn-j-1 s ) )
N izo Pégn{g(m+n—3-l-1+u,z) Séf%+v
1 . (8)
m-j- .
= pd % Pé?;J)(m—j-l-i+v,z) 12ﬁi+u’h(s(q)).

i=0

Nous pouvons conclure du comportement des racines des polyndmes Pm(m+T,')
par rapport au param&tre T (voir [4]) qu'il est possible de trouver, pour tout
nombre z strictement négatif, un u et un v dans 1'intervalle [0,1] tels que
Pm+n_q(m+n—q+u,z) =0 et Pm_p(m—p+v,z) = 0. En particulier, pour z = -1, en

utilisant la propriété (iv) du Lemme 3, nous obtenons le résultat suivant.

COROLLAIRE 8. Soient m,n e N ef des entiens p, q et j Zels que

IA

0<sp<m, 0<q<mn et 0< j < min{p,q}.

Si

"
(=)
Q
s

pain et u 1,
min-q est

impain et u = i,

pain et v=0 ou 1,
m-p est
Ampain et v = %,

alons, pour tout L e Z,

m+n-j-1 .
Py P ) minojo1-ieu,-1) s(P)
iz0 m+n-j L+i+v
1 (9
m-j- .
= (P-3) (s 1.3 n (q)
= h igo Pm_j (m-j-1-itv,-1) 1£+i+u,h(s ).
EXEMPLE 3. Posons n =0 et j = q = 0. Nous obtenons
m-1 m-1
P leuei - (. 62 I
h iZO P (m-l+u-i,-1) Sp0 = = igo Pp (m-14v-i,-1) S, .

pour p, u et v appropriés.
(i) Pour m et p pairs e¢ u=v = 0, nous obtenons les relations &éta-

blies par Meek [8]
p M52 OIS )
h izo P (m-1-1,-1) S;71 = izo Ppo (m-1-1,-1) Sp, ..
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(ii) Pour m pair, u=
m-2
nP I P (m-1-i,-1)
i=0
(iii) Pour m impair, u
m-1
wP 7 P (m-1-i,-1)
. m
i=0
(iv) Pour m impair, u
m-1
W T P (m-1-i,-1)
. m
i=0
EXEMPLE 4. Posons n =1
m
WP § P (mtu-i,-1) sP) -
20 m+l ? L+itv
(i) Pour m impair, u
p 5! (»)
h _Z P (m-i,-1) S, =
i=0
(ii) Pour m impair, u
m-1
p i ()
h izo P (M35 -1) Sg+i+}
(iii) Pour m pair, u =
p ¥ (P
1.5 -
h iZO Poep(mti-i,-1) Sy07
(iv) Pour m pair, u =
p ¥ (p)
1.5
h iZO Pre1(mi-i,-1) Sp%

13

0 et p impair, v = 1, nous obtenons

m-1

(r)  _ ®) 1
§£+i+% - iZO P (m-3-1,-1) Serit

et p impair, v = 0, nous obtenons

s(P) -

me2 () .
L+i iZO Pp ~ (m-1-1,-1) S£+i+%’

1

=1 et p pair, v = i, nous avons

-1
® " o, 1.
Sg+i T iZO P (m-3-1,-1) S€+i+%'

et j = q= 0. Nous obtenons
m-1 (L+i+u+l)h

% ) Pép)(m-l+v-i,-1) f S(x) dx.
i=0 (£+i+u)h

=0 et p impair, v = 0, nous avons
m-2 (L+i+1)h
% 7 PP (11,1 [ S(x) dx.
j=o0 ™ (L+idh
=0 et p pair, v =}, nous avons
m-1 (£+i+1)h
- % y Pép)(m-%—i,-l) f S(x) dx.
i=0 (L+i)h
1 et p pair, v = 0, nous avons
m-2 (£+i+3/2)h
£ 7 PP, I S(x) dx.
izo " (L+i+})h
1 et p impair, v = 1, nous avons
m-1 (£+i+3/2)h
= 1 PP mogei,o J S(x) dx.
i=0 (L+i+dHh

Nous avons obtenu des relations de dépendance lin€aire (6), (8) et (9)

entre des valeurs des dérivées et des intégrales définies d'une fonction spline

lorsque la partition est uniforme.

déja connues et en contiennent de nouvelles.

tenir des ‘majorations d'erreur et des développements asymptotiques.

Ces relations générales englobent les relations
Ces résultats seront utiles pour ob-

Nous pouvons
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également obtenir des résultats semblables pour des fonctions splines i deux varia-

bles (voir Sakal [11], et Sakail et Usmani [12]).
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