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OPÉRATEURS DANS LES ESPACES DE MESURES 
J. Fernhdez Novoa et P. Jiménez-Guerra 

Dans cl], on a fait une étude détaillée de plusieurs opérateurs dans l’es- 

M(E m des mesures de Radon de type Q9 sur un espace topologique E 9 

laissant ouvertes quelques questions concernant la commutativité de 1 ‘application 

des opérateurs. Le but de ce travail est d’étudier la commutativité entre le pro- 

duit tensoriel de mesures et la mesure image, la limite projective et le produit 

par fonctions, respectivement . 

En ce qui concerne les notations et les définitions non explicitées ici, 

nous nous remettons à C 11. 

LEMME 1. E ex E’ 1-1 une me.huhe de 

DÉMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de la définition 81.4 de Cl]. 

THÉORÈME 2. ?‘acrh k = 1,2 , &Lh’Lf Ek , Eb deux UpaceA Aqmbgi.qu~ ké- 

gam, uk c b!(Ek;Jfk) , Tk : Ek + Ek (f.ne ap~&ca%h $-mtiWrab&’ ti 

T : El X E2 + Ei X Evj L'appkXcatian ptLaduZt (Tl,T2) . keo&h 

’ Il Suffit de supposer que, pour k = 1,2 , tout Hk 6 xk soit régulier pour la 

topologie induite et que Ek ou Tk(Hk) soit aussi régulier pour tout Hk c xk . 



DÉMONSTRATION. On peut supposer, sans perte de généralité, que Tk 1 Hk est fermée 

et continue pour tout Hk C 3fk et k = 1,2 , Alors, le théorème 83 de C 11 entraîne 

que la mesure Tkpk (image de 1-1 k par T ) k est une mesure de Radon du type @k) 

sur Ei 9 oc-i X’ k est la classe des ensembles fermés H1: de Ek avec mesure 

Tkuk(Hk) finie et qui sont image par Tk d’un certain Hk c 3ck9 et le théorème 

103 de Cl] assure que Tl+ C% T2p2 C M(E; X Ei;x*) et p1 @ p2 6 M(E1 X E2;5C) , 

avec W et X désignant les classes des ensembles fermés contenus dans un cer- 

tain Hi X Hi C JC; X Xi et des ensembles fermes de El x E2 contenus dans un cer- 

tain Hl x H2 C 3Cl x X2 respectivement. 

Pour chaque ensemble de Bore1 B1 C Ei X Ei , on peut définir 

ml 6’ l-9 03’) = ul c3, u2 (+(B’)) 

et alors, du théorème 75.3 de rll , on tire que T -1 (B’) est pl 6~ p2-mesurable 

(puisque T[H est continue pour tout H c ;fc) et par conséquent T(u1 @ V2) est 

une mesure de Bore1 sur Ef x ET l 2. Deplus, 

(24 T(U~ 6~ ~2) (Bi X Bi) = T1~1 @J 7’2~2 (Bi ’ “il 

quels que soient les ensembles de Bore1 Ri c Ei et BS C Ei . En effet, 

SUP 
tyH2E ?“;Hi 

pl @a % [ (T;l(Bi) n Hl) x (T;l(B;) n Ii2) 1 

SUP 
HlxH2< 53 

UIITil(Bf) n HllqrT~l(Bp fl ~~1 

= Tlul N T2b (Bi * Bi) 

’ Comme dans le théorème 103 de Cl], on considère ici 0 l 00 = 0 . 
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et on a évidemment l'égalité (2.1) si T(~A~C% p,)(Bi X B2, = 7-00 . 

Si Tkpk(Bk) < -PJ , pour chaque E > 0 , on peut trouver Hk C xk 

(k = 1,2) tels que 

TlPl @ 7’21-12 (Bi x Bj) 
-1 -1 

= PICTl CBi)lP2 CT2 (Bi)) 

= p1 (23 p2 C (T-‘(Bi X B,j)) n (HI X H~)I t E 

= T(U~ @ ~2)‘B.i X B,j) + E 

Dans ce cas, on a donc évidemment l'égalité (2.1). 

Supposons maintenant qu'un des Tkpk(!3k) , par exemple Tlpl(Bi) , soit 

infini. Si T2P2CBi> = O s a1ors Tli-ll CBi) T2P2 (R2) = 0 (par ('), page précédente) 

et 

on a ‘TU1 69 I-I~)(B~ X B+j) = 0 et (2.1) se vérifie trivialement. Si T2p2(Bi) $ 0 , 

alors pour chaque n C N il existe Hk C x k tel que Hk C Tk'(Bk) (k = 192) ¶ 

lpl) ' n > LpZ) ’ 0 et 

= ~1 8 p2 cT;lTl(Hl) x T;lT2(H2)j 
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Par conséquent, T(Pl@ P2)(Ei ' Bi> = sco et (2.1) se vérifie aussi dans 

ce cas. 

Voyons maintenant que T(pl@ 11,) est une mesure de Radon de type (SC') 

sur Ei X E,j . Comme tout Ht c Xv est contenu dans quelque Hi X Hi 6 Xi "Xi 9 

on a 

et il reste à prouver seulement que tout Ht c X* est T@l@ p2)-compact. Mais 

pour cela, il suffit de procéder d'une façon similaire à la démonstration du théo- 

rème 102 de cl]. 

DÉFINITION 3. On dit qu'une mesure de Radon de type @f) sur un espace 

topologique E est une mtiu&e de Radan de @/x campa&, quand la famille x est 

formée par tous les ensembles compacts fermés de l'espace E . 

Quand l'espace E est Hausdorff, les mesures de Radon de type compact lo- 

calement finies coyncident avec les mesures de Radon définies dans C33. 

COROLLAIRE 4. Poutr k = 1,2 , no/ik (Ek,E;,ak.,+.# 
iJ 

un 4 ybtdme pojec- 

k qu’iX exi.&e la rntiuhe de Radun de Type compact 1J.m p. . &MA, dam E1 x E2 , 
1 

DEMONSTRATION. Elle résulte immédiatement des théorèmes 103 et 105 de CII et d’une 

k application du théorème précédent à 'rri pour chaque i . 
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P(Pl @ Fr2) = PlUl@ P21-12 (cf. ('), page 96) . 

DÉMONSTRATION. Les théorèmes 100 et 103 de cl1 et le fait que p est ul@ 1-12' 

intégrable sur chaque Hl x H2 f JC1 x X2 entraânent que 

P(lJl@ U,) 9 Pl1-(1 @ P2U2 c M(E1 x E2;W 9 

où X désigne la classe des ensembles fermés de El x E2 contenus dans quelque 

Hl x H2 c Xl xX2 . 

Pour k = 1,2 , Soit Bk un ensemble de Bore1 de E k et Bk 3 Hk f xk . 

Du théorème de Fubini, on déduit que: 

i 
HlXH2 

Pd(U1 @ p2) =-i, 
1 

Pld% jH2 pzd'lz 

= plu1 @ P2c12 (Bl x B2) 9 

et, par conséquent 

P(Vl @j U2)(Bl x B2) 5 Pll-ll @J p2p2 (Bl x B2) 

et on a l'égalité si P(U, @ p2)(Bl x B2) = ~00 e 

Dans le cas où pkpk(Bk) < SC0 pour k = 1,2 , pour chaque E > 0 il 

existe Hk c xk , k = 1,2 , tels que Hk c Bk et 

pour (id = (1,2),(2,1) . Conséquemment, 

PlPl @ P21-12 (Bl x B2) < Plul(Hl)P2U2(H2) -t & 

5 P(u, QD p2)(B1 x B2) + E 9 

d’où, E: étant arbitraire, on déduit que 

PlUl @ P21-12 (Bl x B2) 5 P$ @ ci,) (Bl x B2) 
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et dans ce cas 

(5.11 Plu1 @ P21-‘2 (Bl x B2) = p(il g L$(B1 X B2) . 

Supposons maintenant qu’un des pk.+,(Bk) , par exemple plpl(B1) , est infi- \ 

ni. si P2V*(B2) = 0 , alors (5.1) se vérifie parce que, par (‘) (cf. page 96) , 

PllJ 1 Qi, p*w2 (Bl X B2) = 0 et ~(1-11 @J ~2) (Bl X B2) = 0 car 

P(U1 @ lJ2)IBl x B*) 5 PlPl(Bl)P$J2(B2) = 0 l  

Si p2~2(B,) > 0 , il existe H2 c X2 vérifiant H2 C B2 et 

alors 
H2 

pzdp2 > 0 9 et 

Pldki 1) 
H2 

P2dc’2 

sup 1 Pld% IH2 p2dp2 BlXlcSCl Hl 

5 ~0~1 @> 112) (Bl x B2) 9 

et P(U1 QCI JJ2)(Bl x B2) = -too ; l’égalit6 (5.1) est aussi vérifiée dans ce cas, 

comme on a déjà prouvé. 
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