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OPERATEURS DANS LES ESPACES DE MESURES
J. Fernandez Novoa et P. Jiménez-Guerra

Dans [1], on a fait une &tude détaillée de plusieurs opérateurs dans 1l'es-
pace M(EJH) des mesures de Radon de type @#H) sur un espace topologique E ,
laissant ouvertes quelques questions concernant la commutativité de 1'application
des opérateurs. Le but de ce travail est d'étudier la commutativité entre le pro-
duit tensoriel de mesures et la mesure image, la limite projective et le produit

par fonctions, respectivement.

En ce qui concerne les notations et les définitions non explicitées ici,

nous nous remettons 4 [1].

LEMME 1. Sodent E et E' deux espaces topologiques, U une mesure de
Radon du type @) sur E (u € M(E;H)) et T : E~> E' une application u-mesu-
nable. AlLons u € M(EJZ') , od X' désigne La famille des ensembles H € ¥ tels

que La restrniction de T @ H est fermée et continue.

DEMONSTRATION. C'est une conséquence immédiate de la définition 81.4 de [11].

THEOREME 2. Powt k = 1,2 , sodent E > Eﬂ deux espaces topologiques ré-
. . . . . - 1
guliens, W € M(Ek,:fck) » Tt B > Bl une application M mesurable’ et
T:E xE,>E] xXEj L'application produit (Tl,Tz) . Alons

! 11 suffit de supposer que, pour k = 1,2 , tout Hk € Kk soit régulier pour la
topologie induite et que Ei ou Tk(Hk) soit aussi régulier pour tout Hk € ﬂk .
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Ty @ By) = Ty © Ty, !

DEMONSTRATION. On peut supposer, sans perte de généralité, que Tkl}lk est fermée

et continue pour tout Hk € Hk et k= 1,2 ., Alors, le théoréme 83 de [1] entrafne

que la mesure Tkuk (image de “k par Tk) est une mesure de Radon du type Gxﬁ)

sur Eﬁ , ol Mi est la classe des ensembles fermés Hé de Eﬁ avec mesure

Tkuk(Hk) finie et qui sont image par Ty d'un certain H, € = et le théoreme

k k

e 1] 1 g ) .
103 de [ 1] assure que T1“1 ® T2u2 € M’(E1 X EzjK ) et Y ®u, € M(E1 X EZ,JQ ,
avec K' et ¥ désignant les classes des ensembles fermés contenus dans un cer-

tain Hi x Hé € m; X Mé et des ensembles fermés de E, X E, contenus dans un cer-

1 2
tain H; x H, ¢ M& X ﬂé respectivement.

Pour chaque ensemble de Borel B' C Ei X Eé , on peut définir
-1
Ty ®@ 1) (B = 1y @1y (T7(B")

et alors, du théoréme 75.3 de [1], on tire que T'l(B') est 1 8.u2—mesurable

(puisque T|H est continue pour tout H € X) et par conséquent T(u1 & Uz) est

une mesure de Borel sur Ei x Eé . De plus,
| = 1 1
(z.1) T(hy ® ¥p) (B] x BY) = T uy @ Tou, (B X B3)
quels que soient les ensembles de Borel Bi C Ei et Bé c Eé . En effet,
-1
1 1 = 1
Ty @ 1) (By x BY) = wy@ 1, (T "(B] X BJ))
< sup e [(Til(Bi) nHp) x (Tél(Bé) N Kyl
HIXHZEmixﬂé
= swp o wITNBY 0B IWIT, (BY) N K]
HyxH & 30x3G

N

by (T (B3 1, (T, (B4))

Tiv @ Touy (By > BY)

! Comme dans le théoréme 103 de [1], on considdre ici 0 + ©= 0 .
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et on a &videmment 1'égalité (2.1) si T(UI@ uz) (Bi X B2') = 4o |

Si Tkpk(B];) < to , pour chaque € > 0 , on peut trouver Hk € JCk

(k = 1,2) tels que

T

P ® Ty, (BYx BY) = u (171 (B1)In, (15! (B))

-1 -1,
pl(T1 (Bi) n Hl)uz(T2 (BZ) n Hz) + €

n

uy &, [(T_I(Bi * BJ)) n (H * l—lz)] + €

IA

' -1
u1® My (T (Bi X Bé)) + €

1 1
T(Hy ® W) (B X B)) +€
et
1 '
Tlul ® Tzuz(B1 X Bz') < T(u1 ® 1“2) (Bi X Bé)
Dans ce cas, on a donc évidemment 1'égalité (2.1).

Supposons maintenant qu'un des Tk“k(Blé) , par exemple Tlul(Bi) , soit
. . . " o— 1 = 1 P
infini. Si Tzuz(Bz) = 0, alors Tlul(Bi)T2u2(B2) 0 (par ("), page précédente)

et
T(k; ® W) (B] * B) < Tyu (BIT,u,(B))

on a T(u; ® U))(B x Bj) = 0 et (2.1) se vérifie trivialement. Si T,u,(B}) 30,

alors pour chaque n € N il existe H, € J'Ck tel que H, ¢ lel(B];) (k = 1,2) ,

k k

o

M) >, ) > 0 et

-1 -1 .
u; ® ) [Tl Tl(Hl) x T2 TZ(HZ)J

v

My @ Wy (Hp X Hy)

v

ny, (H,)
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Par conséquent, T(u1 ® uz)(Bi X Bé) = 40 et (2.1) se vérifie aussi dans

ce cas.

Voyons maintenant que T(u1 ® uz) est une mesure de Radon de type (#"')
sur Ei X Eé . Comme tout H' € H' est contenu dans quelque Hi X Hé € Mi x Ki ,
on a

Ty ® W) (H') < T, @ W,y)(H] x H)

"

TyHy (H)ToH, (H)

et il reste 3 prouver seulement que tout H' € H' est T(u1 ® uz)-compact. Mais
pour cela, il suffit de procéder d'une fagon similaire & la démonstration du théo-

réme 102 de [1].

DEFINITION 3. On dit qu'une mesure de Radon de type @) sur un espace
topologique E est une mesuwte de Radon de type compact, quand la famille ¥ est

formée par tous les ensembles compacts fermés de l'espace E .

Quand 1l'espace E est Hausdorff, les mesures de Radon de type compact lo-

calement finies cofncident avec les mesures de Radon définies dans [3].

COROLLAIRE 4. Pour k = 1,2 , s0ift (Ek,EE,ngj,ng,ui) un systéme projfec-
Zif d'espaces topologiques sépanés dotés de mesures de Radon de fype compact, tel

qu'il existe La mesure de Radon de type compact 1im uli( . Alons, dans gl x g ,

AL existe La mesure de Radon de Zype compact 1im uil ® ui qui colncide avec La me-

. 1 . 2
swe llm My & lim ui .

DéMONSTRATION. Elle résulte immédiatement des théorémes 103 et 105 de [1] et d'une

application du théoréme précédent 3 WE pour chaque i .

THEOREME 5. Sodent E, des espaces topologiques, W € M(E3)  oa

k
H €30 est ndgulier pour La topologie induite, p, : B ~ R une gonction non ne-

gative et uk-i.n,tégmbu sun chaque Hk € Jfk (k =1,2) et p= Py Py - Alons
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P, ® Uy) = PjHy @ P, (cf. (1), page 96)

DEMONSTRATION. Les théorgmes 100 et 103 de [1] et le fait que p est M, ® J,-

intégrable sur chaque Hl X H2 € Kl X Mz entrafnent que

oli ¥ désigne la classe des ensembles fermés de E1 x E, contenus dans quelque

Hl X HZ € ﬂi X Mz .

Pour k = 1,2 , soit Bk un ensemble de Borel de E, et B, D H ¢ ¥

Du théoréme de Fubini, on déduit que:

JH i Pd(k; & u,) ='fH Py, JH pydu,
12 1 2

< Py (BIPyu,(By)
= Pl“l & P2U2 (Bl X Bz) >
et, par conséquent
P(hy @ 1)) (By X By) < pyuy @ poly (By x By)

et on a 1'€galité si p(ul ® uz)(B1 X B)) = 4o

2)

Dans le cas o p,}, (B,) < +° pour k = 1,2 , pour chaque € > 0 il
k"k* "k

existe Hk €x, , k=1,2, tels que H C B et

k k

Py (B;) < piuy(H) + min {1, Efi;ﬁ;?%;?’?’TT}
pour (i,j) = (1,2),(2,1) . Conséquemment,
PiHy ® Poly (By X By) < piuy (H))pyuy(Hy) + €
< py; ® W,)(B) xB,)) +e,
d'oli, € #&tant arbitraire, on déduit que

PiH; ® Py, (By X By) < p(uy @ 1,y)(B; x By)

k k k k °

99
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et dans ce cas
(5.1 PMy & pH, (By X By) = p(u; & U ) (B X B,)

Supposons maintenant qu’un des pk'u],(Bk) , par exemple pIIJl(Bl) , est infi-
ni. Si pzuz(Bz) = 0, alors (5.1) se vérifie parce que, par (*) (cf. page 96) ,

- " - X =
® p.U, (B1 X Bz) 0 et p(u1 ® Uz)(_B1 BZ) 0 car

1 2272
POy ® My)(By X By) < puy (B )Py, (By) = 0 .
Si pzuz(Bz) >0 , il existe H2 € X, vérifiant H2 c B2 et J pzdu2 >0, et
H

2
alors 2

%

( sup J p,di.) j p,du
- 1% 2%2
Bl—Hléﬂi Hl H2

Sup J Py oy J Pydiy
B,oH, €3 'H, H,

IA

p(yy © 1) (By X By)

et p(ul @ uz) (B1 X B2) t+ ; 1'€galité (5.1) est aussi vérifiée dans ce cas,

comme on a déjd prouvé.
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