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APPLICATIONS DIVERSES DE LATHÉORIE COMBINATOIRE 
DES ESPÈCES DESTRUCTURES 

Jacques Labelle1 

Introduction 

Au cours de deux conférences données dans le cadre du Séminaire de combi- 

natoire de l’université du Québec à Montréal, en 1980, André Joyal a exposé une 

théorie des espèces de structures qui comporte un calcul combinatoire ensembliste 

correspondant aux opérations algébriques usuelles sur les séries génératrices. En 

plus de fournir des procédés purement conceptuels permettant de combiner et de com- 

parer les diverses espèces de structures, ce calcul a l’avantage de simplifier Pap- 

proche traditionnelle concernant les séries génératrices dans les problèmes de dé- 

nombrement. 

Le but du présent travail est d’illustrer l’efficacité de cette théorie 

par un grand nombre d’exemples et de l’appliquer à divers problèmes de dénombrement. 

Dans le chapitre 1, nous rappelons la notion d’espèce et les principales 

opérations entre les espèces introduites par Joyal CHI. 

Le chapitre 2 contient les exemples. Dans la section 2.2, notamment, la 

façon rapide d’obtenir la série génératrice exponentielle des nombres de Bell montre 

comment la théorie des espèces permet, même dans les cas les plus élémentaires, de 

simplifier grandement l’approche classique. Grâce à sa notion de vertébré, Joyal a 

’ Travail fait dans le cadre de la subvention FCAC [EQ 16081, ministère de PEduca- 
tion du Gouvernement du Québec. 
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obtenu une nouvelle preuve de la formule de Cayley (n 
n-2 pour le nombre d’arbres 

étiquetés dlordre n) basée sur les liens entre les espèces arborescence, verté- 

bré, endofonction, ordre total et permutation (2.5). Dans les sections 2.4 à 2.10, 

nous traduisons dans le langage de la théorie des espèces des résultats et preuves 

classiques concernant le dénombrement de certaines classes de graphes étiquetés 

(voir [ 91). D* autres exemples, également introduits par Joyal, apparaissent dans 

les sections 2.8 et 2.9. Les espèces arborescences R-enrichies et arbres R-enri- 

chis, illustrées par des exemples concrets dans la section 2.6, sont dues à Gilbert 

Labelle. L’étude des espèces R-enrichies lui a permis de démontrer un théorème 

de Cayley généralisé qui s’avère équivalent à la forme classique du théorème d’in- 

version de Lagrange C 123. Un court essai sur la connexité (2.11) ferme ce chapitre. 

Pour la plupart des espèces considérées, nous trouvons une formule expli- 

cite pour le nombre de structures de cette espèce sur un ensemble de cardinalité 

n . Le problème, en général plus difficile, de dénombrer les structures ‘là isomor- 

phisme près” n’est pas considéré ici, bien que beaucoup de résultats aient été ob- 

tenus dans cette direction. (Voir Harary-Palmer C9J et Joyal Cl11 .) 

Dans le chapitre 3, deux généralisations naturelles sont considérées: les 

espèces pondérées et les espèces à deux sortes (ou bi-espèces). Le lecteur trou- 

vera un exposé plus complet de ces multiples généralisations dans Cl11 . 

Une courte conclusion suggérant certaines idées de recherche termine Par- 

ticle. L’auteur tient à remercier A. Joyal, G. Labelle et P. Leroux, de l’équipe 

combinatoire de 1 ‘Université du Québec à Montréal, pour leurs nombreuses sugges- 

tions et leur encouragement constant. 

1. La théorie des espèces 

1.1. La nazwz cf’ebpdce 

Voyons ce que nous entendons par une espèce de structures à l’aide de 

deux exemples simples. 
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Pour chaque ensemble fini U , désignons par LCUI l’ensemble (fini) de 

tous les ordres totaux sur U . Il est clair que toute bijection f : U -+ V in- 

duit une bijection LCUI + LCVl ; il suffit en effet de remplacer, dans chaque or- 

dre total sur U , les éléments de U par les élements correspondants de V (via 

f) l  
On dira que 

ments de 

De même, l’ensemble G[UI de tous les graphes ayant pour sommets les élé- 

U 

est l’espèce &.ke ZUtiL. 

être transporté (via f > sur l’ensemble Gb’l . On dira que G 

est 1 f espèce g&@G.. 

Ces exemples nous donnent une idée intuitive de la notion d’espèce et nous 

amènent à formuler la définition générale suivante faisant appel au langage de la 

théorie des catégories C 141. 

DÉFINITION (1 .l) . Considérons la catégorie Ensfb dont les objets sont 

les ensembles finis et dont les morphismes sont les bijections et la catégorie 

Ensf des ensembles finis (dont les morphismes sont les fonctions). 

Une Updc4c de 4h~ch~4~2 est un foncteur A : Ensfb -+ Ensf . 

En d’ autres termes, à tout ensemble fini U on associe un ensemble fini ACUI dont 

les 6léments s’appellent les A-&?k&kti sur U . A toute bijection f : U + V , 

on associe une fonction ACfl : A[U] -+ ACVJ qu’on appelle mohphdme de tianhpoti 

k .&ng de f des A-structures sur U vers les A-structures sur V . On de- 

mande de plus les propriétés de fonctorialité: 
f 

pour U - V --ky , on a 

A[g 0 f] = A[g] 0 A[£] et pour lu : U + U , l’identité de U , AClul = lAEu . 

Il en découle que pour toute bijection f le morphisme de transport A[f] est 

une bij ection. 

DÉFINITION (1.2) . La S~T,& gEn&a.WLce de Pespèce A est donnée par 

A(x) = 1 a l $ où an = lACnIl , 
n>O n ’ 

Cn] = (1,2,...,n) , COI = 0 et 1x1 veut 

dire la cardinalité de l’ensemble X . kti C&LO~~ ULM A(x) * tilt &L cakckn&iZE 

dc A . 
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DÉFINITION (1.3) . Les espèces A et B sont dites &OmUQ)kG (on écrit 

AS B) s’il existe un isomorphisme naturel 0 entre les foncteurs A et B . 

Cela signifie qu’à tout ensemble fini u 9 on associe une bijection 

Ou : ACU] + B[U1 de telle sorte que pour toute bijection f : U+ V on ait 

BCfl 0 OU = Ov 0 Nfl , Le. le rectangle suivant commute: 

AI:u] ---J=L Aml 

OU l i ov . 

BC VI = BCV1 

DÉFINITION (1.4) . Les espèces A et B 

écrit A N B) si A(x) = B(x) , i .e. VU fini, 

sont 

\Nul 1 = ]B[U] 1 . 

Il est évident que A - B => A N B mais la réciproque est fausse en gé- 

néral, comme le montre l’exemple A = L et B = $ où IL est l’espèce ordre total 

et $ 1 *espèce permutation (chap. 2, section 2.3) . 

1.2. 

Les ~p&&&niJ en&e t~hpdce6 de M&~Xukti sont celles correspondant aux 

opérations habituelles entre séries génératrices. 

Soient A et B des espèces de structures. 

(A + 

DÉFINITION (1.5) . 

B)hJl = A[U1 + B[U1 

La 4umme 

où le 

A+B est 1 ‘espèce définie Par 

du membre de droite veut dire réunion dis jointe. 

DÉFINITION (1.6) . Le pmdti A l B est l’espèce obtenu en prenant comme 

(A l B) -structures sur U les yuadruplets (V,W,a,@) tels que V C U , W C U , - 

V U W = U , V fl W = g , a C ACVI et f3 C BCWI . 

DÉFINITION (1.7). Lorsque BC01 = 0 , on définit la ~ubMSA.dLon de B 

dati A , A 0 B , en prenant comme (A 0 B)-structures sur U les triplets 
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mLf3) où est une partition de U (en classes non vides), 0: est une 

A-structure sur 1 ‘ensemble 71 des classes de la partition et 6 = (B,),,, est une . 

famille de B-structures telle que k C 7~ , fi, c Eh] . La AoB-structure 

oL%B) s’appelle une A-a& emt&k de B-hh~dUtU dont les B, s ‘appellent les 

membha . On utilisera souvent la notation suggestive A(B) pour désigner l’espèce 

Ao B. 

DÉFINITIOK (1.8) . La CitiVEe A’ est 1 ‘espèce définie sur A’CUI = A[U+] 

où ut est le ~ucc~&~L& de U , i.e, Us = U U {*) . 

DÉFINITION (1.9). Une A-bti&u/re pktiG% sur U est un couple (a,~) 

où a C AEU] 

pète que nous dénoterons 

UC u. A-structures pointées constituent une nouvelle es- 

A. l  

DÉFINITION (1.10). L’espèce A* définie par 

l 0 si U=g 
A*kCUl = 

ArU] si U i 0 

sera arwelée PestSce kWM?ti~G) associée à 

c’est le 

REMARQUE (1 .ll) . 

A . 

Il existe une autre notion de produi / t pour les espèces: 

AXB défini par (A x B)[U] = A[U3 x BrUl . 

On réserve les notations Q , 1 et X pour désigner respectivement les 

espèces vtie (aucune structure), etimb& WL& et h-n$ktm, i .e. (acu1 = QI , 

vu ; 1CUl = 0 si U f Q et lC01 = (0) ; XCUI = 0 si [U[ + 1 et XCUI = iU1 

si IUl=l. 

Les principales propriétés algébriques satisfaites par les opérations en- 

tre les espèces de structures sont contenues dans le théorème suivant et correspon- 

dent aux propriétés familières des séries formelles. 

THÉORÈME 1. SOti A, B ex C A.tOhA 



A.$hfl,At0cyA,A. lruA,AtBnBtA,A.B-BOA, 

(A + B) t- C- A f (B i- C) , (A . B) l C - A . (B . C) , (A 0 B) 0 C - A 0 (B 0 C) , 

Ah X.0 A- A 0 X = A(X) , (A t B) l Ch A . C t- B . C , (A iB)o C=(A0 C)t (BO C) , 

(A l B) 0 C- (A 0 C) l (B 0 C) , (A + B) l czz A’ t B’ , (A . B)’ ^i A . B’ t A’ . B, 

(A 0 B) ’ 5 (A’ 0 B) l B 1 (règle de chaîne) , X l A r - A, . 

Le passage des espèces de structures aux séries génératrices possède les 

propriétés suivantes qui justifient d’ailleurs nos définitions des operations entre 

espèces. 

(A f B) (x) = A(x) t B(x) , (A . B)(x) = A(x) . B(x) 9 (A 0 B)(x) = A(B(x)) 

ai. B(0) = 0 et A’(x) = 

La preuve de ces deux théorèmes est laissée au lecteur. 

REMARQL’E (1.12) . Soit A une espèce et a,f3 deux A-structures sur U . 

Nous dirons que a et fi ont même kype Pi.1 existe une bijection f : U + U 

telle que A[£](a) = 13 . Soit z l’ensemble des types de A-structures sur U 

et A(x) la série génératrice 1 tnxn où tn est le nombre de types de 
n20 

A-structures sur U , [ Ui = n . Joyal montre (CHI, prop. 1) que A(x) est bien 

la série genératrice exponentielle, i.e. la cardinalité, d’une espèce dite an~tik 

L définie par 

Aru = ((a,f) [ o c MU3 , f c $cUl et ACfl(o) = a) . 

On voit assez facilement que &Y$ E A + B et iÀ;B, E A l B . L’espèce 

iA 9 permettant le dénombrement des types de AoB-structures, est beaucoup 

plus difficile 8 traiter. (Voir Cll3, chapitre 3.) 

2. Exemples et applications 
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Désignons par E l’espèce W.&WWe; précisément, W , ECU1 = 1l.J) , i .e. 

tout ensemble fini U admet une unique E-structure. L’espèce normalisée E* 

s’appelle alors l’espèce en~mb& ylon vkk et est définie par: E*[U] = {LJI si 

U 1 0 et E*[@l = 0 . Bien sQr on a: E(x) = ex et E*(x) = ex - 1 . 

Quelle que soit l’espèce A telle que A[03 = 0 , nous écrirons e A pous 

désigner l’espèce E 0 A . On l’appelle l’espèce uhaemb&!e de A-b&u&uhti. 

REMARQUE (2.1). Il est clair que l’espèce e A est étroitement reliée 

au concept de composé partitionnel de D. Foata [61 ainsi qu’aux structures exponen- 

tielles de R. Stanley r 171 et aux préfabs de Bender et Goldmann cl]. 

Soit 63 l’espèce &X44--w&Y?&.k, i.e. WJ1 = IV 1 V C U1 , et soit E 

l’espèce GngL&afl avec hgne, i.e. dlJ1 = (3 si lU1 + 1 et ECU3 = {+,-1 si 

I I U =l. 

PROPOSITION (2.2) . On a (? c eE . 

PREUVE. Il suffit de prendre la bijection canonique entre ~~LUI et 2 U . Plus 

précisément, au sous-ensemble V on fait correspondre la partition de U en sin- 

gletons et on muni la classe {u) de l%-structure t si u c V et de l%-structure 

-si u[V. Cette correspondance est un isomorphisme naturel entre les espèces 

E ,ri et e . 

2.2. 

Soit !B 1 *espèce p-On, i .e. S[U] est l’ensemble des partitions 

de U . 

PROPOSITION (2.3). Un a B = IE 0 IE* . 

PREUVE. Soit T c NUI une partition de l’ensemble fini U . Si on munit cette 

partition de son unique E-structure et chacune de ses classes de son unique 

E*-structure, on obtient une EoE*-structure sur U . Il est clair que ceci éta- 

blit une bijection naturelle entre les foncteurs B et E 0 E* . 



66 

COROLLAIRE (2.4). ti?n a B(X) = ee 
x-l , 

On obtient ainsi rapidement la série génératrice exponentielle des nombres 

de Bell ([21, page 38). 

DÉFINITION (2.5). Une P-n yti&!.k d’un ensemble U est un en- 

semble de parties non vides et deux-à-deux disjointes de u . 

Considérons 1 ‘espèce B 
P 

des partitions partielles. 

PROPOSITION (2.6). h a B = B’ ti 63 = E l B . 
P P 

PREUVE. Soit une partition partielle sur U (Fig. 1). Posons 

V=U-W. On fait correspondre à ce n 6 BpCUl la partition 7~ U {Cl de Ut 

où c = v u {*l , (Fig. 2)) i.e. une tB’-structure sur U . Pour obtenir le deuxiè- 

me isomorphisme, on fait correspondre à 7 la 

(Fig. 3). 

Fig. 1 Fig. 2 

E*lB-structure (V,W,V,m) sur U 

-- 
b 

-0 
L 

0 
- 

Fig. 3 

REMARQUE (2.7) . a) B m IE l B découle de B = (B I puisque 
P P 

BP(X) 
x-l =Bf(x)=(ee )’ ‘.ee x-l = e = E(x) . B(x) . 

b) En passant aux cardinalités, on retrouve la formule bien connue 

B n+l = IWCnl[ = lBpCnll = [(Fi 0 B)Cnll = ,", (k)Bk pour les nombres de Bell. 

2.3. 

Soit $ l’espke pmu&Gan, i.e. S[UI = {a : U + U , o bijection} , 

et a l’espèce C~C& non vide, i.e. <rCUl est l’ensèmble des permutations cycli- 

ques sur U si U t fl et CC@3 = 0 . Pour une bijection f : U -+ V , la bijec- 

tion SCfl : !XVI + SCVI est définie par rsCfl(o) -1 =fOoOf . 
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PROPOSITION (2.8). 0~ u $ * eC . 

PREUVE. Une permutation sur U partitionne U en classes (par ses cycles dis- 

joints) et donne donc une a-structure sur chacune de ces classes. 

Fig. 4 

Considérons 1 f espèce L des ~h&ti .~O~LX (ou .&hd%&ti), i .e. 

LCUI = {relations d’ordre total sur U) , et pour une bijection f : U + V et un 

ordre total 5 sur U , l’ordre total 5’ = L~f3(~) sur V est défini par - 

x 5’ y <==> f -1 (x) I f--l (y) . 

PROPOSITION (2.9) . On a $(x) = + = - x C(x) ct C(x) = -lfi(l - x) . 

PROPOSITION (2.10) . la ehpdceh $ ex a, aati @/Lpaketi~ main MUIZ 

PREUVE. Bien que 1 S[U3 1 = 1 !L[UI 1 = n! si 1 UJ = n , les permutations et les or- 

dres totaux se transportent différemment le long des bijections. En effet, soit U 

un ensemble, 1~1 > 1 , et f : U + U une bijection, f + lu . On a 

SCf3(1,) = lu mais VR c L[U] , LCfl(R) f R . Si 0 : $ + IL est un isomorphisme, 

alors L[fl 0 Ou = Ou 0 $[fl et pour R = Ou(lu) , on a L[f](R) = R . Ce qui est 

absurde. 

REMARQUE (2.11). Pour U = Cnl , l’ordre naturel des entiers permet de dé- 

finir une bijection canonique 

Toutefois, pour U quelconque, 

$Cnl + LCnl , par 0 * (a(1) < a(2) < . . . < o(n)) . 

I 1 U =n, aucune des 

et bCU1 n’est plus Waturelle” que les autres. 

PREUVE. 

PROPOSITION (2.12). On a C’ * 1 t (E. 

Construisons une bijection (naturelle en 

et 

U) 

n* * . . bijections entre SCUI 

C’ C!L. 

UXUI et (1 +- ~JCUI. 

Si U = 0 , alors (l?[U] = a[*] et l[U] sont des singletons et CJUl est vide. 
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Si IV[ > 0 , alors la bijection entre CT UI = CkJ U {*Il et C,cUl s’obtient en 

raccourcissant le cycle sur U U {*1 (en enlevant l’élément *) et en pointant au 

point précédent (Fig. 5) 

-. ._ . ..- _--- 

1 I 

0 

--~ 

i 

c- *’ 
~.______ _.~ 

Fig. 5 

Le deuxième isomorphisme est donné par o w  (x1 < x2 < . . . c xn) où o f CrhJl , 

PI =n, x = * et 
0 

VO I i 5 n - 1 , O(Xi) = x i+1  l  

Il est possible d’obtenir un grand nombre d’especes de permutations en po- 

sant des restrictions sur les cycles composant ces permutations. 

Par exemple, soit P (resp. I) l’espèce pcmnda&Lon dati &LU &.A cg- 

C&A MVZX de Langueuh pairie (resp. irnp&e) , De plus, soit p 1 *espèce pmti- 

kcan cyc.&ue de longueur paitw jzon nuR& et 1 l*espece PwWon ~gdkp.~~ de 

khzgueu& hnpahe. 

PROPOSITION (2.13). Un a Pr‘-e P Y $=P 01, 

PREUVE. Voir les Propositions (2.8) et (2.12). 

PROPOSITION (2.14). on a p(x) = -4 ln(l - x2) , i(x) = 4 &z(l t x) - 

4 .&(l - x) , P(x) = (1 - x2)-’ , I(x) = (1 t x,1 . (1 - x)-l , 

PREUVE. Les deux premières égalités découlent directement de la formule 

C(X) = -.&2(1 - x) en isolant les termes de degré pair et impair respectivement. 

Les deux autres découlent du fait que P = e’ et 1 c ei . 

PROPOSITION (2 .ls) . Sa&& p, = IPCnJ 1 ti in = ]Un1 1 l  tUoh6 

P, o=il = i = 1 & Vn 2 1 , p2n = l2 l 32...(2n -1)2=i2n, p2n-l=0, 

i2n+l = (2n ’  ‘ lP2n l  
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FREWE. Il suffit d’expliciter les coefficients de P(x) et de I(x) dans la 

Proposition (2.14). 

REMARQI?E (2.16) . Soit J l’espèce ~iMW.&&X0n Wti PU&& &Xe, i .e. 

aNu: = {(l :u+uI +*=lU et VX~ U, 
wo + x l  l  

Il est possible de démontrer 

que P m (Ii x JJ et que (BCZnl( = 1 l 3.. .(2n - 1) . On obtient ainsi une autre 

2 2 2 
preuve plus combinatoire de la formule p2n = 1 l 3 . . . (2n - 1) . 

2.4. Lc!A &4pecc4 ghaphe (UF gqdle CUnne.X~ --- 

Soit G l’espèce gtrnphe, i.e. GLU1 = E(U,A) 1 A C, {2(U)) où 

$k(U) = {V [ V c U et [VI = k) , et C 1 ‘espèce g&XpCze CUy1kWW fiUM Wtie . Les - 

espèces graphe utietiE, muLtigtLaphe, etc., se définissent de façon analogue. 

PROPOSITION (2.17). Un a G - ec . 

PREUVE. Un graphe sur U partitionne les sommets en composantes connexes et donne 

une structure de graphe connexe non vide à chaque classe. 

PROPOSITION (2.18). &z a G. - C. l G . 

PREUVE. Pointer un graphe sur U revient à partager ses sommets en deux classes, 

à donner une C.-structure à la première classe et une G-structure à la deuxième. 

Ceci n’est rien d’autre qu’une (C. l G)-structure sur U . 

p--;q+q-q 

-- 

Fig. 6 

COROLLAIRE (2.19). &AS& gn = IG[n]/ ti cn = [C[n]l . keuhl\ 

ngn = ,‘, (ijkckgnwk ’ 

( 1 
m 

REMARQUE (2.20). Comme g = 2 2 , on retrouve immédiatement la formule m 

(1.21) de C91 permettant de calculer récursivement la valeur des c m ’ 



Un graphe est dit pctih si ses sommets sont tous de degré pair. Soit G 
P 

1’ espèce ghapbze pah. 

FROFOSITION (2.21) . hz a G; cr G . 

PREUVE. Considérons un graphe g sur U . On lui ajoute un sommet * qu’on re- 

lie à tous les sommets impairs de g . On obtient ainsi une Gp-structure sur 

U U {*) , i.e. une Gp-structure sur U . Inversement une p-structure sur U 

correspond à une unique G-structure sur U en effaçant * et ses arêtes 

adjacentes. 

Fig. 

REMARQUE (2.22) . Lt espèce graphe est donc *” intégrable” et son intégrale 

7 

est l’espèce graphe pair: 
J 

C=G 
P l  

Puisque C* (x) = S(x) , nous serions tenté 

de croire que l’espèce permutation est également intggrable. Attention CV - $ 

est vrai mais V z $ est faux. 

Un graphe est dit eu&%kn s’il est connexe non vide et admet un cycle 

passant une et une seule par chacune de ses arêtes. Il est bien connu qu’un graphe 

est eulérien si et seulement s’il est pair et connexe. 

Soit 5 1’ espèce gkupk ecLetien. 

PROPOSITION (2.23) . On a G e e5 . 
P 

COROLLAIRE (2.24). On a V(x) = C(x) eX c(x) = & Gp(x) . 

Ce corollaire permet de calculer Ic[n]1 et 1 GpCnl 1 puisque 
n 

( 1 
IG[n]l = 2 2 . 
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2 .s. Une nauv&k ptreuw ck la do/unutk de Cagtey . 

Soit A l’espèce tibae, i.e. ACUI est l’ensemble des arbres dont l’en- 

semble des sommets est U . La Fig. 8 représente une &Structure sur U où 

I I U = 15 . L* espèce A. s’appellera 1 ‘espèce ahbokwwzce. Une arborescence est 

donc un arbre pointé (Fig. 9) . 

Fig. 8 Fig. 9 

A. 
PROPOSITION (2.24) . orl a A - X l e 

l 
. 

PREUVE. Soit CT, u> une arborescence sur U . Munissons tu) de son unique 
A, 

X-structure et X - {u} de la e -structure obtenue en partitionnant T - u en 

ses composantes connexes et en donnant à chaque classe sa structure d’arbre (induit 

par T) pointé en son unique sommet adjacent à u (Fig. 10). On a ainsi cons- 
4 

truit une X*e -structure sur U . Cette construction est un isomorphisme entre 

les espèces 1A. et X l 

1% 
e . 

Fig. 10 

COROLLAIRE (2.25). @n a A.(x) = xe . 

La série génératrice y = A,(x) des arborescences satisfait donc à l’é- 

quation y q xey . Classiquement, Polya utilise ce fait pour prouver la formule de 

Cayley ([AJni[ = nn-’ ou IACnll = nnm2) à l’aide de la formule d’inversion de 

Lagrange (C91, page 23) . Notons que réciproquement, la formule d’inversion de 

Lagrange a récemment été démontrée par Gilbert Labelle C121, en utilisant la théo- 

rie des espèces de structures, par une généralisation de la formule de Cayley 

(Théorème (2.50)). 



Il existe une multitude de preuves de la formule de Cayley c151; par exem- 

ple, Prlifer construit une bijection entre les arbres sur [n] et les (n - Q-tu- 

ples d,%léments de [n] . 

La preuve qui suit, due à Joyal, est plutôt basée sur les liens combina- 

toires (i.e. les Propositions (2.27), (2.28) et (2.29)) entre les espèces arbores- 

cence, vertébré, ordre total, endofonction et permutation. Nous définissons main- 

tenant 1 *espèce vertébré. 

DÉFINITION (2.26). L’espèce A,, = (/A.) 0 s’appelle l’espèce VUXZ~~LE. 

Un vertébré sur U est donc une arborescence sur U pointée une deuxième fois en 

un sommet dénoté q (Fig. 11). Les sommets 0 et q s’appellent respectivement 

le coccyx et la Z& du vertébré. Si le coccyx et la tête coyncident, on dit que 

le vertébré est dEgéM&&. L’unique chaTne du coccyx à la tête s’appelle la CU~Z~CT 

V~AJ~~~RA.&Z du vertébré (Fig. 12) et les sommets de cette chaîne s’appellent les 

vcmtdbhu. 

Fig. 11 Fig. 12 

PROPOSITION (2.27). h a A % k* O 44. . 00 

PREUVE. Considérons un vertébré v c IA..[U] (par exemple, celui de la Fig. 11). 

La colonne vertébrale de v permet de définir une partition de U suivant la ver- 

tèbre par laquelle les sommets sont rattachés à la colonne (Fig. 13). De plus, 

chaque classe est munie d’une A-structure pointée en sa vertèbre (Fig. 14) et l’en- 

semble non vide des classes est totalement ordonné de la classe de 0 à la classe 

de tl le long de la colonne (Fig. 15). A partir d’une A..-structure, on a donc 

construit canoniquement une (&* 0 A,) -structure, Inversement, une (!L* 0 /A.)- 

structure donne, en reliant les racines des diverses arborescences par une chaîne 

suivant l’ordre total, un arbre pointé d’abord au point de la première classe puis 

au point de la dernière classe. 
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Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15 

Considérons maintenant 1’ espèce ~~cfa@n&avz <p , i ,e. 

W) = {@ : U + U} . Bien sûr, Q(x) = 1 f 1 nn $- l  

n21 l  

PROPOSITION (2.28) . &z a iË - $ 0 A. . 

PREUVE. Considérons une endofonction f de U (Fig. 16). Le sommet u est dit 

p?hh!iy~~ s’il existe k 2 1 tel que k f (u) = u . La fonction f détermine une 

permutation entre ses sommets périodiques (Fig. 17). Il y a une unique relation 

d’équivalence sur U telle que v c U et u (périodique) soient équivalents si 

et seulement si u est le premier sommet périodique obtenu par f-images succes- 

sives de v . De plus, chaque classe est munie d’une A-structure pointée en 

l’unique sommet périodique qu’elle contient (Fig. 18). Entre les classes, il y a 

une $-structure induite par la permutation entre les sommets pGriodiques (Fig. 19). 

A partir d’une @-structure sur U , on a obtenu de façon canonique une ($ O A.)- 

structure sur U . Cette construction est un isomorphisme entre les espèces 0 et 

Fig. 16 

r--------- l 

Fig. 17 9 

Fig. 18 Fig. 19 

i 



PR-OPOSITION (2.29) . Un a @* N /A . 00 

PREUVE. Ona $N&. Donc @*-S*QA.~~*O$ZA., . 

COROLLAIRE (2.30) (Formule de Cayley) . Pauh n2 1 , un a [/Ah1 1 = n n-2 
. 

PREUVE. Il est clair que I@*[n] 1 = nn et IA. .[nl I = n2[ACnll . 

REMARQUE (2.31). L’ordre naturel sur \h’ induit une bijection entre 

S[U] et lL[U] pour U LIN (Rem. (2.11)). On construit facilement une bijection 

entre (S 0 A )Cnl et (a 0 AJCnl qui, composée avec les bijections @ 2 $ 0 A. 0 

et L 0 IA - A.. , 0 donne une bijection entre les endofonctions sur [n] et les ver- 

tébrés sur [n] . 

A la fin d’une conférence sur les espèces de structures à la rencontre de 

combinatoire d*Oberwolfach en mai 1980, Pierre Leroux demande à son auditoire une 

preuve combinatoire de la formule: 

( > * 
n-l 

n n = 1 (h)kk(n - Qnskwl 
k=O 

où n 2 1 et Oo = 1 . 

Plusieurs solutions sont suggérées. La plus Glégante, due à J. Désarménien, se lit 

comme suit: “L’espèce vertébré a la propriété biologique que, lorsqu’on coupe la 

tête d’un vertébré, une nouvelle tête repousse!” 

Plus précisément, soit V1 l’espèce vtiE6tré dEgEn&& (coccyx = tête) et 

v2 l’espèce v~~té6hQ: non-dcgéné/L6. Bien SQr, on a /A.. c=! V1 t V2 et v1 - &. . 

LEMME (2.32). on a V2 s 44. l A. . 

* 

PREUVE. Soit v un vertébré non-dégénéré sur U , v c V,CU] (Fig. 20). Coupons- 

lui le cou, i.e. effaçonsla dernière arête de la colonne vertébrale de v . Une 

nouvelle tête repousse à la base du cou et on obtient donc une 

sur U (Fig. 21). 

(A oa l /A,) -structure 
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Fig. 20 Fig. 21 

En passant aux cardinalités, on obtient 

IV+nlI = [d-\.CnlI n-l = n et lV,Cnl 

d’où (*) car nn = 1AJnll = [V,CnJ 1 t [V2Cnl 

n-l 
= 1 (i)kk(n - k)n-k-l 

k=l 

REMARQUE (2.33) . Nous venons de démontrer A.. I /A. t i4.. l A . Notons . 

que A*. “A* +A** GI* (ce qui suffit pour établir (*) ) découle de (2.27) 

puisque A.. (x) = &*(A. (x)) = /A. (x) (1 - A. (x))-’ =’ ~..(x> = A*(x) t  A**(x) l A*(x). 

REMARQUE (2.34) . La formule (*) , ainsi que la célebre identité d’Abel, 

(a t b t n)n = c +(a $- i> i-1(b t j)’ , de laquelle (*) découle, sont géné- 
itj=n 

ralisées par G. Labelle dans (Cl21, section 5) . Il utilise pour ce faire les con- 

cepts d’arborescences et arbres R-enrichis ainsi que celui de famille de fonctions 

de type binomial que nous définirons dans la section suivante. 

Plusieurs &Xk4-UpdCU (i . e. sous-foncteurs) de 1 ‘espèce endofonction 

sont à considérer. En voici quelques exemples: 

EXEMPLE (2.35) . Soit 1 *espèce invah.ZLon 4ati pOi.iti &LXe, i .e. 

J[Ul = (f : U + U 1 f2 = lu et Vx f U , f(x) ‘f XI . Il est facile de voir que 

9% eD où D est 1 ‘espèce ~z~~n6& de c&n~~ &u.x, i .e. D[U] = (U) si 

I I U ?- = 2 et D[U] = 0 sinon. On trouve donc J(X) f e . D’où 

Is[2n]l = -@k!-  = 1 l 3.. .(2n - 1) et JC2n - 11 = @ (voir Rem. (2.16)) l  

2nn! 

EXEMPLE (2.36) . Lt espèce hwAZimz /I est bien sQr isomorphe à IE l ,V . 

On a donc 1 aCnl[ = 1 
012ksn 

(;k) 1 . 3...(2k - 1) . 

EXEMPLE (2.37) . Soit IK 1 1 espèce enda~onc%kwz ixfmpo&Me, i .e. 



QWJI ={f:U+U/ f 2 = f1 . Pour une telle endofonction, l’ensemble des points 

périodiques est muni de la permutation identité et l’arborescence rattachée au som- 

met périodique u n’a que des sommets de degré 1 sauf, possiblement, u . On voit 
‘E X 

facilement que IK - e ’ et K(x) = exe . On tire IKCnll = f (klk 
n-k 

Y n21 
k=l 

([ 31, page 102), formule que l’on obtient également en dénombrant les fonctions 

idempotentes suivant la cardinalité k de leur image. 

EXEMPLE (2.38) . Soit S 1 *espèce endo@zc;tian AXctble, i. e. 
4 

SCUI = (f:U+UI3k tel que fk +l = fk> . On voit facilement que S - e , 

1 d’où S(x) = x . W.(x) par (2.25). On a donc ISCnll = (n + l)“-1 (voir C33, 

page 85) . 

EXEMPLE (2.39) . Soit o l’espèce dé.wqemwX (ou permutation sans point 

fixe), i.e. 0CUl = {o c XXÜI 1 o(x) t x , Vx c U) . Il est facile de voir qu’on 

a $ % iE l 0 ; d’où 0(x) = e-X(l - x)-l . f (1) 
k 

On en tire I0Cnll = n! l -+- . 
k=O ’ 

De plus, si d est l’espèce ptimuta4Xan c~d.ique aut un etiemblk de cattdina.CSé 

> 1 ,ona 0-e d et bien sQr mo = C(x) - x = -h(l - x) - x . D'où l’on tire 

également !D(x) = eœX(l - x)-l . 

2.6. 2ueLqueA CApèCeA R-eiztLickiu 

Soit R une espèce de structures telle que RC01 #- 0 . Nous allons main- 

tenant introduire deux espèces, dites R-eW&kiti; l’espèce arborescence R-enri- 

chie AR et l’espèce arbre R-enrichi WR . C’est en introduisant ces espèces 

R-enrichies ainsi que d’autres (endofonction R-enrichie, etc.), en étudiant les 

liens combinatoires entre ces espèces et en généralisant la preuve de Joyal de la 

formule de Cayley (section 2.5)) que G. Labelle a trouvé une nouvelle preuve pure- 

ment combinatoire de la formule générale d’inversion de Lagrange. 

DÉFINITION (2.40) . Etant donnée une arborescence t de racine x0 , 

orientons ses arêtes en fuyant X 
0 l 

met où arrive une flèche partant de 

seurs de x . 

Un &ccebb~.& du sommet X est alors un som- 

x . Dénotons s(x) 1 ‘ensemble des succes- 
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DÉFINITION (2.41). Un R-GWL&~.A&YW-~~ de l'arborescence t est la don- 

née pour tout sommet x d'une R-structure sur s(x) . Une mbotrticence R-eh- 

chie sur U est une arborescence sur U munie d'un R-enrichissement. 

DÉFINITION (2.42). Un R-eMhi&&meti d'un arbre sur U est la donnée 

pour chaque x c U d'une R-structure sur l'ensemble des sommets adjacents à x . 

Un tibke R-&ti~hk sur U est un arbre sur U muni d'un R-enrichissement. 

Les arborescences R-enrichies (resp. les arbres R-enrichis) constituent 

une espèce que nous dénoterons AR (resp. 19 ). R 

PROPOSITION (2.43). ors a A,- X . R(A~) . 

PREUVE. Soit a c A,CUl de racine u (Fig. 22, OU R = &) . Comme pour la Pro- 

position (2.24), munissons {u) de son unique X-structure, partitionnons U - {u}, 

munissons chaque classe de son AR-structure induite et donnons à 1 

tient la R-structure qui correspond à celle sur s(u) . 

Fig. 22 Fig. 23 

REMARQUE (2.44). Dans le cas où R. = a , une arborescence &-enrichie 

*ensemble quo- 

s'appelle une mbahticence CMOVM~L Dans le cas R = 1 t (f , un arbre (1 t C)- 

enrichi s'appelle un mbke /z&wu&~. On écrira A, = A0 et #++C = A . 
P 

z COROLLAIRE (2.45). hz a Ao = i - $(l - 4x) . 

PREL?E. y = Ao satisfait l*équation y = x(1 - y) -1 , i.e. y 2 -y+x=o. 

D'où la formule. 

REMARQUE (2.46). Un calcul facile montre que IAoCnIl = n!c, où cn 

est le n ième 1 2n-2 nombre de Catalan donné par la formule cn = ; ( n 1) , n21. 

PROPOSITION (2.47). lh2 a ($,. - X t X l tt(Ao) . 



PREUVE. Soit t c ApLU un arbre planaire pointé en u (Fig. 24). Si [ U[ = 1 , 

on associe à t l’unique X-structure sur U . Si 1 U[ > 1 , on munit bd de 

son X-structure; on partitionne U - (u) suivant les composantes connexes de 

t - u 3 on munit chaque classe de sa structure d’arborescence ordonnée pointée au 

sommet adjacent à u et on donne à l’ensemble quotient l’ordre cyclique défini par 

la C-structure sur l’ensemble non vide des sommets adjacents à u (Fig. 25). 

pjq-qq-Ïp$@ 

Fig. 24 Fig. 25 

Revenons au cas général des arborescences et arbres R-enrichis. 

DÉFINITION (2.48). Posons x R (x) = .lo r,(X) $ où R” =l et 

RA 
2 . 

= R l R...R , X facteurs, lorsque X > 0 . La suite de fonctions (rn(x)),>o 

s’appelle la &&e de type b&z~ti& ctn~~c/iEe d R . On écrira R + (rn(h))n,O . 

REMARQUE (2.49) . Puisque RNJ hi Rx l R’ et que r,(v) est le nombre de 

RV-structures sur CnJ , on a 

THÉORÈME (2 *SO) . 
bus  R t- (‘n(u)n>O eft R’ + (Pno)),>o l  A.&~ 

- 

IARcnll = ‘n-1 (n) et fARhli = pn-2(n) ) n ’ 2 l  

Ce théorème est la généralisation de la formule de Cayley obtenue par G. 

Labelle; elle s’avère équivalente à la formule d’inversion de Lagrange. Pour la 

démonstration, le lecteur est référé à C121. 

Pour divers choix de 1 ‘espèce R , on obtient des interprétations combina- 

toires intéressantes pour les arborescences et arbres R-enrichis. Dès que le cal- 

cul des fonctions de type binomial rn(X> et p,(X) est explicité, le théorème 

généralisé de Cayley permet d’exprimer la valeur des entiers jARCTll 1 et i/AR[nli . 

Les Remarques (2.51) à (2.55) illustrent brièvement ceci. 
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REMARQUE (2.51). Soit R = IE . Alors h 
R (x) = ehx et r,(X) =A". Qn 

. 
en tire Ih\.[nl[ = nnœl et [/ACnlI = nnW2 . 

REMARQUE (2.52). Soit R = à , Alors r,(h) = ~(~tl)...@tn-1) . 

1 2n-2 Qn en tire IALCnI~ = n(nt 1)...(2n - 2) = ; ( n l)n! = n!c n (voir Rem. (2.46)). 

REMARQUE (2.53). Soit R = 1 t 6: . Puisque (1 + C)l * $ m L , on trouve 

P.(h) = A(A t l)...(X t n - 1) . Le nombre d'arbres planaires sur Cnl est donc 

donné par I/A1+c[nll = n(n t 1)...(2n - 3) = $ n! l 

(n-1) ‘n ’ n ’ 2 ’ 

REMARQUE (2.54). Soit R(x) q (c - 1) t ex , c entier 2 1 , i.e. 

R= c t E* , Une arborescence R-enrichie est alors une arborescence d &cr*ieea C 

catatiéeA . En évaluant x R à l'aide de la formule du binôme de Newton, on obtient 

finalement IA,CnJ/ = rn l(n) = c - llk(n - k)"-1 . 

N 
REMARQUE (2.55). Pour R(x) = 1 + $-t . . . t g , i.e. R est l'espèce 

. . 

en6mb.k de catrdin&%M 5 N , une arborescence R-enrichie sur 

peut s'interpréter comme un tibtre ~é~é~~gkp~ sur 

tel que chaque individu donne naissance à au plus N 

U , pointée en 

u 9 issu de l'individu u , et 

enfants. En remarquant que 

N dans ce cas R*(x) = R(x) - x /N! , on obtient la formule 

dl ’ (x) = X(R+x) - R'&'(x) l xN/N!) . 

D'où l'on tire la récurrence 

Xr,Cx) si n < N 
r ntl = 0) 

X(r,(x) - ($rn N(x - 1)) si n 2 N , 

qui permet le dénombrement de ce genre d'arborescences enrichies. Si est 

N plutôt 1 t x t . . . t x , alors l'arbre généalogique correspondant tient également 

compte de Tordre de naissance des enfants? Dans ce cas, x R (x) est 

(1 - xNtl)+l - x)-h . 

. / 



La moitié gauche de la Fig. 26 est un exemple typique de tournoi par éli- 

mination entre sept joueurs. Nous laissons au lecteur le soin d’écrire la défini- 

tion formelle d’un tournoi par élimination sur un ensemble fini U (de joueurs). 

Soit T 1 ‘espèce kuwwa/i. paUr tiin&UM. 

PROPOSITION (2 56) . On a T cy X t T l T . 

PREUVE. Pour /Ut =l, T[U] et X[V] sont des singletons et (T l T)[U] est 

vide. Soit t un tournoi sur U où / UI > 1 (Fig. 26). La dernière partie per- 

.met de partager en deux sous-ensembles V et W dont V contient le gagnant du 

tournoi et t détermine des T-structures tl et t2 sur V et W respective- 

ment. Le quadruplet (V,W,tl,t2) est la TOT-structure sur U (Fig. 26) cor- 

respondant à t . 
U V W 

Y 

Fig. 26 

COROLLAIRE (2.57). Un a T(x) = i - $(l - 4x); = Ao . 

REMARQUE (2.58) . Non seulement a-t-on T - A0 , mais encore T - A0 . En 

effet, il existe un isomorphisme naturel entre T et A0 , illustré par la Fig. 27. 

yJ-y 
* 

Fig . 27 

Plus précisément, considérons un tournoi t C TCUl . Le gagnant de t 

devient la racine de 1 *arborescence ordonnée a c AoCUl . De plus, si le joueur x 

a éliminé les joueurs xl,X29”*,Xk 9 dans cet ordre, alors le sommet x a comme 

successeurs les sommets x. I ’ i = 1,2 ,..., k , totalement ordonnés dans l’ordre 

‘k < xk-1 < . . . < x1 . 
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REMARQUE (2.59). Tout tournoi (Fig. 26) admet une unique représentation 

(dite a;tancfuhd) oc le joueur de droite gagne toujours (Fig. 28). 

De plus, il est bien connu que le nombre de parenthésages du produit 

ième 1 2n-2 
'1'2' l OXn est donné par le n nombre de Catalan cn = z ( n 1) . L 

Associons % un parenthésage du produit x1x2.. .xn un tournoi (sous forme 

standard) sur Cnl où i bat j implique i > j (Fig. 29). Ceci montre qu5.1 y 

a n! fois plus de tournois sur Cnl que de parenthésages du produit xlx2...xn , 

i.e. iT[U]I = n!cn si IU( = n (voir Rem. (2.46)). 

f 
\ i;,; t 7 7 f __A --.-- -- i k& 3 ‘i 3 4 $i 7 4- 

4 
Fig. 28 

((x,x,3(((x,x,3x,)Cxg~7)1)- ’ 2 ; ; 5 6 ; 
<t- -- - 

k+ 
k- l 

2 7 7 5 
7 7 

Fig. 29 

DÉFINITION (2.60). Une relation réflexive et transitive sur U s'appelle 

un ~M!U&.&5 (en anglais: quasi-order). 

DÉFINITION (2.61). Une relation réflexive, symétrique et transitive sur 

U s'appelle un 0trd/te pW& sur U . 

NOTATION (2.62). Soit < un ordre partiel sur U et u c U . Alors 

(UP9 = {x c u [ u < xl , (-Oo, = Ix C U 1 x < u1 , [u,~) = {u) U (~,a) et 

(-yul = tu1 u (-a,u) l  

DÉFINITION (2.63). Un ordre partiel 5 sur U est dit kédti hanizatia- 

A52Wti si (u,m) = (v,m) et (-m,u) = (-m,v) => u = v . 

DÉFINITION (2.64). Un ordre partiel 5 sur U est dit tt&fti uU~~I&- 

ment si (u,~) = CV,~) et (-00,~) = (-yuJ => u = v . 



Considérons les espèces suivantes: 

(ordre partiel &duit horizontalement), 

Q (préordre), 0 (ordre partiel), 

(ordre partiel réduit verticale- 

ment) . 

PROPOSITION (2.65). h d Q- (D 0 E* Cd 0h o fi* = a) = (Dv O I!,* . 

PREUVE. Soit 5 un préordre sur U . Posons u E v <=> u 5 v et V~U. 11 Y 

a une relation dfordre partiel sur U/- , i.e. une (0 0 E*)-structure sur U . 

Soit 5 un ordre partiel sur U , i. e. une 0-structure sur U . Posons 

u - v <=> (u,m) = (~,a) et (-a,~) = (-00,~) . Puisque 5 induit sur LJfi un or- 

dre partiel réduit horizontalement, on obtient une (Oh 0 IE*)-structure sur U . 

De plus, soit = la fermeture transitive, réflexive et symétrique de la relation 

R sur U où uRv <=> (u,~) = [v,~) et (-a,~) = (-m,u1 . Il est clair que la 

relation d’ordre partiel initiale I induit sur U/= un ordre partiel réduit ver- 

ticalement et que chaque classe de - admet un ordre total induit par I . On 

obtient ainsi une (0 
V 

0 L*)-structure sur U . 

COROLLAIRE (2.66). &z a Q(x) = O(eX - 1) cz/t 0(x) = 0h(ex- 1) = (Dv(&). 

2.9. f k~pdce gtnrphe bhmzexe 

DÉFINITION (2.67). Un graphe connexe G = (U,A) est dit bicannexe (ou 

Z-arête-connexe) si Va 6 A , G - a = (U,A - {a)) est également connexe. Soit 8 

1 r espèce graphe biconnexe. 

c. 
PROPOSITION (2.68). On u Ce C‘I BJXe ) . 

PREUVE. Considérons un graphe connexe g sur U pointé en u (Fig. 30) . Soit 

Cul la classe de u dans la partition de U en sous-graphes biconnexes maximaux 

(Fig. 31). Le sous-graphe biconnexe maximal h contenant u donne une Qstruc- 

ture sur Cul et permet de partitionner les sommets x de U en classes suivant 

le point de h par lequel x est relié à h (Fig. 32). On a donc jusqu’ici une 

8 (T)-structure sur U où l’espèce T reste à être précisée. L’espèce T est 
l 
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l’espèce graphe connexe pointé dont le sous-graphe biconnexe maximal contenant la 

racine n’est formé que d’un sommet, i.e. C. 
T est l’espèce X l e (Fig. 33). A 

partir d’une C.-structure arbitraire g sur U , on a donc construit de façon na- 

c. 
turelle une B. (Xe )-structure sur U . c. 

Inversement, une g. (Xe ) -structure sur 

U permet de reconstruire un unique graphe connexe pointé sur U . 

-------- 

Fig. 30 
---~ 

Fig. 31 

Fig. 32 Fig. 33 

2.10. L’upZce Mac 

DÉFINITION (2.69). On dit que le sommet x du graphe connexe G = (X,A) , 

A 5 fj2 (X) , est un p&& cf'ticdti~n de G si le graphe G - x = (X - {x) , 

A f-I f;(X - bd>) est connexe (non vide) . 

DÉFINITION (2.70). Le graphe connexe G s’appelle un 6.h~ s’il n’admet 

aucun point d’articulation ([9 J, page 9). Soit B l’espèce ~&uc. 

PROPOSITION (2.71) . ovz a C 2 Xe 
WC.1 

l 
. 

PREUVE. Considérons un graphe connexe g pointé en u c U (Fig. 34). Contraire- 

ment aux sous-graphes biconnexes maximaux (Fig. 35)) les sous-graphes qui sont les 

blocs maximaux de g ne constituent pas une partition de U (Fig. 36). (Ici le 

sommet u appartient à quatre blocs maximaux.) Introduisons autant de nouveaux 

sommets que de blocs maximaux contenant u et partitionnons ensuite les sommets 

autres que u comme dans la Fig. 37. On a jusqu’ici une Xe T -structure où lfes- 

péce T reste à être déterminée. Soit V une des classes sur U - lu) . En fait, 



T est l’espèce ghapk CUYLYLU~ duh v U (4 dont uy1 aeut aau-bBuc tnaxhnct.t covkicti 

* . On obtient donc une partition de V dont chaque classe est munie d’une C.- 

structure et un bloc sur l’ensemble de ces classes auquel on ajoute l’élément ad- 

ditionnel * , Le. l’espèce T est B’(C,) (Fig. 38 et Fig. 39). Cette construc- 

tion est un isomorphisme entre C. et Xe 
B’ (C.1 

puisqu’en Yecollant” la 
B’K > 

Xe l -structure, on retrouve le graphe connexe pointé initial. 

Fig. 34 Fig. 35 

Fig. 36 
- I_ - ‘~ 

Fig. 37 

Fig. 38 Fig. 39 

REMARQUE (2 .72) . En passant aux fonctions génératrices, on obtient la 

formule (1.3.3) de C9k &I Cl(x) = B’(xC’(x)) , qui permet le calcul du nombre de 

blocs [BCnl[ en fonction des nombres ICCkl[ . Cet exemple illustre bien comment 

une preuve technique formelle basée sur les séries génératrices ([SI, page 10) de- 

vient beaucoup plus visuelle en utilisant la théorie des espèces. 
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Certaines espèces admettent une notion d’espèce connexe, e.g. une permuta- 

tion connexe est un cycle et une partition ccnnexe est une partition n’ayant qu’une 

seule classe. 

DÉFINITION (2.73) . Soit 0 : A -+ ec un isomorphisme. On dit alors 

qu’une C-structure est une A-&&&(&~ CUUWXCL Pour aGACUI , le nombre de 

compuhatia cunnexeh de a est le nombre de classes de la partiti.on définissant 

@(a) . 

PROPOSITION (2.74) . L’espérance du nur!btLe de compoaatiti CU~M.~X~ d’une 

A-atiuc/tuM a&a&?tie bu/t U && c!on&e patL: 

PREUVE. Une (IE. 0 C) -structure sur U 

d’une classe. Il y a donc un total de 

composantes connexes sur toutes les A-s 

bre de composantes est donc 1 (C l A)[n] 

EXEMPLE (2.75) . Prenons A = S 

uù [LJI =n. 

est une ec -structure avec en plus le choix 

W . 0 C)M[ = 1 (C l eC)Cnll = I(C l A)Cnl[ 

ructures sur Cnl l  L’espérance du nom- 

. IA[n]lwl . 

a: et C = c , puisque $ - e , la Proposi- 

tion (2.74) s *applique et on trouve que l’espérance du nombre de cycles d’une per- 

mutation aléatoire de Cnl est 1 i-1 t . . . t L 2 n l  

En effet: 

la: l %Cnl! = F (i)(k n 1 

k=l 
- l)!(n - k)! = n! l 1 k et I%[n]/ = n! . 

k=l ~ 

EXEMPLE (2.76). Puisque 8 e eE* , prenons cette fois-ci, A = 5 et 

C = (E* ; on trouve qu’une partition aléatoire sur Cnl a en moyenne (Bn+l/Bn) - 1 

classes, où B est le n ième nombre de Bell. n En effet, on a: 

l( e* . B)Cnl/ = 
1 

l<k<n 
(;)Bn-k = Bntl - Bn l  

EXEMPLE (2.77) . L’espèce graphe possède une notion d’espèce connexe (celle 

de graphe connexe). Soit k n l’espérance du nombre de composantes d’un graphe 



aléatoire sur [n]. 

( > 
où ci = ICCiJ 1 et gj = IG[jl [ = 2 ' . 

Notons au passage que l'espérance du nombre de composantes d'un graphe sur En] tend 

vers 1 (i.e. lim kn = 1 ) (cf. [71, théorème 1). 
n+m 

3. Généralisations 

Soit K un anneau commutatif unitaire de caractéristique 0 . Considé- 

rons la catégorie K-Ensf des K-ensembles finis, i.e. un objet de K-Ensf est 

un couple (X,$) où X est un ensemble fini et 4': X -+ K une fonction; un mor- 

phisme entre les objets (X,$) et (Y,Y) est une fonction f : X + Y telle que 

Y 0 f = $, i.e. le triangle suivant commute: 

X L-K 

\/ f Y l  

Y 

DÉFINITION (3.1). Une e..dpdce K-pandék&e A (ou K-V~U.&) est un fonc- 

teur A : Ensfb -+ K-Ensf . 

Ecrivons pour le K-ensemble fini associé par A à l'ensemble 

fini U . Si a c A[U] , alors on dit que a est une A-structure de poids 

$&a) C K sur U . 

REMARQUE (3.2). Toute espèce 

posant avec le foncteur d'oubli 

quement, toute espèce 

K-valuée A définit une espèce 

K-Ensf + Ensf , défini par 

définit une espèce K-valuée 

ACUI = (ACUJ, 4Q où Va c A[U] , $&a) = 1 c K l  

(X9$) l-h x  l  

A en posant 

A en com- 

Récipro- 

DÉFINITION (3.3). A l'espèce K-valuée A , on associe la série formelle 

A(x) definie par 



. A(x) = 
n20 &A&I 

Considérons deux espèces K-valuées A et 8 définies par ACUI = (AhJ1 ,$U) et 

B[U] = (BL-U1,YU) . 

La homme AtB est l’espèce K-valuée définie par 

<Pu( 1 a si CI f ArU] 
(A t B)[u-I = (ACUI + BCU1,$U +- yu) où ($, + yu) (a) = 

Yu(a) si a c B[U] . 

A43 est l’espèce K-valuée définie par 

(A l QCUI = ((A l B)[Ul,C,) où $&V,W,a,B) = <p,(a) . Y,@) 

pour (V,W,a,@) c (A l B)[U] . 

La &hUtion A 0 8 = A(B) , où BC$?l = QI , est l’espèce K-valuée dé- 

finie par (A 0 6) CU] = ((A 0 B) CUI,X,) où, pour la (A, 0 B)-structure (~,a$) _ 

sur U (voir Déf. (1.7))) on pose X,(~,oi,p) = $,(a) l II Y,(B,) . 
COT 

On dit que A et B sont tiumcrlrpha, A -: IB s’il existe une équivalence 

naturelle entre les foncteurs A et Z3. On dit que A et 73 sont Eytip~hzZti, 

A- B , si A(x) = B(x) . 

THÉORÈME 4. SU~I.X A,B deux eq.sEca K-vuh~en . Ahm 

(A t 9)(x) = A(X) + S(x) , (A l B)(x) = A(X) l B(x) 9 (A 0 Q(x) = A(W)) et 

A'(X) = 
g A(x) l  

Nous ne donnerons qu’un exemple d’un calcul faisant intervenir des espèces 

K-valuées. 

Soit K = ZCul . Définissons l’espèce partition K-valuée P par 

PCV1 = W-UJ ,9,) où q+T) = UIT1 où I7Tf est le nombre de classes de la parti- 



tion T de U . Définissons de plus l'espece K-valuée T par T[U3 = ({U~,~,) 

où Y@) = u si U 1 0 et TC01 = (OJO) S 

PROPOSITION (3.4). On a E(T) - P . 

PREUVE. Voir Proposition (2.3). 

COROLLAIRE (3.5). Un a e"(eX-l) = 1 ( y sn,kuk) $ uù sn k 
n>O k$ . 9 

e& Le nombtre de SUng de necondc espèce. 

PREUVE. Par la Proposition (3.4), on a: 

E(T)(x) = eT(x) = P(x) . 

De plus T(x) = u(eX - 1) et 

‘(x) = 1 ( 1 
nr0 WBCnl 

ul’l) $ = 1 ( F sn,kuk) $- 
n>O k=O . 

puisque Sn k = [{m c Mn1 tel que 1~1 = k)[ . 

3.2. 

Nous généralisons la notion d'espèce à celle d'espèce à deux sortes (ou 

b&eJ p&ce) . Une preuve analogue à celle de Joyal (Chap. 2, section 2.5) donne 

alors la formule de Scoins pour compter les arbres bipartis. 

DÉFINITION (3.6). Une &@Ce d deux 4Utia est un foncteur 

A : Ensfb x Ensfb -+ Ensf . 

En d'autres termes à tout couple WV) d'ensembles finis on associe un ensemble 

fini A[U,V] et à toute paire (f,g) de bijections f : Ul -+ U2 , g : Vl -+ V2 , 

on associe une bijection ACf,gl : Acu,,v,l + ACu,,v,l l  

DÉFINITION (3.7). On associe à A la série génératrice à deux variables 

A(x,y) = 1 IACn,mll $ l g où Cn,ml = (Cnl,Cml) . 
nr0 . . 

mr0 
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Soient A et 8 deux bi-espèces. 

La bornée A t B est la bi-espèce definie par (A+E)C U,Vl = AC &VI -t- % U,Vl 

où le t du membre de droite veut dire la réunion disjointe. 

Le pttudikt A l i3 s’obtient en prenant comme AOB-structure sur w, v> 

les quadruplets (C,D,a,B) où CU D= Ut Vx, (2-l D= @, af ACCn U,Cn VI , 

E c R-D n U,D n Vj . 

Soient A , 81 et B2 trois bi-espèces telles que BlCflJl = B2C0,01 = 0. 

On définit une A(BlJ$)-structure sur (U,V) comme étant un quintuplet 

(C,D,r ,a,@) où C IJ D = U t V , C n D = QI , IT est une partition de U + V plus 

fine que {C,D} , (y, c A(IÏ[ c,nl D) et 6 = (~,),,. est une famille telle que 

c-C==> f3,c Bpn u,cn VI et CC D==> Pcc apn u,cn ~3 . (Ici 7Tj veut - C 

dire {c [ c f n et c C, C) .) 

U V 

DEFINITION (3.8). Nous dirons que les bi-espèces A et 8 sont Lw/w~~- 

phe~, A-8, s’il existe une équivalence naturelle entre les foncteurs A et 5 . 

DÉFINITION (3.9) . Nous dirons que les bi-espèces A et 8 sont @u&w- 

kmte~, A N B , si W,V , fACU,Vl[ = INu,vII . 

DÉFINITION (3.10) . Soit B une bi-espèce. Les bi-espèces @-ti6eh Bl 

et 8 2 sont définies par SpJ,vl = U x ?3Cu,vl et B2CU,VI = i3CU,Vl X V ; la bi- 

espèce bXpaiti&e 612 est définie par B,,Cu,vl = U X i%%,Vl X V ; de plus, la 

bi-espèce no~tmtiGk B* est définie par g*hJ,VI = %U,Vl si (U,V) + (PJ) et 

B*C0,01 = 0 . 



PROPOSITION (3.11) . Sai.i A , 23 ti C OLO~ bk-eq2cu. A.tatcn 

(A -t W(X,Yl = A (~,y) +- W,Y) 9 (A l 8) (~,y) = A(x,Y) l B(x,Y) 9 

uA,~) (&Y) = c(A(x,y),B(x,y)) ni. ACBJI = SC@,01 = 0 > +Y) = X gA(X9y) J 
6 

A$X’Y) = Y +Y) J Al2bbY) = XY &+,Y) ’ 

Considérons les bi-espèces suivantes : 

- A (tibtLe bipti) , i .e. une A-structure sur (U,V) est un arbre sur 

U t V dont les arêtes relient toujours un sommet de U à un sommet de V . Les 

bi-espèces A, et A2 s * appellent les bi-espèces dltbotlehcemti . 

A 12 s'appelle la bi-espèce vmtEbM . Nous la noterons v . 

- 1 (O&~C /tat& a&%n&), i.e. une L-structure sur (U,V) est un ordre 

total sur U t V dont le plus petit élément est dans U , le plus grand dans V , 

le successeur de u 6 U est dans V et le successeur de v C V est dans U . 

- S (pamtitian aLtem&e), i.e. SCU,Vl = 10 C 4XU -t VI 1 WJ) = V et 

a(V) = ul ) 

- E (endo@mCLmz &Uuz&c), i.e. ECU,VI = (f : U + V -+ U + V 1 f(U) C V - 

et f(V) 5 U) . 

PROPOSITION (3.12). Un a L(x,y) = (1 - ~y)-' = S(x,y) 

UX,Y) = 11. 1 nrn*mnJ$$ . 
n21 . . 

m21 

En fait, on a 1 LCu,Vll = (n!) 2 = pcu,vl~ si IU[ = IV1 = n et 

LCU,Vl = QI = SCU,Vl si IV/ + IV1 . 

PROPOSITION (3.13). Un a VIV L*(AI 4 l  

PREUVE. Voir Proposition (2.27) . 

PROPOSITION (3.14). On a E = S(A,,A,) . 
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PREUVE. Voir Proposition (2.28). 

COROLLAIRE (3.15) . On a V-E*, 

PREUVE. V - L*(A,,A,) - S*(A,,A,) = E* . Par conséquent, on a 1 VCU,Vl( = nmmn 

si lUl =n, Iv1 =m. 

COROLLAIRE (3.16) (Formule de Scoins) . ?R y a n m-lmn-l atrbtru aLtchn& 

huh (UJ) hi 1 UI = n 2 1 ti IV[ = m 2 1 . 

Conclusion 

Beaucoup reste à faire. Voici- quelques idées possibles de recherche: 

a) Interpréter et démontrer combinatoirement certains résultats d’analyse 

(e.g. C231). 

b) Quelques chapitres de la combinatoire én.umérative devraient être re- 

pensés à la lumière de la théorie des espèces ([211 et C221). 

c) Afin d’étudier les types de structures (voir Rem. (1.12))) André Joyal 

a introduit et étudié la notion de série indicatrice de cycles d’une espèce ainsi 

qu’une substitution pour ces séries (à une infinité de variables) correspondant à 

l’opération de substitution entre espèces [ll]. Poursuivre cette étude; en parti- 

culier apprendre à calculer une série indicatrice qui n’est donnée que par une for- 

mule implicite [271. 

4 Chercher à démontrer combinatoirement des formules d’inversion de 

Lagrange a plusieurs variables (voir Cl21 et [27J ainsi que les références biblio- 

graphiques qui s f y trouvent) . 

e) Etudier des contextes combinatoires semblables pour des séries généra- 

trices du type: 

n n 
c 

X 
y > Ca- 

anxn 

n20 n20 n ( > rl’ 2 3 
Jo Cnl 

9! 
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oii Cn3 ’ 
9’ 

= Cl1 C2I . ..Cnl 
9 9 9 

et Ckl 
9 

= Wq) (l+q+q2). . .(1+-q . . . qk-l) , les séries 

indicatrices, ou d'autres (cl], ClSl, Cl83 et L-191). 

f) En utilisant les espèces pondérées on peut construire des modeles com- 

binatoires pour un grand nombre de familles de polynômes et de fonctions spéciales. 

Ces modèles permettent de démontrer combinatoirement les principales identités sa- 

tisfaites par ces fonctions spéciales et d'espérer en trouver d'autres ([SI, [ZO], 

C241, C25l et C261). 
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