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DECIDABILITE PAR AUTOMATE FINI
Bernard R. Hodgson'

Résumé

Nous nous intéressons # 1l'emploi de méthodes et de résultats de la théorie
des automates finis dans 1'établissement de la décidabilité de certaines théories
logiques du premier ordre. L'accent est mis sur le développement d'une approche
uniforme et systématique au probléme de décision. A cet effet, nous introduisons
certaines conditions naturelles sur les structures qui semblent jouer un rSle fon-

damental dans 1'étude de la décidabilité par automate fini.

1. Introduction

On a été témoin, 4 partir des années 60, de 1'émergence de diverses métho-
des de transfert permettant d'établir des résultats de décidabilité en logique ma-
thématique en les traduisant dans le contexte de la théorie des automates finis,
Depuis les premiéres utilisations faites par Blichi [2] et Elgot [7] des automates
de Rabin-Scott [17] jusqu'aux travaux majeurs de Rabin [15], toute une gamme de ré-
sultats de décision ont &té obtenus: décidabilité de la théorie monadique (faible
ou forte) du second ordre d'une ou de plusieurs fonctions successeurs et les nom-
breux corollaires en découlant. (Pour plus de détails, voir Rabin [16], section 3,

ou Yasuhara [21], p. 315-316.) Ces diverses applications reposent sur une série

! Llauteur a regu, durant la préparation de ce travail, 1'aide financiére du Conseil
de recherches en sciences naturelles et en génie du Canada.
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d'extensions du modéle de Rabin-Scott dans lesquelles les intrants admissibles ont
une structure de plus en plus complexe: les mots finis sont remplacés par des mots
infinis (Blichi [3]), ou encore par des arbres finis (Doner [5] ou Thatcher et

Wright [19]), puis enfin par des arbres infinis (Rabin [15]).

Ce travail vise a exposer, dans le cadre de la logique du premier ordre,
comment les automates finis fournissent une méthode uniforme et systématique de ré-
solution du probléme de décision de certaines théories. L'idée générale peut &tre
décrite comme suit. Considérant une certaine théorie du premier ordre définie 4¢-
mantiquement, c'est-a-dire 1'ensemble des énoncés vrais dans une structure donnée,
on cherche i démontrer qu'il existe une proc8dure effective permettant d'associer 2
chaque formule du langage approprié un automate fini acceptant exactement les &1é-
ments du domaine satisfaisant la formule. (Nous utilisons & cet effet deux types
d'automates finis: les automates de Rabin-Scott et les automates qui, au sens de
Muller-McNaughton [11], recoivent pour intrants des mots infinis.) Si tel est le
cas, la théorie en question est alors décidable, puisque le fait de déterminer si
un &noncé est vrai ou non est ramené i 1'examen du probféme de £a vacuité d'un cer-
tain automate fini. Pour 1'essentiel, ce travail consistera i présenter un con-
texte de base dans lequel certaines conditions simples et naturelles sur les struc-
tures garantissent leur décidabilité par automate fini. Nous indiquerons &galement
comment, dans un second volet, ces mémes conditions suffisent pour obtenir des

théorgmes de conservation de la décidabilité par automate fini sous certains

produits.

Le lecteur désireux de situer ce travail dans le contexte global des ré-

sultats de décidabilité peut consulter avec profit l'excellent exposé de Rabin [16].

Ce travail comprend certains résultats de la th&se de doctorat de 1'auteur
présentée en 1976 & 1'Université de Montréal sous la direction du professeur

Shuichi Takahashi.
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2. Préliminaires sur les automates finis

Notre terminologie de base est empruntée & la littérature courante (voir

par exemple Choueka [ 4], Eilenberg [ 6] ou Trakhtenbrot et Barzdin' [20]).

Etant donné un alphabet fini I , un mof sur I est une suite finie
U= 0,0,...0, ol o, € I etoli n€ N est la longueur de u (notée |u|l). On
écrit X pour le mot vide et L* pour l'ensemble de tous les mots sur I . De
méme, b désigne 1'ensemble de tous les mots inginis de longueur w (ou w-mois)
U= 040,00 ol a; € L . On pose %= 12*U ¥ . Les sous-ensembles de L* et

Zw

sont respectivement appelés Langages et w-£fangages sur I . Nous utiliserons
les expressions '(w-)mot" et '(w-)langage' pour désigner un €lément ou une par-

tie arbitrairesde I

Nous introduisons deux opérations €lémentaires sur les (w-)mots: 1la con-
P . . A O - .
caténation et la convolution. Si ué€ I* et veé I , leur concaténation est le
(w-)mot wuv contenant d'abord les symboles de u , puis ceux de v . Pour u € I*,

uk+1 = uku pour k € N ; si de plus u * A, alors uw dé-

on pose W= et
signe 1'w-mot wuuu... (concaténation infinie). Par ailleurs, si u = (oi) et
v = (Ti) ¢ ¥ sont deux w-mots ou deux mots de méme Longueun, leur convolution

est définie comme €tant le (w-)mot u * v sur 1'alphabet-produit 22 =L XZ

. Eme . P . P
dont le i symbole est (Oi,Ti) . La convolution se géné€ralise €videmment au

cas de plusieurs (w-)mots.

Etant donné des (w-)langages U,VC I* et W E_Zm>, on considére les

opérations suivantes:

concaténation: W ={uw | ueU et weW;

itenation: u* = {uluz... o | n € N et pour tout i = 1,2,...,n, u, € u} ;
w-4tenation: o= {uluz... | pour tout i € N, u; €U et u; A
quotient: UVV={u]| il existe v € V tel que uv € U} .

De plus, soit un autre alphabet I et une fonction f : £ + T ; on la prolonge de

facon naturelle en un homomorphisme alphabétique £ : 1% > I en stipulant que le
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jeme symbole de f(u) est f(oi) pour u = (oi) € ¥ . On introduit alors les

notions habituelles d'image £(U) et d'image inverse f_l(V) pour U S_Zw et
Vc I . 11 est tout & fait &vident, mais important de noter pour un point ulté-

rieur,qu'un homomorphisme alphabétique préserve la longueur des mots, c'est-a-dire

[f(w)]| = |u| pour ue T* .

Parmi les (w-)langages sur un alphabet I , ceux qui sont 'reconnaissa-
bles" par des automates finis joueront un rdle fondamental dans ce qui suit. Nous
utiliserons & cet effet deux types d'automates finis: 1le mod&le de Rabin-Scott [17]
acceptant des mots finis et celui de Muller-McNaughton [11] acceptant des mots in-
finis. Dans les deux cas, il s'agit d'une structure A = (A,ao,F) , oi A est
1'ensemble (§ini) des &états et a, € A “est 1'état initial, munie d'une fonction de
transition de A x £ dans A qui détermine de proche en proche les mutations
d'états dont A est 1'objet au cours de la lecture d'un intrant. Dans le modéle
de Rabin-Scott (appelé automate ci-apres), F c A (les &tats finals) et le Langage
accepté par A est l'ensemble des mots sur I qui aménent A depuis 1'état ini-
tial jusque dans un &tat final. Pour le modéle de Muller-McNaughton (appelé
w-automate ci-aprés), 1'élément d'acceptation est formé de parties de A (donc
Fc P(A)) et 1'w-fargage accepté par A contient les w-mots u sur I tels que
1'ensemble des &tats occupés une infinité de fois par A , au cours de la lecture
de u, fait partie de F . Un (w-)langage accepté par un (w-)automate est dit
néguliern. (Le lecteur vérifiera sans peine que les (w-)langages réguliers ren-
contrés dans ce texte seront tous effectivement donnés, dans le sens qu'il sera

toujours possible de construire effectivement des (w-)automates les acceptant.)

Les (w-)langages réguliers jouissent de plusieurs propriétés intéressan-

tes dont on pourra trouver démonstration en consultant [4], [6] ou [20]:

PROBLEME DE LA VACUITE: I1 existe une procédure effective pour décider si

un (w-)langage régulier est vide ou non.

PROPRIETES DE FERMETURE: La famille des langages réguliers est fermée par

rapport aux opérations de réunion, complémentation, concaténation, itération, quo-
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tient, image et image inverse par homomorphisme alphabétique. La famille des w-
langages réguliers est fermée par rapport aux opérations de réunion, complémentation,
concaténation avec un langage régulier, image et image inverse par homomorphisme
alphabétique. De plus, 1l'w-itération d'un langage régulier donne un w-langage
régulier. (Dans chaque cas, 1'(w-)automate requis peut 8tre construit de fagon

effective 3 partir des (w-)automates donnés.)

3. Théories décidables par automate fini

A une structure relationnelle D = <D,{Ri | i € I}> de domaine D et re-
lations Ri S_Dni , associons le langage de premier ordre LD (dit approprie pour
D) contenant, outre les symboles logiques usuels (variables, connecteurs, quanti-
ficateurs), un symbole de prédicat ni-aire P, pour chaque i € I . La théonie
Th(DP) est 1'ensemble de tous les énoncés de LD vrais pour D . Dans le cas ol
il existe une procédure pour déterminer effectivement si un énoncé quelconque de

L, appartient ou non & Th(D) , on dit que D a une théorie décidable. Nous al-

%

lons maintenant expliquer comment les automates finis peuvent &tre utilisés pour

tenter de résoudre (positivement) le probléme de décision de la théorie de D .

Etant donné une formule ¢ de LD dont les variables libres sont

Xy5X,5...,X_ (ce que nous indiquons en &crivant ¢(x,,X,,...,X_)), son ensemble-
1°%2 4 1 1°%2 n

n
venite [xl][xz]...[xn]¢ est formé des n-uplets (dl,dz,...,dn) € D" tels que ¢
est vraie pour D lorsque, pour tout i =1,2,...,n, x; est interprétée comme
€tant 1'élément di (i.e. D F=¢(d1,d2,...,dn) ). Afin de pouvoir transférer
1'étude de la théorie de D dans le contexte des automates finis, nous supposons
maintenant que cet ensemble-vérité est identifié, d L'aide d'un codage appropnié,

d un (w-)langage [x;X5...x J6 sur un certain alphabet. Le théoréme suivant, qui
remonte essentiellement d BUchi [2] et Elgot [7], fournit 1'élément de base sur le-

quel repose le passage de la logique aux automates finis.

THEOREME 3.1. S'if existe une procédure effective permettant d'associer &
toute gormule ¢(x1,...,xn) de LD un (w-)automate acceptant [xl...xnj¢ , alons
La théonie Th(D) est décidable.
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DEMONSTRATION. Soit un énoncé quelconque Y de LD . En transformant Y en une
fonmule prénexe (i.e. une formule dont tous les quantificateurs sont groupés au dé-
but), on peut le voir comme €tant soit de la forme (Ix)$(x) ou soit ~(IAx)¢(x) ,

ol ¢ est une formule de LD . Dans le premier cas, on a donc
Y € Th(D) <= D= 3x)¢(x) <= [xIp ¥+ ¢
et dans 1'autre
Y € Th(D) <= DE=~3Ax)¢(x) <> [x1p = @ .

On peut alors déterminer effectivement si Y est vrai ou non pour D en raison de

la décidabilité du probléme de la vacuité. 0

Considérant le rSle prépondérant joué par les automates finis dans la dé-

monstration de ce th@oréme, on est amené au concept primordial suivant.

DEFINITION 3.2. Etant donné la structure D , on dira que la théorie

Th(D) est décidable par automate §ini si 1'hypoth&se du Théoréme 3.1 est satisfaite.

Nous voulons dans ce qui suit pré€senter un contexte fondamental et naturel
pour 1'établissement de la décidabilité par automate fini. Il résulte du choix
d'un codage simple et efficace pour les relations de la structure D : 1la convo-

lution.

Supposons d'abord que le domaine D est (représenté par) un w-£angage

sur un alphabet I . Il est immédiat que, par convolution, chaque relation
n, n,
Ri cD L peut &tre elle-méme identifi€e 4 un w-langage ﬁg sur 1l'alphabet I 1

En effet, définissons, pour tout n = 1 , un w-langage Dn 5_(Zn)w par

D o= {u * ... * u | u; €D pour i=1,...,n}

. . nn .. . P . _
et soit en : D> Dn , la bijection évidente: Gn(ul,...,un) DU oLku On

pose alors R, = eni(Ri) .
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Le cas oli D est (représenté par) un Langage sur L se traite de fagon
similaire, & la nuance pr&s que l'opération de convolution n'est définie que sur
des mots de mé€me longueur; il s'agit simplement de 1'Etendre canoniquement a des
mots quelconques en utilisant, de fagon répétée, une marque arbitraire pour combler

la différence entre les mots. De facon plus précise, scit # , un symbole n'appar-

tenant pas & I et posons L, =I U {#} . Etant donné deux mots u,v € I* de
longueurs différentes (on suppose, pour fixer les idées, |u| =k, |v|] = m et
k > m) , on définit leur convolution (sous #) par 1'égalité u *y VE UK v#k"m ;

il s'agit donc d'un mot de longueur k sur 1'alphabet (Z#)2 (noté abusivement

Z;) . Cette opération se généralise aisément 3 plusieurs mots et on a
lup *y e %y un] = max(]ull,...,]unl) . On consid&re alors, pour n = 1, le lan-
#
gage D E_(Zg)* donné par
! = {u, *x, u | u, €D pour i-=1 n}
h 1 e e rpubouy seees

L. . # # e 2 = .
et la bijection en T Dn définie analoguement au cas précédent. La relation

n, .
Ri <D 1 est ainsi identifige au langage ﬁg = eﬁ (Ri) sur 1'alphabet Z#l . Par
i

exemple, pour I = {0,1} et n=3, ona
e§(111,0101,0) = (1,0,0)(1,1,#)(1,0,#) (#,1,#) € ({0,1,#}5)* .

Le lecteur aura sans doute remarqué le lien entre ce mot-code et 1'examen simultané

~

des trois intrants par un automate a trois t&tes de lecture:

1 1 1 #
01 01
0o # # #

Un tel codage ''paralléle' a €té utilisé par Myhill [12].

Le codage par convolution préserve la régularité, ainsi que nous 1'apprend
P B q P

le lemme suivant.

LEMME 3.3. (i) S4i D et accepi€ par un w-automate sur L£'alphabet T ,

alors, powr tout n =1, D est dcceptl pan un w-automate swr £'akphabet I .



46 Décidabilite pan automate f§ini

(i) S4i D est accepté par un automate sur L'alphabet I , alors, pour

tout n21, Di est accepte par un automate sur £'alphabet Zg .

DEMONSTRATION. (i) Etant donné u € (Zn)m , 11 est clair que u € Dn si et seu-

lement si pi(u) € D pour tout i =1,2,...,n, ol P; > la i°™ projection de

™ sur = , est donnée par pi(cl,...,on) =05 . On en tire donc 1'égalité
n

Dn = (ﬁ\ pil(D) , et le résultat suit par les propriétés de fermeture des w-langa-
i=1

ges réguliers.

(ii) Analoguement, on vérifie que

1

# 0 -1 -1
D, = L) () py (0041 0 p" (o))
=1 3#1
p; désignant la ieme projection de Zg sur Z# .0

La prochaine définition nous permet de mettre en relief une classe de

structures qui jouent, en un sens, le rSle d'archétypes.

DEFINITION 3.4. La structure D = <D,{Ri | i € I}> est dite automatique
[resp. w-automatique] s'il est possible de la coder par convolution de telle sorte
qu'il existe une procédure effective pour donner une famille d'automates [resp.

w-automates] acceptant les langages [resp. w-langages] D et ﬁ; .

Soit une formule ¢(xl,x2,...,xn) de LU . Nous posons
[ 16 = 07 ([x,30x,J...0x 1) < D!
X Xgeo Xy ¢ = A (Exd0x,Te . Dx $) < h

dans le cas oii D est automatique et

N
(w)

[x,x

1 2...xn]¢ = en([xll[xz]...[xn]¢) [

si D est w-automatique. Le théoréme suivant, dont la démonstration repose sur
les propriétés de fermeture des (w-)langages réguliers, nous montre qu'étant donné
une structure D (w-)automatique, la vérification de la régularité de [xlxz...xn]¢

peut se faire de fagon uniforme par récurrence sur la complexité de ¢ .
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THEOREME 3.5. S{ D est (w-)automatique, alors La théorie Th(D) est

décidable par automate §ind.

DEMONSTRATION. Soit I , 1'alphabet du domaine D . Il s'agit donc de donner une

-

procédure effective pour associer & chaque formule ¢(x1,...,xn) de LD un
(w-)automate acceptant [xl...xn]¢ . Le cas d'une formule atomique Pi(xl""’xn )
i

est immédiat puisque [xl...xn ]P.1 = ﬁ; . Le lemme suivant nous fournit une telle
i

procédure pour une formule atomique x =y .

LEMME 3.6. Sous L'hypothése du théoréme, Le (w-)Langage [xyl(x = y)

est rigulien.

DEMONSTRATION. Quel que soit 1'alphabet T , les diagonales

AT = {ux*ve (Fz)* | u= v}

et

v}

n

4,0 {uxve (Fz)w | u

sont régulidres. En effet, supposons, pour simplifier la discussion, que T = {B,y}
et introduisons 1'automate ({ao,al,az},ao,{al}) [resp. 1'w-automate
({ao,al,az},ao,{{al}})T sur 1'alphabet r? dont les transitions sont définies 2

la Figure 1, &tant convenu que E; = {(B,B),(v;M) 1} , E, = {(B, ), (V,8)} et

E3 = F2 . On voit alors que celui-ci accepte exactement le langage A(T) [resp.

1'w-langage Aw(F)] .

@.

Figure 1
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Le résultat suit alors, puisque 1l'on a

#
[xyl(x = y) = A(Z#) n D2

ou

"

[xyl(x = y) Aw(E) N D2

selon que D est automatique ou w-automatique. []

Nous procédons maintenant par récurrence sur la complexité de ¢ , la pro-
cédure désirée résultant du caractére effectif des propriétés de fermeture des
(w-)langages réguliers. Soit donc deux formules ¢(x1,...,xn) et x(xr+1,...,xk),

oi r <n , satisfaisant 1'hypothése de récurrence. Nous examinons d'abord le cas

ol D est une structure automatique.
(1) ¢ est ~y . Immédiat puisque
[ =0 - W
XpeeeXp ¢ = h T LXpeeexy

(ii) ¢ est Y v X . Il est bien connu (voir par exemple Ouspenski [13],
chap. II1I1.3) que 1'opération inverse de la projection, la cylindrification, nous
permet, par l'intermédiaire de leurs ensembles-vérité, de convertir Y et X en
deux formules qui leur sont respectivement €quivalentes et dont les variables li-
bres sont XpserosXy Or, se pose ici une difficulté liée au fait que nous tra-
vaillons avec des langages: 1'opération de cylindrification que nous utilisons,
étant un homomorphisme alphabé&tique, préserve la longueur des mots. Pour que les
cylindres élevés sur les Langages [xl...xn]w et [xr+1...xk3x demeurent en bi-
jection avec ceux élevés, par cylindrigication ensembliste, sur [x1]...[xn]w et
[xr+1]...[xk]x , i1 faut enrichir ces langages avant de les cylindrifier de telle

sorte que 1l'on prenne la cylindrification de mots de toutes les longueurs possibles.

k-r

Considérons donc les deux projections p : Z§ >IN et q : Z§ > Z# dé-

#

finies par

P(Oysee 30 500’0 500e30,) = (0,,000,0_50..,0)
1 T n k 1

et
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q(ol,...,or,. .,on,...,ok) = (or+1,...,cn,. .,ok)

Soit d'autre part les langages J; = {#1M* et Jy = ({#}k'r)* ; 1'idée consiste
4 aller y puiser les queues de longueur arbitraire 3 rajouter respectivement aux

7 -
mots dans [xl...anw et [xr+l...xk]x . Posant Ll = ([xl...XHJW)Jl et

L, = ([xr+1...xij)J2 , on se convainc aisément de la validité de 1'égalité

[x,... 00 = (@7 (L) U a7l n D: i

(iii) ¢ est (3x;)¥ . Soit la projection p : Z; - Z;_l définie par

p(ol,...,oi_l,oi,oi+1,...,cn) = (01""’ci-l’oi+1""’°n)
. . # o . P
Or p ne nous fait pas passer directement de Dn a Dn-l puisque, de fagon géné-

. . P, # < s
rale, la projection d'un &lément de Dn peut donner un mot dont les derniéres let-
- . . R
tres sont dans ({#}n 1)* et donc, ce faisant, n'appartient pas a Dn_1 . Le

quotient permet d'éliminer ces queues inutiles:
_ n-1
CxgeeXy X5 00X 30 = p(Ixg.x W) V ({#Y "= .

Ceci compléte la récurrence dans le cas d'une structure automatique. Si
D est une structure w-automatique, la démarche se fait analoguement 4 la précé-
dente, mais de fagon simplifiée, puisqu'il n'y a plus les problémes liés & la lon-

gueur des mots. Ainsi, on a, avec les notations ci-haut mutatis mutandis,

[xg - JWV 0 = (M (lxg o W) U g7 (Ix,, .. 30) 0 D,
et
[xl...xi_lxi+1...xn](3xi)w = p([xl...xn]w) .0

4, Exemples de structures (w-)automatiques

a. L'ondrne Lexicoghaphique

Etant donné un alphabet T 1lin€airement ordonné par < , nous désignons

respectivement par <, et =0 les ordres lexicographiques induits par < sur TI*

W

et T On se convainc facilement que les (w-)langages
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s <m2\_..l - h]
i) =1u*x velll )" us, v

et

QD = wxve ()Y [us, V)

sont réguliers: supposant, pour simplifier la discussion, que [ = {B,y} avec
B <y , onn'aqu'd mdifier les (w-)automates du Lemme 3.6 en stipulant que les
fléches (B,y) émanant de a, ou a; iront dorénavant dans un nouvel état accep-

teur a3 .

Soit maintenant une structure D dont le domaine D est défini sur un
alphabet I 1lin€airement ordonné et ayant pour seule relation 1'ordre lexicogra-
‘phique induit. Cette relation est noté? s, Ou <, selon que D est un w-langa-
ge ou un langage; dans ce dernier cas, il a fallu auparavant prolonger 1'ordre de
I az

4 de la fagon &vidente en posant # < 0 quel que soit 0 €¢I (de sorte

que la convolution sous # ‘''conserve la structure': pour u,v € D, on a
us<, v<e> pl(u *y V) S, pz(u *y V)
oll P, et p, sont les deux projections de Zi sur E# ).

THEOREME 4.1. S'if existe une procéduwre pour trouver un (w-)automate ac-

ceptant Le (w-)langage D , alors La sthuctwre D est (w-)automatique.

DEMONSTRATION. On a, selon le cas,

#
[xyl(x <, ¥) = Q(Zy) nD,
ou

[xyl(x e y) = Qw(Z) no, . 0

b. Les types d'ondre discret

Considérons chacun des quatre types €lémentaires d'ordre (infini) linéaire

discret:
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w= <N,<> , w = <{...,-3,-2,-1},<>

<{'1";—"1_

%,1},9 .

1
w* + w= <€,<> w+ w* T

11 résulte du Théoréme 4.1 que chacune de ces structures est automatique, puisque
clairement identifiable & une structure munie d'un ordre lexicographique. Ainsi,
Py - . . n+l
pour w , nous représentons chaque naturel n par sa numération unaire 1 5
PR P n .
dans le cas de w* , chaque négatif -n est codé en 01 ; w* +w suit des deux
cas précédents; enfin, pour w + w* , nous remplacons le rationnel 1/n par

10™ et -1/n par 01" .

La décidabilité de ces théories remonte 2 Langford [10] et surtout

Tarski [18].

c. Les types d'ondre dense

De facon similaire, le Théoréme 4.1 nous permet de résoudre le probléme de
décision de chacun des quatre types €lémentaires d'ordre lin&aire dense (voir

Langford [9] et Tarski [181]).

En premier lieu, considérons la structure <Q,<,> ol <, est l'ordre

lexicographique sur {0,1}* et oi Q est le langage défini par
u€EQ<>u=yvl ol v e {0,1}*

(voir Rabin [16], p. 617). 1I1 est simple de vérifier qu'elle est automatique et du
méme type d'ordre n que l'ensemble des rationnels. Par conséquent, la structure

automatique <Q U {0},<,> est, elle, de type d'ordre 1 + n .

Pour pouvoir introduire un &lément maximal dans nos structures d'ordre,
nous passons aux w-langages. Soit donc Q' , 1'w-langage obtenu en plongeant Q

dans {0,1}* :

ue€eQ <=u-= vo® pour v € Q .



52 Decidabilite parn automate gini

Les deux structures <Q' U {lw},sw> et <Q' U {Ow,lw},gu> sont respectivement de

type n+1 et 1+n+ 1 etelles sont toutes deux w-automatiques.

d. L'addition dans Les naturels (arithmitique de Presbunrgenr)

Représentant chaque nombre naturel par sa numération binaire inverse, nous
considérons la structure N+ = <N,=,+,0,1> ol N<c {0,1}* est le langage (régu-
lier) formé des mots Op...0, tels que 0. = 1 si rf1. I1 s'agit alors de
vérifier que 1'addition est une opération régulidre; soit donc S , le langage sur

1'alphabet {0,1}° accepté par 1'automate ({ao,al,az},ao,{ao}) défini par le

diagramme de transition de la Figure 2, ol 1'on a posé:

E; = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1)} ;
E, = {(1,1,0)3 ;
Eg = {(0,0,1)} ;
E, = {(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)} ;

tm
"

5 {(0,0’1)’(0’1’0),(1!0’0)’(1)1)1)} ;

Eg = {¢0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,00} ;

E, = {0,1}° .
E,

E ./_\. E

1Cao\__/ a, D 4

E3
E
E5 6

E7
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Les deux 'bons'" états a et ay correspondent 3 une retenue de 0 et de 1 ,

respectivement, au cours de l'addition de naturels codés comme €léments de N . On
0 < - .

a donc que [xyzl(x +y = 2z) = SN N3 , d'ou il s'ensuit que N+ est une structure

automatique. (Ici, No désigne le langage sur 1'alphabet {0,1}° obtenu par

3
convolution *q Sous 0 ; on voit donc qu'il n'est pas nécessaire en général que

le symbole # soit nouveau, mais simplement qu'il nous assure une identification.)

Le probléme de décision de la théorie de l'addition dans les naturels a
€té résolu par Presburger [14] et repris, a 1'aide d'automates, par Blchi [2] et

Elgot [7] (voir & ce sujet Rabin [16], p. 617).

e. L'addition dans Les nombres p-adiques

Un nombre premier p é&tant fixé, considérons les entiers p-adiques

o
-~

'ZO aipi oll a, €L = {0,1,...,p-1} , 1'addition étant définie coefficient a coef-
;;cient avec processus de retenue. Regardant les coefficients comme €crits en nu-
mération de base p-aire, nous identifions chaque entier p-adique avec 1l'w-mot
ajajay... € ™. osi+ désigne 1'opération sur b correspondant 4 1'addition
des entiers p-adiques, on vérifie alors que l'w-langage [xyzl(x +y = z) S_(Zw)3
est régulier. Soit en effet 1'w-automate A = ({ao,al,az},ao,{{ao},{al},{ao,al}})
sur 1l'alphabet 23 déterminé par le graphe de transition de la Figure 2, les en-
sembles E

.,E, @&tant définis de la maniére appropriée. On obtient alors qu'un

1°° 77
w-mot o * B *x Yy € (Zw)3 est accepté par A si et seulement si o + B =Y ; il
s'agit de constater que les trois possibilités d'acceptation correspondent & la si-
tuation oi o + B = y avec, dans 1l'ordre, (i) un nombre infini de cas ol la som-
me des composantes de o et PR donne comme retenue O , et un nombre fini de cas
oli la retenue est 1 (pour {ao}) ;5 (ii) 1le contraire (pour {al}) ; et enfin

(iii) un nombre infini de cas oli la retenue est 0 et un nombre infini de cas ol

la retenue est 1 (pour {ao,al}) .

La démarche précédente se transpose facilement au cas de nombies p-adi-

o .
ques z a.p1 , T € Z ; la structure de 1l'addition dans les nombres p-adiques
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est donc w-automatique. La décidabilité de cette théorie est due 3 Ax et

Kochen [1].

5. Produits de structures (w-)automatiques

Méme si 1'un des grands avantages de 1'utilisation des automates dans les
problémes de décision demeure la possibilité d'exprimer le deuxidme ordre monadi-
que, il semble néanmoins profitable d'appliquer ces techniques dans le contexte du
premier ordre: une telle approche présente un intérét méthodique. Ainsi, les
exemples de th€ories décidables présentés jusqu'ici, tous déji connus il est vrai,
ont cependant pu &tre exposés selon la perspective unifiante fournie par la notion

de structure (w-)automatique.

Tout €l€mentaires qu'elles soient, les conditions définissant les struc-
tures (w-)automatiques suffisent cependant pour garantir la conservation de la

décidabilité par automate fini sous diverses constructions.

EXEMPLE 1: Somme ordinale. Etant donné deux structures Dl = <D1,s1> et
DZ = <D2,s2> ol <, est 1'ordre lexicographique sur le (w-)langage D;
(i =1,2) , leur somme orndinale (dans cet ordre) est la structure D = <D; u D,,<>

ol tout €lément de D1 précéde un €lément quelconque de D, et < restreint a
Di cofncide avec <5 On vérifie que < peut &tre vu comme 1'ordre lexicogra-
phique sur le domaine de D , de sorte que si Dl et DZ sont (w-)automatiques,
il en est de méme de D . (On observera que les structures w* + w et w + w*

introduites 4 la section 4.b sont les sommes ordinales des structures w et w* .)

EXEMPLE 2: Produits directs. Considérons les notions de produit direct
gont et de produit direct faible d'une famille de structures relationnelles de méme
type. On peut alors démontrer que les structures suivantes ont une théorie décida-
ble par automate fini: 1le produit direct fini de structures (w-)automatiques; la
puissance directe faible (dénombrable) d'une structure automatique; la puissance
directe forte (dénombrable) d'une structure automatique. On en tire, par exemple,

que la théorie de la multiplication dans les naturels (arithmétique de Skolem) ou
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la théorie de 1'addition de vecteurs dénombrables de naturels (1'addition €tant dé-

finie composante & composante) sont décidables par automate fini. Le lecteur trou-

vera plus de détails dans [8].
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