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EXTENSION DU THEOREME H DE BOLTZMANN
Gaston Giroux

1. Introduction

Nous rappelons que Boltzmann a repris 1'étude d'un gaz dilué formé de par-
ticules de méme masse et dont 1'€nergie totale est conservée au cours du temps.
Puisqu'il contestait le mod&le de Maxwell, il a d@i considérer que la densité de la
distribution des vitesses, ft(vl’VZ’VS) , était aussi une fonction de t . Il se
devait aussi de montrer un résultat de tendance vers 1'équilibre. Son théoréme H
servit cet objectif. Pour démontrer ce résultat, il développa un modéle microsco-

pique. Grice & ce modéle, il su montrer que
J 3 ft(v) log ft(v) dv
R
décroft lorsque t croit. (Pour plus de détails, on peut consulter Thompson [10].

Grace & un résultat de continuité absolue de processus stochastiques et &
une généralisation d'une égalité informationnelle, nous faisons, du théoré&me H de

Boltzmann, un cas particulier d'une inégalité informationnelle fondamentale.

Ce faisant, nous pouvons dégager les principes les plus généraux permettant

3 un tel résultat d'avoir lieu.

Notre démarche se situe uniquement au niveau macroscopique. Nous n'avons
donc pas, comme a dl le faire Boltzmann pour établir d'abord son &quation, & descen-
dre au niveau microscopique et & dégager un processus particulier au prix d'hypo-

théses contestables. (Voir par exemple Carleman [1].)
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2. Continuité absolue de processus

Pour obtenir des résultats du type presque partout sur les chafnes de
Markov, récurrentes positives, O'Brien [7] fait appel & un résultat préliminaire de

continuité absolue.

En fait, ce résultat préliminaire est un cas particulier d'un résultat qui
semble peu connu de Csiszar [2, lemme 2.4]. Il n'est pas nécessaire de supposer,
comme le fait O'Brien [7], que 1l'espace des &tats est discret ni méme que le pro-

cessus est markovien.

Nous allons présenter ce résultat de Csiszar en des termes appropriés pour

la suite de notre propos.

Dans le cas markovien, & temps discret, nous pouvons considérer deux
noyaux. Si I est 1l'espace des états muni de la tribu T , nous avons le noyau
des transitions P(i,A) , 1€ I, A €T, mais aussi le noyau processus Pi(B) R
iel, BE TQN* . Evidemment, le noyau des transitions peut &tre vu comme un
noyau processus, méme de plusieurs maniéres. Comme un noyau n'est pas autre chose
qu'un processus et qu'un processus n'est pas autre chose qu'un noyau, nous utilise-

rons dans la suite uniquement le mot processus.
Toutes nos mesures seront positives.

), (S ,/V) deux espaces mesurables.
1’71 P

DEFINITION 1. Soit (Sys s

P : So X Jl > R+ est dit un processus (stochastique) si
1) pour chaque So € So , PS (*) est une mesure;

£ 0
2) pour chaque A1 € Jl s P-(Al) est mesurable;

3) il existe une mesure de probabilité u sur (So,y;) tel que

u{so : P est une mesure de probabilité} = 1
o

Une mesure de probabilité 1y satisfaisant 3) sera dite une mesure ini-

tiale pour P .
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Nous savons, et il suffit pour cela d'invoquer le théor&me d'extension des
mesures de C. Ionescu-Tulcea (voir par exemple Neveu [6]) qui est beaucoup plus gé-
néral, que pour chaque mesure initiale u pour P il existe une mesure de proba-

bilité PH sur Joqg }l déterminée par

N / |
B (A, % A)) = jA u(dso)ﬂ’so(Al) . A ,Fo A €

[o]
PROPOSITION 1. Soit y,v deux mesures Linitiales pour P un procedsus.

S{ u << v, nous avons alors Pu <P, . De plus

*®y du
a—P;(SO’Sl) = a_\;(so) > P\) - P.P.

DEMONSTRATION. Il suffit d'établir 1'égalité entre les densités (de Radon-Nikodym).

Mais

(s ) v(ds )P (ds )

o, .
I

du

[a:ﬂ JA Py (dsl)] v(dso)

A o

1

"

JA P (Al) dv(s ) v(ds )

J Py (A) p(ds ) = |Pu(Ao * A

>
o

5

Ce qui suffit 3 &tablir 1'existence de EEE' et 1'égalité énoncée.
v
Dans le cas particulier de Boltzmann, nous aurons @ utiliser ce résultat

3 3,70,

avec S =R et S = (R )

Rappelons en terminant cette section ce qu'est une mesure initiale sta-

tionnaire pour P lorsque S1 = (SO)JO’w[ . C'est toute mesure initiale Ju telle
que [P_ est invariante par les translations temporelles t , t 20 . La trans-
H
lation temporelle Ty €tant la fonction Ty * [0 =L, %fEO mesurable,
définie par
- L0,=L '
Xt'(Tt(w)) - Xt'+t(W) ’ w € SO s t > 0 b
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ot X

o1 est la t'-iéme projection.

Pour 1 une mesure initiale quelconque, nous noterons PU ° Xt par ut ;

ainsi si | est une mesure initiale stationnaire, nous aurons ﬁ; =u, t=20.

3. Une égalité informationnelle

Soit m une mesure o-finie sur (S,{) . La divergence d'une mesure de

probabilité u par rapport & m est, lorsqu'elle existe, définie par

H(A)
D(u,m) = sup{] u(A;) log ze2=} ,
1

oli le suprémum est pris sur toutes les X-partitions dénombrables (en particulier

finies). Lorsque u << m,
du
D(u,m) = u(ds) log 5-(s)
S
Voir par exemple Pinsker [8] ou Csiszar [2,3].

Soit U : S > R, mesurable, et telle que 0 < m(e_U) <o m(lU[e—U) <o,
(Pour V:S >R, m(V) est la somme de V relativement 3 m .) La mesure de

probabilité de Gibbs de potentiel U est définie par

U(A) = i I e~U(s) m(ds)
m(e ) ‘A
- n(Ue %) - - -u
Remarquons que u(U) = —g et que D(u,m) = -p(U) - log m(e )
m(e

La mesure de Gibbs de potentiel U satisfait 1'égalité informationnelle
suivante qui contient le principe variationnel de la thermodynamique (Ruelle [9])
et qui est une 1&gére généralisation d'une &galité mise en &vidence dans Csiszar

£3, (3.1)1.

PROPOSITION 2. Soit u une meswre de probabilité sun (S,;/) Zelle que

p(lu]) <o . Si u<<yu, alors

D(u,m) + u(W) = D(y, W) + D(L,m) + H(V)
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DEMONSTRATION.

D(u,m) J u(ds) log G(s)
S

js u(ds) log %(s) + fs b(ds) log s

= D(u,u) + f u(ds) 1ogf———%ﬁ—-e"u(s)]
S m(e )
= DLW - M) + log —L
m(e )
= DOLI - W) + (W) - (W) + log —io
m(e )
= D(W,W) - u(U) + W(U) + D(W,m)

Ce qui est 1'égalité énoncée.

COROLLAIRE. D(,m) + M(U) < D(u,m) + u(U)

DéMONSTRATION. 11 suffit de montrer que -D(u,H) < 0 . Mais, 1log &tant une fonc-

tion concave, cela suit de

T(A;) _
— < -
I nay) log TRy < Lo LU slg1=0,
pour toute partition dénombrable de S .

Le corollaire est le principe variationnel de la thermodynamique qui est
habituellement &noncé lorsque S est un ensemble fini, et m 1la mesure de comp-
tage uniforme: m{s} =1, s €S . On a alors -D(W,m) = H(W) , la quantité

d'information de Shannon, et le principe s'€crit
H(®D - H(U) 2 H(W) - W(U)
En particulier,

H(W = sup{H() : w(U) = B} .

33
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C'est le principe d'entropie maximale qui, grfce au corollaire, peut s'énoncer de

facon générale; ce qui nous permettra de retrouver le théor&me H de Boltzmann lors-

que nous prendrons S = RS , m mesure de Lebesgue, U(x1,xq,x3) = xf + xg + x§ .

3. Extension du théoréme H

. ]
Soit m une mesure o-finie sur (S,/) . Soit /) une sous-tribu de .

/

Les restrictions des mesures & /  seront notées m' , u' , etc.

PROPOSITION 3. Pour toute meswre de probabilité y sun  (S,!) , ncus

avens

D(u',m') < D(u,m)

DEMONSTRATION. Soit P' 1la farille des . -partitions dénombrables. Nous avons

P'"c P ,ol P est la famille des ,-partitions dénombrables, et alors

o u(E;)
D(u',m') = S;?{z R(E;) log ERE;T}

u(E;)
< SEP{Z u(E;) log EXEZTJ

N

D{u,m)

Grice aux résultats que nous avons obtenus aux sections précédentes, nous
pouvons maintenant obtenir le th&oréme H de Boltzmann comme cas particulier de
1'inégalité informationnelle fondamentale de la Proposition 3 via le corollaire

suivant :
COROLLAIRE. Soif T : S + S mesurable. AlLors
D(p o T,m o 1) < D(u,m)
DEMONSTRATION. Rappelons que u ° T est la mesure transportée par 1 , c¢.-3-d.

oW =ty , Aed .
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Ce qui peut aussi bien se voir comme la restriction de p 4 Thl(f) . D'od le
résultat.

Nous sommes maintenant prét pour €&noncer notre théoréme.

THEOREME. Soit (S,.) un espace mesunable. Soit B un processdus sur
s x ) ®10,L Soit U une mesure de Gibbs sur (S,/) de potentied U pour m

une mesuhe o-ginde. S4

1)y est une mesure initiale stationnaire powr P

2) ¢ est une meswre initiale pour P telle que u << u , u (V) = o,
t=z20,et P 1, =P , t>0,

u t Ut
alons

D(u,,m)
est une fonetion décrodssante de t .

DEMONSTRATION. Remarquons tout d'abord que par la Proposition 1 nous avons comme

Par le dernier corollaire

corollaire p, << U et D(ut,ﬁ} = D([PLI o Tt’Pﬁ'o T,)

et la Proposition 1, nous avons

n

D(hg > 1) D(tPlJ ° Tt’Pi o T,)

t
< D([Pu’tpi) = D(u, )
Mais nous aurions pu aussi bien partir 3 t' et obtenir
D(pt,ﬁ) S JURFAN N 0<t' <t .,
Maintenant, par la Proposition 2,
D(ue>m) = D(y,u) + D(E,m)
puisque ut(U) = W)

D'oli finalement, pour 0 < t' <t ,

D(uy,m) € D, 1) + D(Em) = Dy, ,m)
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3 _2 .2
Prenant S = R” , U(XI’XZ’XS) =Xt X,

ticulier de Boltzmann pour tout processus ayant la mesure normale, & coordonnées

2
* X5 , nous obtenons le cas par-

indépendantes, comme mesure initiale stationnaire, mais 4 la condition que la me-

sure initiale y garde invariant “t(U)

Bien entendu, nous obtenons aussi le théoréme H pour des processus tels
que la caricature de Kac du gaz de Boltzmann qu'on trouve dans McKean Jr. [5]. Par
contre, nous ignorons si notre approche peut €tre améliorée pour obtenir, sous cer-
taines hypothéses, des généralisations de deux autres résultats contenus dans ce

dernier travail:

H, : D(pt,ﬂ) décroft & 0 .

H, : He > Y au sens faible des mesures.

3

Je tiens 3 remercier l'arbitre pour ses suggestions judicieuses de re-

touches.
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DECIDABILITE PAR AUTOMATE FINI
Bernard R. Hodgson'

Résumé

Nous nous intéressons # 1l'emploi de méthodes et de résultats de la théorie
des automates finis dans 1'établissement de la décidabilité de certaines théories
logiques du premier ordre. L'accent est mis sur le développement d'une approche
uniforme et systématique au probléme de décision. A cet effet, nous introduisons
certaines conditions naturelles sur les structures qui semblent jouer un rSle fon-

damental dans 1'étude de la décidabilité par automate fini.

1. Introduction

On a été témoin, 4 partir des années 60, de 1'émergence de diverses métho-
des de transfert permettant d'établir des résultats de décidabilité en logique ma-
thématique en les traduisant dans le contexte de la théorie des automates finis,
Depuis les premiéres utilisations faites par Blichi [2] et Elgot [7] des automates
de Rabin-Scott [17] jusqu'aux travaux majeurs de Rabin [15], toute une gamme de ré-
sultats de décision ont &té obtenus: décidabilité de la théorie monadique (faible
ou forte) du second ordre d'une ou de plusieurs fonctions successeurs et les nom-
breux corollaires en découlant. (Pour plus de détails, voir Rabin [16], section 3,

ou Yasuhara [21], p. 315-316.) Ces diverses applications reposent sur une série

! Llauteur a regu, durant la préparation de ce travail, 1'aide financiére du Conseil
de recherches en sciences naturelles et en génie du Canada.



