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EXTENSION DU THÉORÈME H DE BOLTZMANN 
Gaston Giroux 

1. Introduction 

NOUS rappelons que Boltzmann a repris l’étude d’un gaz dilué formé de par- 

ticules de même masse et dont l’énergie totale est conservée au cours du temps. 

Puisqu’il contestait le modèle de Maxwell, il a dQ considérer que la densite de la 

distribution des vitesses, ft(vl,v2,v3) , était aussi une fonction de t . Il se 

devait aussi de montrer un résultat de tendance vers l’équilibre. 

servit cet Obj*ectif. Pour 

pique. Grâce à ce modèle, 

décroît lorsque t croît. 

démontrer ce résultat, il développa un modèle microsco- 

il su montrer que 

i 
R3 ftW log ft (VI dv 

Son théorème H 

(Pour plus de détails, on peut consulter Thompson ClOl.) 

Grâce à un résultat de continuité absolue de processus stochastiques et à 

une généralisation d’une égalité informationnelle, nous faisons, du théorème 11 de 

Boltzmann, un cas particulier d’une inégalité informationnelle fondamentale. 

Ce faisant, nous pouvons dégager les principes les plus généraux permettant 

à un tel résultat d’avoir lieu. 

Notre démarche se situe uniquement au niveau macroscopique. Nous n’avons 

donc pas, comme a dû le faire Boltzmann pour établir d’abord son équation, à descen- 

dre au niveau microscopique et à dégager un processus particulier au prix d’hypo- 

thèses contestables. (Voir par exemple Carleman LU.) 
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2. Continuité absolue de processus A- 

Pour obtenir des résultats du type presque partout sur les chaînes de 

Markov, r6currentes positives, O’Brien [7] fait appel à un résultat préliminaire de 

continuité absolue. 

En fait, ce résultat préliminaire est un cas particulier d’un résultat qui 

semble peu connu de Csiszar [2, lemme 2.41. Il n.‘est pas nécessaire de supposer, 

comme le fait O’Brien [7], que l’espace des états est discret ni même que le pro- 

cessus est markovien. 

Nous allons présenter ce résultat de Csiszar en des termes appropriés pour 

la suite de notre propos. 

Dans le cas markovien, à temps discret, nous pouvons considérer deux 

noyaux. Si 1 est l’espace des états muni de la tribu T , nous avons le noyau 

des transitions P(i,A) , i c I , A c 7 , mais aussi le noyau processus IPiCB) 9 

SI, B c ?* . Evidemment, le noyau des transitions peut être vu comme un 

noyau processus, même de plusieurs manières. Comme un noyau nt est pas autre chose 

qu’un processus et qu’un processus n’est pas autre chose qu’un noyau, nous utilise- 

rons dans la suite uniquement le mot processus. 

Toutes nos mesures seront positives. 

DÉFINITION 1. Soit (SO, Jo) , * (Sl, 21) deux espaces mesurables. 

P : SO x r!, + R+ est dit un processus (stochastique) si 

1) pour chaque s. c SO , lPs (0) est une mesure; 

2) pour chaque Al c $1 , 
0 

6. (Al) est mesurable; 

3) il existe une mesure de probabilité p sur (So,?.o) tel que 

lJIso : rps est une mesure de probabilité) = 1 . 
0 

Une mesure de probabilité 1-1 satisfaisant 3) sera dite une mesure ini- 

tiale pour 6 . 
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Nous savons, et il suffit pour cela d’invoquer le théorème d’extension des 

mesures de C. Xonescu-Tulcea (voir par exemple Neveu C62) qui est beaucoup plus gé- 

néral, que pour chaque mesure initiale p pour IP il existe une mesure de proba- 

bilité 6 sur 
1-I Jo @ 11 dét erminee par 

ypo x Al) = wtdso)~s (A ) 3 I 

AO 
0 l 

AC,ji o o , Al f :Y 1 . 

PROPOSITION 1. Sai/t un /m?ceAati. 

DÉMONSTRATION. Il suffit d’établir l’égalité entre les densités (de Radon-Nikodym) . 

-cs > A xA dv ’ ~v(so,sl) = % 1 A xA dv ’ mso)~s @Sl) 
0 1 0 1 0 

=f Cd% > 
*0 

dv0 f 
PS (ds1)l Wso) 

*1 O 

PS (Al) &so, v(ds > 
*o O 0 

=f 
PS (A 1 Uso) = y*o x  Al) l  

A, o1 

Ce qui suffit à établir l’existence de -d$ et l’égalité énoncée. 
v 

Dans le cas particulier de Boltzmann, nous aurons à utiliser ce résultat 

avec SO = tR 3 et S 1 
= ($) Ww[ . 

Rappelons en terminant cette section ce qu’est une mesure initiale sta- 

tionnaire pour 6 lorsque Sl = (SO) 30 ,“C , C’est toute mesure initiale u telle 

que 8, est invariante par les translations temporelles 5 ’ t>O. La trans- 
u 

lation temporelle ~~ étant la fonction ~~ : pLwc o -) sco,wc .Jco,wc 
0 > mesurable, 

définie par 

X,,(-r,(wl) = xt,+p 9 w c s~o~wc , t’ > 0 , 



où x t’ est la t’-ième projection. 

Pour p une mesure initiale quelconque, nous noterons 6 0 X 
ct t Par Ut ; 

ainsi si r est une mesure initiale stationnaire, nous aurons 51 t =iL t20. 

3. Une égalité informationnelle 

Soit une mesure o-finie sur 
(S,h l  

La divergence d’une mesure de 

probabilité 1-1 par rapport à m est, lorsqu’elle existe, définie par 

m-m = 
PCAi) 

s”P’C p(Ai) l”g m(A)’ 9 
i 

où le suprémum est pris sur toutes les d-partitions dsnombrables (en particulier 

finies) . Lorsque 

mm0 = aJ 
S 

ew log &s) l  

Voir par exemple Pinsker [SI ou Csiszar [2,31. 

Soit U : S -+ R , mesurable, et telle que 0 < m(e -U ) < 00 , m(jUle -U ) < 03 . 

(Pour v : S-AR, m(v) est la somme de relativement à m J La mesure de 

probabilité de Gibbs de potentiel U est définie par 

m(ds) . 

-U m(lJe ) Remarquons que c(U) = 7 et que D(F,m) = -p(U) - log m(e-‘) . 
m(e 1 

La mesure de Gibbs de potentiel U satisfait 1 ‘égalité informationnelle 

suivante qui contient le principe variationnel de la thermodynamique (Ruelle C93) 

et qui est une légère généralisation d’une égalité mise en évidence dans Csiszar 

c3, (3.1)l. 

PROPOSITION 2. SOU p une rneum de pababilkté bcctt cs,d) MYk que 

~(wo + P(U) = D(U,% f D(Tj’,m) f E(U) . 
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DÉMONSTRATION. 

= W-6) f 1 
V(~S) 10grT e -U(s) 1 

- 

S de > 

= D(u,;) 1 
- P(U) $- log --qj- 

de 1 

= DL1-I) - WJ) + a-J) - aJ> 1% 
1 

-T- 
0 > 

= W,‘ilj - i-r(U) -t $U) f D(b0 . 

Ce qui est l'égalité énoncée. 

COROLLAIRE. D(b0 -t u(v) s  W,m> + P(U> l  

DÉWNSTRATION. Il suffit de montrer que -D(u,F) 2 0 . Mais, log étant une fonc- 

tion concave, cela suit de 

C ~(Ai) ‘Og 
‘CA-i) 
CI(A 5 log 1 jï(Ai) 5 log 1 = 0 , 

i 

pour toute partition dénombrable de S . 

Le corollaire est le principe variationnel de la thermodynamique qui est 

habituellement énoncé lorsque S est un ensemble fini, et m la mesure de comp- 

tage uniforme: m(s) = 1 , ses. On a alors -D(u,m) = H(u) , la quantité 

d5nformation de Shannon, et le principe s'écrit 

H (ïq - u(U) 2 H(u) - P(lJ) . 

En particulier, 

I--o-~ = suph(~~) : p(U) = E(u)) . 



3 4  

C ’ e s t  l e  p r i n c i p e  d ’ e n t r o p i e  m a x i m a l e  q u i ,  g r â c e  a u  c o r o l l a i r e ,  p e u t  s ’ é n o n c e r  d e  

f a ç o n  g é n é r a l e ;  c e  q u i  n o u s  p e r m e t t r a  d e  r e t r o u v e r  l e  t h é o r è m e  H  d e  B o l t z m a n n  l o r s -  

q u e  n o u s  p r e n d r o n s  S  =  i R 3  , m m e s u r e  d e  L e b e s  g u e ,  U ( x , , x q , x 3 )  =  x ;  t  x ;  t  x ;  .  A L 

3 .  E x t e n s i o n  d u  t h é o r è m e  t l  

S o i t  m  u n e  m e s u r e  o - f i n i e  s u r  

L e s  r e s t r i c t i o n s  d e s  m e s u r e s  à  I  s e r o n t  

P R O P O S I T I O N  3 .  P o u f ~  ~ O U , &  m e A u , u  

a u c r u  

(S,]) . Soit ) ’ u n e  s o u s - t r i b u  d e  > ’  

notées m’ , ur , etc. 

D E M O N S T R A T I O N .  S o i t  F I  l a  f a m i l l e  d e s  , ’  - p a r t i t i o n s  d é n o m b r a b l e s .  N o u s  a v o n s  

P’ c F , Où P  e s t  l a  f a m i l l e  d e s  -  / ‘ - p a r t i t i o n s  d é n o m b r a b l e s ,  e t  a l o r s  

G r â c e  a u x  r é s u l t a t s  q u e  n o u s  a v o n s  o b t e n u s  a u x  s e c t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  n o u s  

p o u v o n s  m a i n t e n a n t  o b t e n i r  l e  t h é o r è m e  H  d e  B o l t z m a n n  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r  d e  

l ’ i n é g a l i t é  i n f o r m a t i o n n e l l e  f o n d a m e n t a l e  d e  l a  P r o p o s i t i o n  3  v i a  l e  c o r o l l a i r e  

s u i v a n t :  

C O R O L L A I R E .  . 9 o t i  1  :  s  +  s  m u u u t b t c t .  A J L O U  

D(u 0 T,rn 0 T) 2 D(u,m) . 

D É M O N S T R A T I O N .  R a p p e l o n s  q u e  l u  0  r  e s t  l a  m e s u r e  t r a n s p o r t é e  p a r  r  ,  c . - à - d .  
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Ce qui peut aussi bien se voir comme la restriction de u à r-l(]) . D’OÙ le 

résultat . 

Kous sommes maintenant prêt pour énoncer notre théorème. 

e_.& une ~ontion cté~oLbbar~e de t . 

DÉMNSTRATION. Remarquons tout d’abord que par la Proposition 1 nous avons comme 
- 

corollaire ut << n et D(ut,;) l D(pu 0 rt,pF 0 Tu) . Par le dernier corollaire 

et la Proposition 1, nous avons 

Mais nous aurions pu aussi bien partir à t’ et obtenir 

Maintenant, par la Proposition 2, 

N!+,ml = (~~~~1 + N~,rnl 

puisque I+(U) = F(U) . 

D’OÙ finalement, pour 0 < t’ 5 t , 
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Prenant S = IR 3 2 2 2 , U(xl,x2,x3) = xl t x2 t x3 , nous obtenons le cas par- 

ticulier de Boltzmann pour tout processus ayant la mesure normale, à coordonnées 

indépendantes, comme mesure initiale stationnaire, mais à la condition que la me- 

sure initiale IJ garde invariant IqU) * 

Bien entendu, nous obtenons aussi le théorème H pour des processus tels 

que la caricature de Kac du gaz de Boltzmann qu’on trouve dans McKean Jr. GSI. Par 

contre, nous ignorons si notre approche peut être améliorée pour obtenir, sous cer- 

taines hypothèses, des généralisations de deux autres résultats contenus dans ce 

dernier travail: 

H2 : D(+L) d.écroît à 0 . 

Mg :I$+F au sens faible des mesures. 

Je tiens à remercier l’arbitre pour ses suggestions judicieuses de re- 

touches. 
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DÉCIDABILITÉ PAR AUTOMATE FINI 
Bernard R. Hodgsonl 

Résumé 

Nous nous intéressons à l’emploi de méthodes et de résultats de la théorie 

des automates finis dans l’établissement de la décidabilité de certaines théories 

logiques du premier ordre. L’accent est mis sur le développement d’une approche 

uniforme et systématique au problème de décision. A cet effet, nous introduisons 

certaines conditions naturelles sur les structures qui semblent jouer un rôle fon- 

damental dans l’étude de la décidabilité par automate fini. 

1. Introduction 

On a été témoin, à partir des années 60, de l’émergence de diverses métho- 

des de transfert permettant d’établir des résultats de décidabilité en logique ma- 

thématique en les traduisant dans le contexte de la théorie des automates finis. 

Depuis les premières utilisations faites par BUchi CZ] et Elgot C7] des automates 

de Rabin-Scott Cl71 jusqu’aux travaux majeurs de Rabin C151, toute une gamme de ré- 

sultats de décision ont été obtenus: décidabilité de la théorie monadique (faible 

ou forte) du second ordre d’une ou de plusieurs fonctions successeurs et les nom- 

breux corollaires en découlant. (Pour plus de détails, voir Rabin C163, section 3, 

ou Yasuhara L-211, p. 315-316.) Ces diverses applications reposent sur une série 

’ L’auteur a reçu, durant la préparation de ce travail, l’aide financière du Conseil 
de recherches en sciences naturelles et en génie du Canada. 


