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STRUCTURE DE L’ENSEMBLE DES SOLUTIONS
DU PROBLEME DE CAUCHY SOUS LES CONDITIONS DE
CARATHEODORY'
J. Dubois et P. Morales

1. Introduction

Soit E un espace de Banach réel. Le but premier de ce travail est de
préciser la nature de 1l'ensemble solution de 1'équation différentielle ordinaire

avec donn€e initiale:

(D.E.) x'(t) = £(t,x(t)) ,  x(t)) = x;

ol t € 1 = [to,to+a] CR, a>0, Xy €E et f:1IXE-=>E est une fonction
satisfaisant certaines conditions de régularité et de croissance que nous précise-
rons. Un tel probl€me apparait naturellement dans le cadre d'un systéme d'équa-
tions différentielles ou encore dans le cadre d'un syst&me dénombrable d'équations
différentielles tels que ceux que 1l'on rencontre, pour ne citer qu'un exemple parmi
tant d'autres, lors de la solution d'une &quation aux dérivées partielles du second

ordre par la méthode de Fourier.

I1 est bien connu que si E est de dimension infinie, la continuité de f
n'est pas suffisante pour assurer l'existence d'une solution de (D.E.) (Dieudonné
[10]) et en fait Godunov [11] a montré récemment que (D.E.) admet au moins une
solution dans un voisinage de t, pour toute fonction continue f (on dit alors

que E posséde la propriété de Peano) si et seulement si E est de dimension fi-

! Recherche subventionnée par le C.R.S.N.G. # A-8133 et # A-3511, ainsi que par
F.C.A.C. # EQ-1128.
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nie. D'autre part, il est aussi bien connu que m&me dans le cas oi E est un es-
pace euclidien, les conditions suffisantes sur f qui assurent 1l'existence de so-
lutions & (D.E.) sont en général plus faibles que celles qui assurent 1'unicité
de telles solutions. Il est donc naturellement intéressant, dans le cas ol l'en-

-~

semble solution S de (D.E.) n'est pas réduit 3 un point, de tenter de décrire
topologiquement cet ensemble. Kneser [16] fut le premier 3 &tablir ce qui semble
8tre la principale description qualitative de S . Il a montré que, dans le cas

oi E=R" et f est continue, la section S(t) = {x(t) : x € S} est, pour cha-

que t € I, un continuum de R™ . Ce résultat a &té généralisé par Hukuhara [14]

qui a montré que S est en fait un continuum dans 1'espace de Banach C(I,Rn) .

Par la suite, une caractérisation plus précise de S a €té donnée par
Aronszajn [2]. Dans son article publié en 1942, il montre que S est homéomorphe
d l'intersection d'une suite décroissante de rétracts absolus compacts, ce qui
donne 3 cet ensemble les propriétés déja citées de compacité et de connexité et ce
qui, du point de vue de la topologie algébrique, signifie que S est assimilable
a8 un point. La contribution d'Aronszajn vient de 1'idée de base suivante: si
(D.E.) peut &tre approximée par une €quation différentielle plus réguliére possé-
dant une solution unique, alors S possé&de une structure topologique simple. Cette

idée a été reprise plus pard par Browder et Gupta [5], Vidossich [27], Szufla [25],

pour n'en citer que quelques-uns, et a permis d'autres développements.

Notre travail se situe dans cette ligne de pensée. Nous présentons des
hypothé&ses sur la fonction f qui nous permettent de retrouver de facon élégante
et assez simple ces résultats ainsi que beaucoup d'autres. De plus, nous avons
voulu que notre travail soit aussi complet que possible et c'est la raison pour la-
quelle nous commencerons d la section 2 par la présentation de rappels sur 1'inté-

grale de Bochner ainsi que sur les rétracts absolus pour les espaces métrisables.

La mesure de non-compacité de Kuratowski joue un r6le trés important dans
les méthodes modernes d'analyse fonctionnelle non linéaire. Nous allons, 3 la

section 3, relier cette notion avec d'autres notions, telles les notions d'opéra-
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teurs propres, d'opérateurs O-fermés, d'opérateurs satisfaisant la condition de
Palais-Smale pour terminer par un résultat qui nous fournit des informations sur la
structure topologique de 1'ensemble des points fixes de tels opérateurs. La sec-
tion 4 sera enti&rement consacrée 4 1'établissement d'un théoréme d'approximation
dl 3 Vidossich [28] et & la section 5, comme application directe de ces résultats,
nous présenterons un théoréme décrivant, sous des hypothéses convenables, la struc-
ture de 1'ensemble solution de (D.E.) et ensuite nous montrerons comment ce théo-

réme permet de retrouver un trés grand nombre de résultats connus.

Nous avons été fortement inspiré dans notre travail par les articles de

Vidossich [28] et de Szufla [25]. Vidossich exige qu'un certain opérateur soit

7

fermé, Szufla généralise en ne demandant seulement qu'il soit O0-fermé et, quant

nous, nous demandons qu'il satisfasse la condition de Palais-Smale. Comme le montre
cependant le Théor&me 3.5 de ce travail, les conditions O-fermé et de Palais-Smale
sont, sous certaines hypothéses, €quivalentes. En outre, nous avons procédé i une
présentation bien différente qui a_pour but de faire ressortir clairement le rdle

de chaque condition et de chaque notion et nous avons aussi simplifié les démons-

trations.

2. Préliminaires

A la section 5 de ce travail, nous parlerons de 1'intégrale, J g(s) ds ,
d'une fonction vectorielle g : I - E ol I est un intervalle compact de R et
E est un espace de Banach. Nous entendrons toujours alors l'intégrale au sens de
Bochnert. On trouve par exemple dans Hille-Phillips [13] ou Diestel-Uhl [9] un ex-
cellent traitement de ce type d'intégrale dans un cadre plus général ainsi que sa
liaison avec une autre intégrale bien connue: 1'intégrale de Pettis. Cependant
par souci de complétude et pour bien préciser la terminologie, nous allons nous
permettre de rappeller dans notre contexte bien spécial la définition de 1'intégrale

de Bochner ainsi que quelques-unes de ses propriétés que nous allons exploiter.
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Désignons par B’Bl’BZ""’Bn des boréliens de I et par XysXgseensXy
des €léments de E . Une fonction ¢ : I + E définie par ¢(t) = 2 Xg () X
i i

i=1

les Bi étant disjoints et Xg désignant la fonction indicatrice de Bi est
i

dite une fonction simple et pour une telle fonction, on pose

n
fB ¢(s) ds = ] (BN By x;

i=1

u désignant la mesure de Lebesgue sur I . Toute fonction g qui est presque
partout sur I limite forte d'une suite de fonctions simples est dite une fonction
fontement mesurable et si de plus | g(s)| € Ll(I) , g est dite intégrable au
sens de Bochner. On montre dans ce cas que si {¢n} est une suite de fonctions
simples convergeant fortement vers g telle que lim J H¢n(s) - g(s)] ds =0

(une telle suite existe toujours), alors la 1imiten;2rt§ de la suite {JB ¢n(s) ds}

existe et est indépendante de la suite {¢n} considérée; cette limite est notée

f g(s) ds , et on a HJ g(s) ds|| Sj legCs)ll ds .
B B B

On montre aussi que si g est intégrable au sens de Bochner,

N | j

lim 2—6-

e+0 [t-g,t+e]
ment au cas des fonctions réelles, une fonction g : I » E qui est absolument con-

g(s) ds = g(t) pour presque tout t € I mais que, contraire-

tinue n'est pas nécessairement représentable comme une intégrale de Bochner. C'est
la raison qui motivera le sens restreint que nous allons donner 3 la définition de

solution d'une équation différentielle & la section 5.

Nous nous devons de rappeler aussi la définition et les principales pro-
priétés des rétracts absolus telles que décrites par exemple dans le livre de

Borsuk [3].

Par ntract absofu nous désignons, selon la terminologie usuelle, un es-
pace topologique métrisable non vide qui est un rétract de tout espace métrisable
qui le contient comme sous-ensemble fermé. Rappelons qu'une partie A d'un es-
pace topologique M est un rétract de M s'il existe une fonction continue
r : M>A telle que r(x) = x pour tout x € A . Une des propriétés caractéris-

tiques d'un rétract absolu X est la suivante: pour toute partie fermée F d'un
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espace métrique M et pour toute application continue ¢ de F dans X , il
existe un prolongement continu de ¢ 3 M . Il est important de savoir que tout

ensemble convexe, fermé, borné d'un espace normé est un rétract absolu.

Aronszajn [2] a introduit la notation R6 pour désigner un espace métri-
que M homéomorphe & 1'intersection d'une suite décroissante {Rn} de rétracts
absolus. Dans le cas ol chaque Rn est de plus un ensemble compact, on dit que
R est un ensemble Rd-compact. I1 suit alors que, tout comme un rétract absolu

compact, tout ensemble R(S-compact est en particulier un continuum (i.e. un ensem-

ble non vide, compact et connexe).

Le lemme suivant a €té formulé par Aronszajn et corrigé par Browder et

Gupta [5; lemme 5] qui en donnent une démonstration tr&s claire:

LEMME 2.1. Soient M un espace métrique et {Rn} une suite de nétracts
absolus compacts dans M . Supposons que S est un sous-ensemble de M veérnifiant
Les conditions suivantes:

1) S S.Rn pour n = 1,2,...

2) S$=1limR, (au sens ensembliste)

3)  pour /rtlou/t voisinage V de S , AL exdiste une sous-suite {Rn } de

k

{Rn} Zelle que Rn cV pour k =1,2,... Alons S est un ensemble Ré—compac/t.
k

3. Quelques propri€tés des opérateurs non linéaires

Dans toute cette section, les notations suivantes seront utilisées:

X : un espace normé, X un sous-ensemble fermé de X , F : X, » X un opéra-

1’ 1
teur, T=1-F, oi I désigne 1'opérateur identité sur X1 s

S

{x € X, : F(x) = x} = Fix(F) = T} (0) , s, = {x€X :lx-Fl <1/},

1

n=1,2,...,0(B) = inf{d > 0 : B peut &tre recouvert par un nombre fini de sous-

ensembles de X de diamétre < d} (B un borné de X)

Le nombre o(B) est appelé la mesure de non-compacité de Kuratowski [17]

et joue un r6le important dans beaucoup de questions &tudiées en analyse fonction-
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nelle non linéaire ces derni@res années. On trouvera dans Sadovski [23] un excel-

lent exposé. Signalons seulement les trois propriétés suivantes de o

(a.1) o(B) = 0 <= B est relativement compact

(a.2) a(co B) =a(B) , co B désignant 1'enveloppe convexe fermée de B

(a.3) B1 E.Bz <=> a(Bl) < a(BZ)

DEFINITION 1. On dit que F satisfait la condition de Palais-Smale sur

Xl si de toute suite {xn} extraite de X, vérifiant X, - F(xn) + 0 on peut

1

extraire une sous-suite convergente.

DEFINITION 2. On dit que F est O-ferm€ si la condition 0 € F(V) , V

€tant un fermé de X1 , entrafne 0 € F(V)

DEFINITION 3. On dit que F est propre si, pour toute partie compacte K

de X , l'ensemble F_l(K) est un compact de X1 .

La notion d'application propre a €té €tudi€e par plusieurs auteurs dont
principalement Browder [4] et s'avére utile dans 1'étude des €quations différen-
tielles ou intégrales en dimension finie, car trés souvent de telles équations con-
duisent alors naturellement 2 des opérateurs propres. C'est malheureusement trés
rarement le cas en dimension infinie et on doit trouver une notion plus appropriée.
Les opérateurs O0-fermés et les opérateurs satisfaisant la condition de Palais-
Smale sont présentés dans ce but. Nous empruntons 3 Szufla [25] la notion d'opéra-
teur O-fermé, et a4 Palais [19] la condition de Palais-Smale. Cette dernidre con-
dition s'avdre trds utile et elle est maintenant utilisée dans différents contex-
tes. Ainsi Nirenberg [18] dans un article d'exposition tr&s récent signale 1l'em-
ploi de cette condition pour prouver 1l'existence de points stationnaires pour une

fonction continfiment différentiable.

Les propositions suivantes présentent de facon systématique et claire les

différentes relations existant entre ces classes d'opérateurs.
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LEMME 3.1. S{ X est un espace de Banach et 54 1lim a(sn) =0, alons F
->00

n
satisfait La condition de Palais-Smale swr X, . De plus, 4& S 10, s ost ne-
Lativement compact.

DEMONSTRATION. Soit {xn} une suite d'€léments de X1 telle que X, - F(xn) »> 0,
Pour chaque entier positif k , prenons alors un entier ne>ny tel que

X =y, €8S . Lasuite {S } &tant décroissante, il suit que
n k k n
Yl = {yl,yz,...} S_Sl et, d'aprés la définition de a(Sl) , 11 existe un sous-

ensemble de X1 de diamétre < 2 a(Sl) qui contient une infinité d'éléments de

Y On obtient donc de cette facon une sous-suite de {yn} telle

1 Y112Y1200

que

”ylj - ylp” <2 d(sl) > j,P = 1,2’---

o 3
Posons Y2 = {ylj}j=1\y1 S_Sz . On peut trouver une sous-suite YopsYopse+- de

{ylj} telle que
lyp; = yopl = 20(8) »  3op = 1,2,...

En continuant de cette fagon, on construit pour chaque m = 2,3,... , une

sous-suite y .,¥ os--- de {ym-l,j} telle que

”ymj - ymp” <2 a(Sm) 3 J’P = 1:2’--

En posant z =y, on obtient une sous-suite de {xn} telle que

mm

”Zp - zq” <2 a(Sp) si q 2 p . Comme par hypothése, 1lim a(Sp) = 0, la suite

{zm} est une suite de Cauchy et ainsi F satisfait la condition de Palais-Smale.

Enfin, puisque pour chaque n , ScS , ona a(S) < a(Sn) < a(S et

n n—l)

donc a(S) =0 .

REMARQUE. Si, aux hypothé€ses du lemme précédent, on ajoute que F est
continue, on peut alors conclure que F satisfait la condition de Palais-Smale et

de plus que S est un ensemble compact non vide.
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LEMME 3.2. S4 F satisfait La condition de Palais-Smale, alons

lim a(Sn) =
N0

DEMONSTRATION. Comme F satisfait la condition de Palais-Smale, il suit que de

toute suite {yn} c X telle que Yn € Sn , n=1,2,... , on peut extraire une

1 ’
sous-suite convergente. Ainsi, puisque la suite a(sn) est non croissante et donc

convergente, elle doit nécessairement converger vers 0 .

LEMME 3.3. S{i F est continue et satisfait La condition de Palais-Smale,

alons T =1 - F est O-feme.

DEMONSTRATION. Soit V un fermé de X1 tel que 0 € T(V) . Prenons une suite
{xn} c V telle que T(xn) =X - F(xn) + 0 . Soit alors {xn } une sous-suite
de {xn} telle que X, X € V . La continuité de T donne alors que Txo =0
k
et donc que 0 ¢ T(V)
LEMME 3.4. S{ T =1 -F est O-fermé et S est compact, alors F sa-

tisgait La condition de Palais-Smale.

DEMONSTRATION. Soit {x } c X; ume suite telle que x - F(x) = T(x) >0 . Po-

sons V1 = {xl,xz,...} 3 Vp estam fermé de X, tel que 0 ¢ T(Vl) . Soit
y; € V; tel que T(y;) = 0 et soit m, un entier tel que ||xml - ylﬂ <1
- ——__] mryr N . s
Posons { +l,x +2, A nouveau, 0 € T(Vz) et donc il existe

IA

y, € V, tel que T(yz) = 0 et un entier m, 2 m tel que meZ - y2H 1/2 .

1

Continuant de cette fagon, on trouve pour chaque entier p un &lément yp

tel que T = 0 et un entier m_ tel que X - <1 .
q p) b que | n vl < 1/p

La suite {yp} ainsi construite appartient donc & l'ensemble compact S
et on peut en extraire une sous-suite {yp } convergente. Il est alors clair que
k
la sous-suite {xm } de {xn} est convergente.
Py
REMARQUE. En prenant un exemple aussi simple que celui qui consiste &

choisir pour application F 1'identité sur R , on voit que 1'hypothése S compact
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est essentielle dans le lemme précédent.
En résumé on peut &noncer

THEOREME 3.5. S{i X st un espace de Banach, 84 F et une application

continue de X, dans X dont L'ensemble S des points §ixes est non vide et com-

pact, alons Les conditions suivantes sont Equivalentes:
1) F satisgait La condition de Pakais-Smale

2) limoa(S) = 0
n-> n

3) T=1-F est 0-ferme.

REMARQUE. Si {xn} c X1 est telle que F(xn) + 0 , 1'ensemble
K = {F(xn)} est alors compact et la suite {xn} est un sous-ensemble de F'l(K) .

Si donc F est une application propre, la suite {xn} posséde une sous-suite con-
vergente, ce qui signifie que 1'application T = I - F satisfait la condition de

Palais-Smale.

Cependant si, pour x € R , on pose F(x) = x - arctan x , il est clair
que F satisfait la condition de Palais-Smale mais que par contre, l'application
Tx = arctan x n'est pas propre. Cette remarque montre bien que les opérateurs sa-
tisfaisant la condition de Palais-Smale sont plus appropriés que les opé&rateurs
propres dans 1'é€tude des €quations différentielles ou intégrales en dimension

infinie.

Le résultat qui suit fournit des conditions suffisantes pour que 1'ensem-
ble des points fixes d'un opé€rateur continu soit un ensemble Ré—compact. Un ré-
sultat analogue, sous des hypoth&ses plus fortes et compliquées, se retrouve dans
Vidossich [27, théo. 1.1 et théo. 2.4] et est énoncé sans démonstration dans
Szufla [25]. La preuve présentée ici simplifie considérablement la démonstration

originale de Vidossich.

THEOREME 3.6. Soit X un espace de Banach et T : X > X une application
continue, 0-fermée, qui est Limite uniforme d'une suite {Tn} d' hom&omonphismes

de X dans X . Alons
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a) S=TL0) estnon vide.

b) Si S est compact, S est un ensemble Rd-compac,t dans X .

DEMONSTRATION. a) Pour chaque n , soit X, € X tel que Tn(xn) = 0 . Puisque
sup ”Tn(x) - T(X)|l - 0, on a que T(xn) + 0 et ainsi 0 € T(X) , ce qui entraine,
x€ X

T €tant O-fermée, que S est non vide.

Remarquons que pour obtenir cette conclusion, il n'est pas nécessaire que

X soit complet, que T soit continue et que les Tn soient injectifs et centinus.

b) Quitte & choisir une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que

sup HTn(x) - T(X)l < 1/n pour n=1,2,3,... Comme S est un ensemble compact,
x€eX
1'ensemble Tn(S) pour n = 1,2,3,... est un compact inclus dans la boule B(O,%D

et donc 1'ensemble convexe fermé borné Q EBITH(S)) est un rétract absolu com-

T—l(Qn) . Nous allons montrer que

pact [car X est complet] de méme que Rn n

{Rn} et S satisfont les conditions 1, 2, 3 du Lemme 2.1 et ainsi nous obtiendrons
la conclusion désirée.

Puisque S S_T;l(Tn(S)) E_T;I(EE(Tn(S)) = Rn , la condition 1 est vérifiée

e

oo
et de plus S ¢ lim inf Rn . Maintenant, si x € lim sup Rn =N U Rk , il

n n n=1 k=n
existe une sous-suite {Rn } de {Rn} telle que x € R, k =1,2,3,... Ainsi,
”Tn (x) - T = %— et puisque T (x) €Q ,ona [T (X < ;L-. On déduit
K K My Tk "k k

que T(x) = 0 et donc x € S et la condition 2 est satisfaite.

Enfin, soit V wun voisinage ouvert de S et supposons contrairement &
la condition 3 du Lemme 2.1 qu'il existe un entier positif k tel que, pour tout
n =k, il existe x € R\V . Posons W = {i;—T—?TE?TZ} . Tout comme au paragra-
phe précédent, on obtient HT(xn)H < 2/n et ainsi 0 € T(W) . Soit donc x, €W

tel que T(xo) =0 . Mais V est ouvert et donc W C X - V ce qui entraine

x, € WNScS -V ; une contradiction au fait que V est un voisinage de S .
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4. Un théoréme d'approximation

Le Théoreéme 3.6 peut &tre utilisé dans le cas ol une application est li-
mite uniforme d'une suite d'homéomorphismes. On présente dans cette section des
conditions assez faciles i vérifier qui vont nous assurer de cette propriété dans

le cas ol les applications sont définies sur 1l'espace des applications continues

d'un espace normé dans un espace de Banach.

On retrouve dans Vidossich [28] ce thé€or&me tr&s utile. Nous avons tout
de méme décidé d'énoncer et de prouver ici ce th€oréme. La preuve que nous présen-
tons utilise les m@mes idées que celles de [28]; elle est cependant plus claire et
plus simple car, en particulier, nous n'avons pas besoin de recourir au th&oréme

d'extension de Dugundji (contrairement 3 ce qui est fait plusieurs fois dans [281).

Précisons tout d'abord quelques notations. Dans toute cette section, K
dénotera un sous-ensemble borné convexe d'un espace normé Z , et to sera un point
fixé de K . Pour € > 0 , nous noterons par Ke 1'ensemble K N B(to,e) .

B(to,e) étant la boule fermée dans Z de centre t, et de rayon € . De plus,

E désignant un espace de Banach, nous dénoterons par C(K,E) 1'espace de Banach

de toutes les applications continues et bornées de K dans E muni de la norme
supremum usuelle: ||f]] = sup [[£(t)|| , f € C(K,E) . Si {fn} est une suite d'élé-
ments de C(K,E) et f € EEE,E) est tel que lim an - f|l, = 0 , nous &crirons

00

alors fn 3 £ et nous dirons que {fn} converge uniformément vers f . De méme,
si {Fn} est une suite d'applications continues de C(K,E) dans lui-méme et F

est une telle application, nous dirons que {Fn} converge uniformément vers F et

-~

- . -> s
€crirons @ nouveau Fn > F si

lim [ sup sup HFn(f)(t) -FEMWI)1=0
nse  feC(K,E) teK

Enfin, 1'ensemble K &tant borné, il existe, pour chaque entier positif

n , un entier k(n) tel que K E_B(to, E%ﬂla . Nous posons

i-1

- . i .
ci-{tel(, s||t-to”sn}, 1<isk(n)



16 Structure de £'ensemble des solutions du probléme de Cauchy...

et K est alors la réunion des ensembles Ci . D'autre part, l'ensemble K &tant
de plus convexe, pour chaque entier n et pour chaque t € K tel que

it - t] = l-, le point
l J 3 P

B 1 1
R [ EA R
o o
appartient aussi & K . On vérifie alors directement que
(1) [r.(t) -t =+, teKK
: n n’ 1/n
(r.2) rn(C1 n C2) = {to}

(r.3) rn(Ci) S-Ci—l , 2 <1< k(n)

THEOREME 4.1. Soient E un espace de Banach et K un sous-ensemble borng

convexe d'un espace normé. Posons X = C(K,E)

Soit F : X > X une application continue vérnifiant Les trhois conditions
sudvantes:
i) 3toel< et xoeK teks que F(f)(to)=xo, Vf € X ;
i) Ve >0, Vf,geX, f|KE=gIKE=> F(f)|K€=F(g)IKE;
iii) F(X) est un ensemble uniformément Equicontinu d'applications de K
dans E .
Alons AL existe une suite {Tn} d'homéomonphismes de X dans X qui converge

undformément vers T =1 - F .

NOTE: Par souci de clarté, précisons le sens de 1'hypothése iii). Cette
hypothése signifie que Ve >0 , 38§ >0 tel que s € K, te€eK et |s-t|] <6,

alors sup [|[F(£)(s) - F(HH )] <€ .
feX

DEMONSTRATION. Pour chaque entier positif n et pour chaque f ¢ C(K,E) , on pose

xo si t € C1

F (H(t) =
F(f)(rn(t)) si t € K\C1 .
F &tant continue et satisfaisant i), la propriété (r.2) de rn(t)
(*) montre que pour chaque f € X , la fonction Fn(f) est continue

sur K .
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De plus, si f,g € X, 1'inégalité:

IE (6 - F (o, sup [ E() (x, (©)) - F(g) (x, (0]

I t-tollzl/n

IA

IF(H) - R,
montre que Fn est une application continue de X dans X .

Utilisant 3 nouveau i), on peut &crire pour f € X ,

IE (5 - B(D, =
max{ sup IF(H(t) - FEH @I, sup I F(£) (x, (1)) - F(E) ()}
ht-t i<1/n lit-t [|21/n
o o
et alors la propriété (r.l) de rn(t) fait que 1'hypothése iii) entraine directe-

ment que F_ 3F.

Posons Tn =1I- Fn . Alors Tn 3 T . Nous terminons la preuve en mon-
trant que pour chaque n , Tn est un homéomorphisme de X dans X . La conti-

nuité de Tn est immédiate. Vérifions son injectivité.

Si Tn(f) = Tn(g) , alors en particulier f£(t) - X, = g(t) - X, pour tout

t € Kl/n = (‘.1 , c'est-a-dire que:
f et g cofncident sur C1 et donc d'aprds ii) que F(f) et
F(g) cofncident sur C1 , ce qui, d'apr&s la propriété (r.3) de
rn(t] , signifie que F(f)(rn(t)) = F(g)(rn(t)) pour tout t € C2 .
(%) Ainsi Fn(f)(t) et Fn(g)(t) de méme que Tn(f)(t) et Tn(g)(t)

cofncident sur C2 , ce qui entrafne que les fonctions f et g
cofncident sur C1 U C2 . En répétant cet argument, on obtient

que f et g cofncident sur K .
Montrons maintenant que Tn est surjectif. Soit donc g € X . Posons

fl(t) = g(t) + Xy s t €K

fl(t) si t e C1

fz(t) =
gt) + F(EP (1)) si tek-C .
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La fonction f2 est alors continue sur K [argument analogue & (*) 1

et on peut donc poser:

£,(t) si t ¢ ¢,

£4(t) =
g(t) + F(fz)(rn(t)) si t ¢ K\C

1 -

A nouveau, les mémes raisons font que f3 est continue sur K et puisque fl et

fz cofncident sur C1 , un raisonnement analogue & (**) montre quc f1 et f2

cofncident sur C1 0] C2 . En posant pour 1 < i <k(n) -1
fi(t) si t € C1

£al =
g(t) + F(£) (r (1)) si t € K\C)

f.(t) si tecC,UC,U...UC.
(1) - i 1 2 i

g(t) + F(£;)(x (t)) autrement ,

on construit ainsi de fagon inductive une suite de fonctions continues sur K vé-
rifiant 1'égalité (1). Dénotant par f = fk(n) , i1 est alors clair que f € X et

que Tn(f) =g .

I1 reste 3 €tablir que T;l : X+ X est continue. Supposons donc que
Tn(fﬁ) 3 T.(f) (5 +=) ob {fj} c X et f € X et montrons que fj 3 f sur K.
Nous avons alors:
max{  sup |I£;(t) - £ ,
Ht-tousl/n

(2) max sup Hfj(t) - £(1) + F(£5) (x (1)) - F(£) (x ()1}

2<i<k(n) iilént'to"Si/n

>0 (j-)oo)

et il suit en particulier que {fj} converge uniformément vers f sur C1 . Mon-

trons que de plus la convergence est uniforme sur C, . A cette fin, posons

€., = max{l-, sup |I£.(t) - £(t)I|} .
J I e, !

On a alors que lim € = 0 et quevia restriction a C, de la fonction fj - f
jroo
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prend ses valeurs dans B(O,ej) ¢ E . Donc si on pose

¢

: K> B(0,e,
j > B(0ey)

définie par

¢j(t) = (fj - ) e(t)) , tek

t si t € C1
p(t) =

t .
WSI t(K\Cl,
on obtient une extension ¢j continue sur K de la fonction (fj - f)[c qui est
1
telle que f + ¢j 3 f sur K(j >«) . La continuité de F entraine alors que
F(f + ¢.) 3 F(f) sur K(G »>) . Or (f+¢.)] = f.| , donc par 1l'hypothése
j it TiG
ii), on dé&duit que F(fj) 3 F(f) sur C, > ce qui, d'aprés 2) et d nouveau (r.3) ,
signifie que fj 3 f sur C, . En répétant cet argument, on en déduit que fj 3f

sur K , ce qui termine la preuve du théoréme.

S. Application au probléme de Cauchy

Soient

E un espace de Banach réel,

I-= [to,to+a] un intervalle compact de R, a >0 ,
X, € E,

f : IxXxE~>E une fonction satisfaisant les conditions classiques de

Carathéodory, c'est-a-dire les conditions

(c.1) Yx € E, la fonction f(+,x) : I > E est fortement mesurable;
(c.2) pour presque tout t € I , la fonction f(t,*) : E > E est continue;
(c.3) il existe un élément h € Li(I) tel que pour tout x € E ,

I£(t,x)]] < h(t) , teTI.



20 Structwre de £'ensemble des solutions du probléme de Cauchy...

Le but principal de cette section est de présenter un théoré&me d'existence
et de caractérisation de l'ensemble solution du probléme de Cauchy dans E associé

3 la fonction f :

(D.E.) T=fu®) , ult) = x

On rappelle qu'une s0fution de (D.E.) est une fonction
u:J>E ol J-= [to,to+b] <1, 0<bz<a,

vérifiant les conditions suivantes:

(s.1) u(to) =X

o
(5.2) u est absolument continue
(5.3) u est dérivable sur J , c'est-a-dire

%% = u'(t) = lim u(t+h)h— u(t (limite forte)
h->0

existe pour tout t € | , 1'intérieur de J .

(s.4) u'(t) = f(t,u(t)) pour presque tout t € J .

Remarquons que, comme nous l'avons signalé 3 la section 2, la condition
(S.2) n'entraine pas en général la condition (§.3). On sait que les conditions
(S.2) et (S.3) sont équivalentes seulement dans le cas ol l'espace de Banach E

est réflexif.

Puisque f satisfait les conditions de Carathéodory, 1'intégrale au sens

de Bochner f(s,u(s)) ds existe pour chaque u € C(I,E) , et de plus

[t,,t]
u € C(J,E) est une solution au probléme de Cauchy (D.E.) si et seulement si u

satisfait 1'équation intégrale:

(I.E.) u(t) = x_ + j f(s,u(s)) ds , teJd.
o e,

Le membre droit de (I.E.) définit un opérateur continu (en général non

compact) :

F : C(J,E) » C(J,E)
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par la formule

(3) F(u) (t) = X, + J f(s,u(s)) ds
[to,t]

THEOREME 5.1. Soient E » Xy € E, t,eER,a>0, f une gonction sa-

tisfaisant Les conditions de Carathlodony telles que décrites précédemment.

S'ik existe un sous-intervalle J = [t .t tblc I tel que L'operateur F
défind par (3) satisfait La condition de Palais-Smale sur C(J,E) , alons Le pro-
bféme de Cauchy (D.E.) admet au moins une solution définie sun J et £'ensemble

des solutions déginies sun J est un ensemble R .-compact dans C(J,E)

$

DEMONSTRATION. En posant X = C(J,E) , il est clair que F , tel que défini par

(3), satisfait les conditions i) et ii) du Théoréme 4.1. De plus, si € > 0 est

donné, on choisit § > 0 tel que j h(t) dt < e quel que soit le borélien B de
B

J dont la mesure de Lebesgue est inférieure & &§ . Alors si s <t € J et si

t -s <§ ona, pour chaque u¢ X,

E(w(t) - Fw)(s)]]

i f £(s,u(s)) ds|
[s,t]

IA

t t
[ [£(s,u(s))| ds < j h(t) dt < ¢
s

S

et ainsi la condition iii) de ce théoréme est aussi satisfaite.

D'autre part, le Lemme 3.3 nous indique que T = I - F est O-fermé et
donc, d'aprés le Théoréme 3.6, que (I.E.) poss&de au moins une solution. L'opé-
rateur F &tant continu et satisfaisant la condition de Palais-Smale, 1'ensemble

solution est compact et donc, a nouveau d'aprés le Théoréme 3.6, cet ensemble solu-

tion est un ensemble Ra-compact dans C(J,E) .

En terminant, nous désirons montrer comment ce théoréme englobe 3 peu prés
tous les résultats connus sur la nature de l'ensemble solution de (D.E.). Mais,

auparavant, une remarque.

Beaucoup d'auteurs ont €tudié 1'équation (D.E.) dans les deux cas sui-

vants:
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A) f:1IxB+E, of B= B(xo,B) CE, B>0, est une boule et ot f

satisfaisait les conditions de Carathéodory sur I X B .
B) f: IxB~>E, B= B(xO,B) , B>0 oi f est continue et bornée.

Bien sfir, dans ces cas une solution de (D.E.) est une fonction

u:J- B(xo,B) . Cependant, en définissant pour x € E

\

X
p(x) = Bx

IE si |« 28

et en posant g(t,x) = f(t,o(x)) , on obtient une fonction g : I x E> E qui est

si x€ B

une extension de f et qui, dans les cas A) et B), satisfait les conditions de

Carath€odory. Il est de plus clair que toute solution de (D.E.) ou (I.E.) as-

~ ~

sociée 4 f fournit une solution de (D.E.) ou (I.E.) associée & g et réci-
proquement. Il n'y a donc pas vraiment de perte de généralité en supposant que f

est définie globalement sur I x E ,

Placons-nous dans le contexte A). Posons

et définissons c¢ par 1'équation:
(4) H(t, + c) = B
si un tel c existe et par c = a si (4) n'admet pas de solution. Posons

b

min{a,c}

J [to,t0+b]

Jp = [to,to+p] s 0<p<hb
Q€ = fu € CLB) :ulty) = x, et [u - F( ”°°’Jp <&y,

(o] n



J. Dubois et P. Morales 23

COROLLAIRE 5.2 (Szufla [25, th. 61). Si lim a(QE) = 0 powr tout
I

~>00

0 <ps<b, alorns £'ensemble des solutions de (I.E.) définies sur J est un

ensemble non vide RG—compac,t dans C(J,E)

DEMONSTRATION. L'ensemble Xl = {u e C(J,E) : u(to) = xo} est fermé dans 1'es-

pace de Banach X = C(J,E) . En procédant exactement comme dans [25], on montre

que lim a(Qﬁ) = 0 entraine 1limoa(S_ ) = 0 , les notations €tant celles de la sec-
N> n>eo n

tion 3, ce qui d'apr&s le Lemme 3.1 signifie que 1'opérateur F défini par (3) sa-

tisfait la condition de Palais-Smale. La conclusion découle donc du Théoréme 5.1.

REMARQUE. Tel que signalé dans [25], ce corollaire et donc le Théoréme
5.1 permettent de retrouver des résultats dus 4 Cellina [6, th. 1], Szufla [24,

th. 2] et Kamenskii [15, th. 1].
Placons-nous maintenant dans le contexte B). Posons

b = min{a , B/sup ||£(t,x)||} , J = [ty,t +b]
tel
x€B

Cl(J,E) = {u € C(J,E) : u' existe et appartient & C(J,E)} (la norme sur Cl(J,E)
étant [jull; = [lull, + [lu'll)

L

5 u(Jp) c B}

sP= fue CiUE) :ulty) = x s fu' - f(-,u)”w’Jp <
pour 0 <p<b.

COROLLAIRE 5.3 (Szufla [26]). S4& 1im u(Sﬁ) =0, Y0 <p<b, aborns L'en-
n->o

semble des solutions de (E.D.) définies surn J est un ensemble R¢-compact dans

C(J,E)

DéMONSTRATION. En posant cette fois Xl = {u ¢ Cl(J,E) : u(to) = xo} et

X = Cl(J,E) , 11 est facile de voir que F est continu sur Cl(J,E) et que, comme

il est fait dans [26], 1lim a(Sn) = 0 ., Le Théoréme 5.1 indique alors que S est
n-Ho©

un ensemble Rg-compact dans Cl(J,E)



24 Structurne de £'ensemble des solutions du probLéme de Cauchy...

Mais si {un} €S, ue€es et Hun - ufl» 0, alors
”un - U”1 = ”F(Un) - F(U)”l = HF(un) - Fl, + Hf(~,un) - £(+,w)f, >0 .

I1 est d'autre part &vident que si Hun -ull, >0, alors Ilun - ull, >0 . Donc

1
les espaces <S,H-H1> et <S,[|+|| > sont homéomorphes, ce qui signifie que S est

un ensemble Rs—compact dans C(J,E)

REMARQUE. A nouveau tel que signalé dans [26], ce corollaire et donc le
Théoréme 5.1 permettent de retrouver des résultats de Goebel-Rzymowski [12, th. 1],

Rzymowski [22, th. 1] et Szufla [24, th. 1].

Enfin, il est tr@s facile de voir que des résultats comme ceux que 1l'on
retrouve dans Deimling [7, th. 2.2 et 2.3], Deimling [81, Ambrosetti [1],
Vidossich [27], Pulvirenti [21], Pianigiani [20] sont des cas particuliers du

Théoréme 5.1.
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