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THÉORÈMES D’EXISTENCE POUR UN PROBL ÈME NON LIN ÉAIRE DE

CONTRÔLE ET APPROXIMATION DE GALERKIN DE CE PROBL ÈME

ANDRZEJ JUST

RÉSUMÉ. Nous pŕesentons dans cet article le problème d’existence des contrôles
optimaux pour le système gouverńe par uneéquation non lińeaireAy = u où
A est un oṕerateur radialement continu strictement monotone et coercif et avec
une fonction de côut convexe diff́erentiable et radialement non bornée (coercive).
On introduit ensuite l’approximation de Galerkin de ce problème. On d́emontre
d’existence des faibles et forts points d’accumulation de l’ensemble des solutions
approch́ees qui sont des solutions précises du problème initial d’optimisation.

ABSTRACT. The paper presents an optimization problem involving a system gov-
erned by a nonlinear equationAy = u, whereA is a radially continuous, strictly
monotone and coercive operator and with the cost functional convex, differentiable
and radially unbounded (coercive). We present the Galerkin approximation and we
prove existence of the weak and strong condensation points of a set of solution of
the approximate optimization problems. Each of these points is a solution of the
initial optimization problem.

1. Introduction et position du probl ème. Nous pŕesentons dans cet article le problème
d’existence des contrôles optimaux pour un système gouverńe par unéequation oṕera-
toire non lińeaire avec une fonction coût, convexe diff́erentiable et radialement non
borńee (coercive). Le ŕesultat principal de ce travail est la démonstration de l’existence
des suites de solutions approchées qui convergent faiblement et fortement dans des
espaces convenables aux solutions précises du problème exact.

Pour ces problèmes, les bonnes références sont H. Brezis [1], J. L. Lions [7] et H.
Gajewski, K. Gr̈oger, K. Zacharias [5].

Soit V un espace de Banach réflexif et V ∗ son dual. Consid́erons le probl̀eme
d’optimisation (I) suivant : on se donne un système gouverńe par l’oṕerateurA où
A : V → V ∗ est un oṕerateur radialement continu strictement monotone et coercif.
Pour chaque contrôleu ∈ V ∗, l’ état du syst̀eme est donńe pary solution de

(1.1) Ay = u.
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Le probl̀eme de contr̂ole (ou d’optimisation) est de chercher le (ou les)u0 ∈ V ∗ (s’il
en existe) tel que

J(u0, y0) ≤ J(u, y) ∀ (u, y) ∈ Γ(A−1)

où la fonctionnelle (la fonction côut) J : V ∗ × V → R est convexe diff́erentiable et
radialement non borńee (coercive), c’est-à-dire,

lim
(‖u‖+‖y‖)→∞

J(u, y) = +∞,

Γ(A−1) = {(u, y) ∈ V ∗ × V, y = A−1u}, y0 = A−1u0.

Naturellement,A−1 existe (c.f.K. Deimling [3]).
Avant de formuler le th́eor̀eme d’existence pour ce problème d’optimisation, nous

allons d’abord consid́erer un exemple :

Exemple. SoitV = R, V ∗ = R∗ = R. Tout oṕerateurA : V → V ∗ peutêtre identifíe
à une fonctiona : R → R dans le mode naturela(y) · x = (Ay)(x). Pour cette
identification, si l’oṕerateurA est strictement monotone radialement continu et coercif,
alors la fonctiona est aussi strictement monotone continue et coercive (si la fonctiona
satisfaità la condition sgny · a(y) ≥ γ(|y|) pour chaquey ∈ R où γ : [0,+∞) → R
telle que lims→∞ γ(s) = +∞ et ŕeciproquement.

Prenons la fonction suivante :

a(y) =
{
y − 1 poury ∈ R\[0,1],

−
√

1− y2 poury ∈ [0,1],

et remarquons que cette fonction satisfait aux conditions ci-dessus. La fonctiona−1 est
donńee par la formule :

a−1(u) =
{
u + 1 pouru ∈ R\[−1,0],√

1− u2 pouru ∈ [−1,0].

La fonction côut J : R2 → R est maintenant donnée parJ(u, y) = u2 + y2.
Il est immédiat de v́erifier que cette fonction est strictement convexe diff́erentiable
et radialement non bornée. Alors l’ensemble des solutions dansΓ(a−1) réalisant le
minimum deJ est le suivant :{(u,

√
1− u2 ), u ∈ [−1,0]}.

Le probl̀eme d’optimisation dans notre exemple n’est pas convexe (l’ensemble
Γ(a−1) n’est pas convexe)donc il n’y a plus ńecessairement unicité de(u0, y0) réalisant
le minimum deJ surΓ(a−1) etévidemment on ne peut plus appliquerà notre probl̀eme
les crit̀eres d’optimalit́e pour les probl̀emes convexes (c.f.J. L. Lions [6]). On peut mon-
trer qu’il existe des points dans l’ensembleΓ(a−1) pour lesquels les critères d’optimalit́e
ne sont pas satisfaits. Enfin, l’ensembleΓ(a−1) est (faiblement) ferḿe dansR2, mais
l’ensembleΓ(A−1) pour un oṕerateurA qui est strictement monotone radialement
continu et coercif n’est pas nécessairement faiblement fermé dans l’espaceV ∗ × V de
dimension infinie. Alors un sous-ensembleX deΓ(A−1) tel que

J(u0, y0) = inf
(u,y)∈Γ(A−1)

J(u, y) ∀ (u0, y0) ∈ X

réalisant le minimum peut̂etre vide.
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2. Existence du minimum absolu.

Théorème 2.1.SoitV un espace de Banach réflexif etV ∗ son dual. On suppose que
l’opérateurA : V → V ∗ est strictement monotone radialement continu coercif et tel
que

(2.1) lim
n→∞

〈Ayn, yn〉 ≤ 〈u, y〉 pour yn−−⇀
n→∞

y (dansV faible)

et Ayn−−⇀
n→∞

u (dansV ∗ faible).

On suppose enfin que la fonctionnelleJ : V ∗ × V → R est convexe radialement non
bornée et diff́erentiable. Alors il existe uńelément(u0, y0) ∈ Γ(A−1) tel que

J(u0, y0) = inf
(u,y)∈Γ(A−1)

J(u, y)

(〈·, ·〉 désigne la dualit́e entreV ∗ etV ).

Démonstration.La fonctionnelleJ : V ∗ × V → R étant convexe et diff́erentiable est
semi-continue inf́erieurement pour la topologie faible deV ∗ × V (c.f.J. Ćea [2]).

Pour d́emontrer le th́eor̀eme, il ne reste donc plus qu’à vérifier si l’ensembleΓ(A−1)
est faiblement ferḿe dansV ∗ × V (c.f.J. Ćea [2]).

En effet, prenons une suite{(un, yn)} d’éléments de l’ensembleΓ(A) = {(u, y) ∈
V ∗×V, Ay = u} faiblement convergente dansV ∗×V vers(u, y) ainsi qu’unélément
v quelconque dansV . On a

〈u−Av, y − v〉 = 〈u, y〉 − 〈u, v〉 − 〈Av, y − v〉
≥ lim

n→∞
(〈Ayn, yn〉 − 〈u, v〉 − 〈Av, y − v〉)

= lim
n→∞

(〈Ayn, yn〉 − 〈Ayn, v〉 − 〈Av, yn − v〉)

= lim
n→∞

〈Ayn −Av, yn − v〉 ≥ 0.

Posonsvt = y−tv pourt > 0. Alors〈u−Avt, v〉 ≥ 0. L’opérateurA étant radialement
continu on a donc, sit→ 0+, 〈u−Ay, v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V . Il en résulte queAy = u. ¤

3. Résultat plus ǵenéral. Consid́erons maintenant le problème d’optimisation (II)
suivant : on se donne un système (1.1) gouverńe par l’oṕerateurA : V → V ∗ qui
satisfaità toutes les conditions du problème d’optimisation (I).

On consid̀ere ensuite un ensembleUad convexefermé et borńe dansV ∗ (l’ensemble
des contr̂oles admissibles) et une fonctionnelleJ : V ∗×V → R convexe diff́erentiable.

Le probl̀eme de contr̂ole est de chercher le (ou les)u0 ∈ Uad tel que

J(u0, y0) ≤ J(u, y) ∀(u, y) ∈ Γad(A−1)

où Γad(A−1) =
{

(u, y) ∈ V ∗ × V ; u ∈ Uad, y = A−1u
}

ety0 = A−1u0.
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Théorème 3.1.SoitV un espace de Banach réflexif etV ∗, le dual deV . On suppose
que l’oṕerateurA : V → V ∗ est strictement monotone radialement continu coercif
et tel quelimn→∞ 〈Ayn, yn〉 ≤ 〈u, y〉 pour yn−−⇀

n→∞
y (dansV faible) etAyn−−⇀

n→∞
u

(dansV ∗ faible). On suppose enfin que la fonctionnelleJ : V ∗ × V → R est convexe
différéntiable. Alors il existe uńelément(u0, y0) ∈ Γad(A−1) tel que

J(u0, y0) = inf
(u,y)∈Γad(A−1)

J(u, y).

Démonstration.L’ensembleUad étant un ensemble convexefermé dansV ∗ réflexif, est
faiblement ferḿe. L’opérateurA−1 existe et admet les m̂emes propríet́es que l’oṕerateur
A. De plus, l’oṕerateurA−1 étant borńe, l’ensembleA−1(Uad) est donc borńe dansV
(c.f. K. Deimmling [3]). L’ensembleΓad(A−1) est faiblement ferḿe (la d́emonstration
est la m̂eme que dans le théor̀eme 2.1 mais pour l’oṕerateurA−1) et borńe. Alors il
existe unélément(u0, y0) ∈ Γad(A−1) qui réalise le minimum de la fonctionnelleJ
(l’hypothèse queJ est radialement non borné est inutile si l’on suppose que l’ensemble
Uad est borńe) (c.f.J. Ćea [2]). ¤
4. Approximation de Galerkin. En ǵeńeral, la solution effective analytique du pro-
blème (I) ou (II) avec des opérateursA diff érentiels ou int́egraux n’est pas possible
et c’est pourquoi on cherche des solutions approchées en appliquant, par exemple,
l’approximation de Galerkin. Pour simplifier un peu l’exposé, on suppose que l’espace
V ∗ est śeparable.

Introduisons une famille{V ∗k }k∈K de sous-espaces de dimension finie de l’espace
V ∗ satisfaisant aux conditions :

(4.1)
⋃
k∈K

V ∗k = V ∗, V ∗k1
⊂ V ∗k2

∀ k1, k2 ∈ K, k1 > k2,

K ⊂ (0,1] où zéro est le point d’accumulation de l’ensemble des paramètresK.
Analogiquement, introduisons une famille{Vh}h∈G de sous-espaces de dimensions

finies de l’espaceV satisfaisant aux conditions suivantes :

(4.2)
⋃
h∈G

Vh = V, Vh1 ⊂ Vh2 ∀h1, h2 ∈ G, h1 > h2,

G ⊂ (0,1] où zéro est le point d’accumulation de l’ensemble des paramètresG.
Écrivons l’́equation (1.1) sous la forméequivalente

(4.3) 〈Ay, z〉 = 〈u, z〉 , ∀ z ∈ V.

Nous allons d́efinir une solution approchée de la solution de l’équation (4.3) par la
fonctionykh ∈ Vh correspondant au contrôleuk ∈ V ∗k qui satisfaità l’équation

(4.4) 〈Aykh, zh〉 = 〈uk, zh〉 ,∀zh ∈ Vh.

Désignons parIh l’opérateur d’injection deVh dansV et parI∗h : V ∗ → V ∗h l’adjoint
deIh. L’ équation (4.4) peut alors s’écrire sous la forme opératoire

(4.5) Ahykh = ukh
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oùAh = I∗hAIh, ukh = I∗hu
∗
k.

Étant donńe la forme de l’oṕerateurAh, il r ésulte que cet oṕerateur a les m̂emes
propríet́es que l’oṕerateurA. L’ équation (4.5) admet donc la solution uniqueykh ∈ Vh
correspondant au contrôleuk ∈ V ∗k .

Comme approximation du problème d’optimisation (I) on considère le probl̀eme
suivant (Ih) : minimiser le côut J : V ∗k × Vh → R dans l’ensemble

Ukh = {(uk, ykh) ∈ V ∗k × Vh; Ahykh = ukh} ; k ∈ K et h ∈ G.

Nous pouvonśenoncer le ŕesultat suivant.

Théorème 4.1.Si l’opérateurA et la fonctionnelleJ satisfont aux hypoth̀eses du
théor̀eme 2.1, alors le problème d’optimisation(Ih) admet une solution(uok, y

o
kh) ∈ Ukh.

La démonstration ŕesulte imḿediatement du th́eor̀eme 2.1. Remarquons aussi, que
le théor̀eme 4.1 reste vrai si l’oṕerateurA ne satisfait pas̀a l’hypoth̀ese (2.1) parce que
l’opérateurAh : Vh → V ∗h satisfaità cette condition (les espacesVh et V ∗h étant de
dimensions finies).

Pour d́emontrer que l’approximation est convergente, nous allons formuler deux
lemmes.

Lemme 4.1. SoitA, un oṕerateurA satisfaisant les hypothèses du th́eor̀eme 2.1. Si
uk−−⇀

k→0
u (dansV ∗ faible), la suite correspondant aux solutions de l’équation (4.5)

ykh −−⇀
h,k→0

(dansV faible) où (u, y) est la solution de l’́equation (1.1).

Démonstration.SoitC : Rn(h) → Vh, l’opérateur de la forme

Cαh =
n(h)∑
i=1

αihei = yh; αih ∈ R; i = 1,2, . . . , n(h),

où (ej) ⊂ V est une base dénombrable (elle existe parce que l’espaceV est śeparable).
Dans les espaces de dimensions finies on a‖αh‖ ≤ c‖Cαh‖; c > 0 où ‖ · ‖ désigne la
norme dans les espaces correspondants. Introduisons ensuite l’opérateurB : Rn(h) →
Rn(h) Bαh = bh = (b1, . . . , bn(h)); bi = 〈ACαh − uk, ei〉 i = 1,2, . . . , n(h). De
la coercivit́e de l’oṕerateurA il r ésulte que(〈Ayh, yh〉

‖yh‖
− ‖uk‖

)
‖yh‖ ≥ 0 pour ‖yh‖ ≥ R1 .

Alors, pour‖αh‖ = cR1, on a

〈Bαh, αh〉 = 〈Ayh, yh〉 − 〈uk, yh〉 ≥
(〈Ayh, yh〉
‖yh‖

− ‖uk‖
)
‖yh‖ ≥ 0.

De cette ińegalit́e et de la continuit́e de l’oṕerateurB, il résulte qu’il existe un
élémentαh ∈ Rn(h) tel queBαh = 0, c’est-̀a-dire, il existe uńelémentykh ∈ Vh qui
vérifie l’équation

(4.6) 〈Aykh, ei〉 = 〈uk, ei〉 ; i = 1,2, . . . , n(h) .
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De la convergence faible de la suite{uk}k∈K , de la coercivit́e de l’oṕerateurA et
d’apr̀es (4.6) nous obtenons

(4.7) ‖ykh‖ ≤M1,

(4.8) ‖Aykh‖ ≤M2,

oùM1,M2 sont des constantes indépendantes dek eth.
De plus, d’apr̀es (4.6) on a

lim
k→0
h→0

〈Aykh, e〉 = 〈u, e〉 , ∀ e ∈
⋃
h∈G

Vh.

Alors,Aykh −−⇀
h,k→0

u (dansV ∗ faible).

De (4.7), il ŕesulte que nous pouvons extraire de la suite{ykh}k∈K
h∈G

une sous-suite,

not́ee encore par{ykh}k∈K
h∈G

telle queykh −−⇀
h,k→0

ỹ (dansV faible). De l’hypoth̀ese (2.1)

du th́eor̀eme 2.1, il ŕesulte queAỹ = u. De l’unicité de la solution de l’́equation (1.1) il
résulte que c’est la suite originelle{ykh}k∈K,h∈G et non pas seulement une sous-suite
extraite qui converge vers ˜y = y faiblement dansV . ¤

Lemme 4.2. On suppose que l’oṕerateurA satisfait aux hypoth̀eses du lemme 4.1. Si
l’opérateurA satisfait, de plus,̀a la condition :

(4.9)
lorsque yh−−⇀

h→0
y (dansV faible) et 〈Ayh −Ay, yh − y〉 −−→

h→0
0

alors yh −−→
h→0

y (dansV fort),

donc pour une suiteuk −−→
k→0

u (dansV ∗ fort) la suite correspondant aux solutions de

l’ équation (4.5)ykh −−→
k,h→0

y (dansV fort) où (u, y) est la solution de l’́equation (1.1).

Démonstration.En profitant de la d́emonstration du lemme 4.1, il suffit de montrer que
pour la suiteykh −−⇀

k,h→0
ỹ (dansV faible), la suite

〈Aykh −Aỹ, ykh − ỹ〉 −−→
k,h→0

0.

En effet. De (4.2) on sait qu’il existe une suitevh −−→
h→0

ỹ (dansV fort). Nous avons

〈Aykh −Aỹ, ykh − ỹ〉 = 〈Aykh −Aỹ, ykh − vh− < Aykh −Aỹ, ỹ − vh〉. D’après (4.4)
nous pouvonśecrire〈Aykh, ykh〉 = 〈uk, ykh〉. Alors 〈Aykh −Aỹ, ykh − ỹ〉 −−→

k,h→0
0 et

de (4.9),ykh −−→
k,h→0

ỹ (dansV fort). Du lemme 4.1, on a ˜y = y etAy = u. ¤

Examinons maintenant la convergence de cette approximation.
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Théorème 4.2.On suppose que l’oṕerateurA satisfait aux hypoth̀eses des lemmes
4.1 et 4.2 et que la fonctionnelleJ : V ∗ × V → R est convexe differentiable et
radialement non borńee. Alors il existe des points d’accumulation faibles de la suite
{(uok, yokh)}k∈K,h∈G et chacun de ces points est solution du problème d’optimisation
(I).

Démonstration.De l’hypoth̀ese que la fonctionnelleJ est radialement non bornée, il
résulte que‖uok‖ ≤ M , pour toutk ∈ K; M < +∞ . Alors, il existe une sous-suite,
not́ee encore{uok}k∈K telle queuok−−⇀

k→0
u (dansV ∗ faible). Du lemme 4.1, la suite

correspondant aux solutions de l’équation (4.1)yokh −−⇀
k,h→0

y (dansV faible) òu le couple
(u, y) est la solution de l’́equation (1.1).

Montrons que ce couple est la solution optimale du problème (I).
En effet, la fonctionnelleJ : V ∗ × V → R étant convexe et diff́erentiable, est

semi-continue inf́erieurement dansV ∗ × V . Puisque la suite{(uok, yokh)}k∈K
h∈G

est la

suite minimisante, nous obtenons inf(u,y)∈Γ(A−1) J(u, y) = lim k→0
h→0

J(uok, y
o
kh) =

lim k→0
h→0

J(uok, y
o
kh) ≥ J(u, y). C’est-̀a-dire queu = u0, y = y0. ¤

On trouvera dans [4] des résultats analogues̀a ceux du th́eor̀eme 4.2 pour la fonc-
tion côut quadratique mais une autreéquation d’́etat du syst̀eme. Malheureusement,
si la fonction côut est ǵeńerale, on ne peut pas démontrer qu’il existe des points
d’accumulation forts de la suite{(uok, yokh)}k∈K,h∈G.

Maintenant, consid́erons le côut sous la forme

(4.10) J(u, y) = ‖E(y(u)− yd)‖2 + ‖Du‖2

oùE ∈ L(V, Y ), D ∈ L(V ∗, Z); Y, Z sont des espaces de Hilbert,yd est unélément
fixé de l’espaceV ety(u) est la solution de l’́equation (1.1) correspondante au contrôle
u. On suppose, de plus, qu’il existe une constanteγ > 0 telle que

(4.11) ‖Du‖ ≥ γ‖u‖.

Théorème 4.3.On suppose que l’oṕerateurA satisfait aux hypoth̀eses du th́eor̀eme
4.1, alors pour la fonctionnelle (4.10) qui satisfaità la condition

(4.12)
(Du0

k, Duk −Du0
k) + (Ey0

kh − Eydh, Eykh − Ey0
kh) ≥ 0

∀ (uk, ykh) ∈ Ukh, k ∈ K, h ∈ G

ydh ∈ Vh etydh−−→
h→0

yd (dansV fort); ((·, ·) désigne le produit scalaire dans les espaces

correspondants), il existe des points d’accumulation forts de la suite{(u0
k, y

0
kh)}k∈K

h∈G
et

chacun de ces points est la solution du problème d’optimisation(I) avec le côut (4.10).

Démonstration.Du théor̀eme 4.1 on au0
k−−⇀
k→0

u0 (dansV ∗ faible) ety0
kh −−⇀
k,h→0

y0 (dans

V faible). D’apr̀es (4.1) il existe une suiteuk0 −−→
k→0

u0 (dansV ∗ fort). En profitant de

(4.12) nous obtenons(Du0
k, Duk0 −Du0

k) + (Ey0
kh − Eydh, Eykh0 − Ey0

kh) ≥ 0 où
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ykh0 est la solution de l’́equation (4.4) qui correspond au contrôleuk0. Par (4.11), il en
résulte que

0≤ γ2‖uok − uk0‖2 ≤ (D(u0
k − uk0), D(u0

k − uk0))

≤ (Ey0
kh − Eydh, Eykh0− Ey0

kh)− (Duk0, D(u0
k − uk0))

≤ (Ey0
kh, ykh0)− (Ey0

kh, Ey
0
kh)− (Eydh, Eykh0)+

+ (Eydh, Ey0
kh)− (Duk0, Du

0
k) + (Duk0, Duk0)

−−→
k,h→0

(Ey0, Ey0)− lim k→0
h→0
‖Ey0

kh‖2 ≤ 0.

De l’inégalit́e‖u0
k−u0‖ ≤ ‖u0

k−uk0‖+‖uk0−u0‖ nous obtenonsu0
k −−→
k→0

u0 (dans
V ∗ fort). ¤

Examinons maintenant l’approximation du problème (II). Sous la forme du problème
suivant (IIh): minimiser le côut J : V ∗k × Vh → R dans l’ensemble

Uadkh = {(uk, ykh) ∈ V ∗k × Vh, uk ∈ Uad ∩ V ∗k ∧Ahykh = ukh} , k ∈ K, h ∈ G.

Analogiquement au cas préćedent, on peut d́emontrer les th́eor̀emes suivants :

Théorème 4.4.Si l’opérateurA et la fonctionnelleJ satisfont aux hypoth̀eses du
théor̀eme 3.1 etUadkh 6= ∅, alors le probl̀eme d’optimisation(IIh) admet une solution
(u0
k, y

0
kh) ∈ Uadkh .

Théorème 4.5.On suppose que l’oṕerateurA satisfait aux hypoth̀eses des lemmes
4.1 et 4.2 et que la fonctionnelleJ : V ∗ × V → R est convexe et différentiable
et int(Uad) 6= ∅ . Alors il existe des points d’accumulations faibles de la suite
{(u0

k, y
0
kh)}k∈K,h∈G et chacun de ces points est la solution du problème d’optimisation

(II) .

En particulier, pour le côut (4.10) on a le ŕesultat suivant.

Théorème 4.6.On suppose que l’oṕerateurA satisfait aux hypoth̀eses des lemmes 4.1
et 4.2 etint(Uad) 6= ∅. Alors pour la fonctionnelle (4.10) qui satisfaità la condition

(Du0
k, Duk −Du0

k) + (Ey0
kh − Eydh, Eykh − Ey0

kh) ≥ 0

∀(uk, ykh) ∈ Uadkh , k ∈ K, h ∈ G,

ydh ∈ Vh et ydh −−→
h→0

yd (dansV fort), il existe des points d’accumulations forts de la

suite{(u0
k, y

0
kh)}k∈K

h∈G
et chacun de ces points est solution du problème d’optimisation

(II) .

5. Exemple. Consid́erons unéequation non lińeaire aux d́erivées partielles

(5.1) Ay = −
n∑
i=1

∂

∂xi
ai(x, ω) + an+1(x, ω) = u(x)
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où x ∈ Ω ⊂ Rn; Ω un ouvert borńe de frontìereΓ, variét́e ind́efiniment diff́erentiable
de dimension(n− 1), Ω étant localement d’un seul côté deΓ,

ω =
(
∂y

∂x1
,
∂y

∂x2
, . . . ,

∂y

∂xn
, y

)
= (ω1, ω2, . . . , ωn, ωn+1).

PosonsV = W 1,P
0 (Ω) et

ai(x, ω) = φ(x, |ω|p−1)|ω|p−2ωi; i = 1,2, . . . , n + 1,

où | ω |=
(∑n+1

i=1ω
2
i

)1/2
etp ≥ 2.

Supposons que la fonctionφ satisfait les conditions suivantes :

a) ∀ s ∈ [0,∞), la fonctionx→ φ(x, s) est mesurable surΩ;
b) pour presque toutx ∈ Ω, la fonctions→ φ(x, s) est continue sur[0,∞);
c) ∀ s ∈ [0,∞) et presque toutx ∈ Ω, φ(x, s) ≤M oùM = const.

Théorème 5.1.Sip ≥ 2, si la fonctionφ satisfait aux conditions a–c et si pour presque
tout x ∈ Ω , φ(x, t)t − φ(x, s)s ≥ m(t − s) , pour t ≥ s, m > 0, alors l’opérateur
A : V → V ∗ = W−1,q(Ω) , p−1 + q−1 = 1 est semi-continu, strictement monotone
coercif et satisfait les conditions (2.1) et (4.9).

Démonstration.Remarquons que l’oṕerateurA peut se pŕesenter dans un cadre plus
commode

A = L∗A0L où L : y →
(
∂y

∂x1
,
∂y

∂x2
, . . . ,

∂y

∂xn
, y

)
L : V → Y = Lpn+1(Ω),

A0 : ω → (a1(x, ω), a2(x, ω), . . . , an+1(x, ω)).

L’opérateurA0 est l’oṕerateur de Nemytsky et sous les hypothèses a–c, il est facile de
montrer queA0ω ∈ Lqn+1(Ω) = Y ∗, p−1 + q−1 = 1 et que l’oṕerateurA0 est borńe (c.f.
H. Gajewski [5]). L’oṕerateurA0 est alors semi-continu deLpn+1(Ω) dansLqn+1(Ω). Si
L∗ : Y ∗ → V ∗ désigne l’adjoint deL, il en résulte que

〈Ay, v〉V ∗×V = 〈L∗A0Ly, v〉V ∗×V = 〈A0Ly, Lv〉Y ∗×Y .

Prenons les normes dans les espacesV etY telles que‖Ly‖Y = ‖y‖V . Il en d́ecoule
que si l’oṕerateurA0 admet l’une des propriét́es suivantes : semi-continuité, strict
monotonicit́e, coercivit́e et la propríet́e (4.9), alors l’oṕerateurA admet aussi cette
propríet́e. Pour l’oṕerateurA0 on a :

〈A0ω −A0z, ω − z〉Y ∗×Y ≥ m
∫

Ω
(| ω |p−1 − | z |p−1)(| ω | − | z |)dx

= m(‖ω‖Y + ‖z‖Y −
∫

Ω
(| ω |p−1| z | + | ω || z |p−1)dx

≥ m(‖ω‖pY + ‖z‖pY − ‖ω‖
p−1
Y ‖z‖Y − ‖ω‖Y ‖z‖p−1

Y )

= m(‖ω‖p−1
Y − ‖z‖p−1

Y )(‖ω‖Y − ‖z‖Y ),



76 Théorèmes d’existence. Approximation

où | z |= (
∑n+1

i=1 z
2
i )

1/2. Il en résulte que l’oṕerateurA0 est strictement monotone,
coercif et il admet la propriét́e (4.9). L’oṕerateurA est aussi semi-continu parce que
l’opérateurA0 est semi-continu et il satisfaità la condition (2.1). ¤

Les coefficientsai de l’opérateurA dans la forme (5.1) apparaissent notamment dans
les probl̀emes lat́eraux de la th́eorie de l’́elasticit́e ou dans les fluides non newtoniens.

Consid́erons le probl̀eme d’optimisation (I) avec le coût sous la forme

(5.2) J(u, y) =
∫

Ω
(Ey(u))2dx +

∫
Ω

(Du)2dx

où l’opérateurE est l’oṕerateur de l’injection deV dansH = L2(Ω) et l’opérateur
D ∈ L(V ∗, H) satisfaità la condition (4.11). Soity(u) la solution de l’́equation (5.1)
correspondant au contrôleu ∈ V ∗.

Analogiquement au cas géńeral, l’approximation du problème (I) se d́ecrit par le
probl̀eme suivant (Ih) : minimiser le côut

(5.3) J(uk, yh) =
∫

Ω
y2
h(x)dx +

∫
Ω

(Duk)2(x)dx

où uk ∈ V ∗k , yh =
∑n(h)

i=1 α
i
hei et (α1

h, α
2
h, . . . , α

n(h)
h ) est la solution du système

d’équations alǵebriques de la forme :〈
−

n∑
i=1

∂

∂xi
φ(x, | ωh |p−1) | ωh |p−2 ωih + φ(x, | ωh |p−1) | ωh |p−2 ωn+1

h , ej

〉
= 〈uk, ej〉

qui résulte de (4.6) òu j = 1,2, . . . , n(h), ωh = (ω1
h, ω

2
h, . . . , ω

n+1
h ),

ωih =
n(h)∑
j=1

αjh
∂ej
∂xi

i = 1,2, . . . n, ωn+1
h = yh.

Introduisons les matrices

Yh = [αih]n(h)×1, Eh = [(ei, ej)h]n(h)×n(h), Dk = [(Dmi, Dmj)h]n(k)×n(k),

Uk = [βik]n(k)×1 où uk =
∑n(k)

i=1 β
i
kmi, (mi) ⊂ V ∗ étant une base dénombrable.

Alors la fonctionnelle (5.3) a la forme

J(uk, yh) = YThEhYh +UTkDkUk.

Il est alorśevident que nous avons ramené le probl̀eme d’optimisation (I) en un problème
typique de programmation mathématique.

Remarquons que le théor̀eme 5.1 est aussi valable si nous considérons l’́equation
(5.1) avec les fonctions

ai(x, ω) = φ(x, |ω|p−1)|ω|p−2
n+1∑
j=1

bijωj ; i = 1,2, . . . , n + 1,
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p ≥ 2 où |ω| = (
∑n+1

i,j=1 bijωiωj)
1/2, bij ∈ L∞(Ω), bij = bji, i, j = 1,2, . . . , n + 1

et
∑n+1

i,j=1 bijdidj ≥ b
∑n+1

i=1 d
2
i , b = const.> 0, di ∈ R, i = 1,2, . . . , n + 1. Dans ce

cas il faut consid́erer l’espaceY = LPn+1(Ω) muni de la norme

‖ω‖Y = (
∫

Ω
(
n+1∑
i,j=1

bijωiωj)p/2dx)1/p.

L’opérateur de NemytskyA0 admet les m̂emes propríet́es qui pŕec̀edent si les hy-
poth̀eses du th́eor̀eme 5.1 sont satisfaites.

English extended abstract.In this paper we consider the optimal control problems (I)
and (II) for a system governed by a nonlinear Equation (1.1) with the cost functional
convex differentiable and coercive.

In a first preparatory part we prove two existence theorems for the problems (I) and
(II).

Theorem. Let V be a real reflexive Banach space andV ∗ a dual space ofV . Let us
assume thatA : V → V ∗ is strictly monotone, radially continuous, coercive and such
that limn→∞ 〈Ayn, yn〉 ≤ 〈u, y〉 for yn−−⇀

n→∞
y (weakly inV ) andAyn−−⇀

n→∞
u (weakly in

V ∗); J : V ∗ × V → R is convex, radially unbounded and differentiable. Then there
exists an element(u0, y0) ∈ Γ(A−1) such that

J(u0, y0) = inf
(u,y)∈Γ(A−1)

J(u, y)

where〈·, ·〉 stands for the duality relation betweenV ∗ andV , Γ(A−1) = {(u, y) ∈
V ∗ × V ; y = A−1u}, y0 = A−1u0.

Theorem. LetV ∗ be a reflexive real Banach space a dual to Banach spaceV . Let us
assume further thatA : V → V ∗ is strictly monotone, coercive, radially continuous
and such that

lim
n→∞

〈Ayn, yn〉 ≤ 〈u, y〉 for yn−−⇀
n→∞

y (weakly inV )

andAyn−−⇀
n→∞

u (weakly inV ∗); J : V ∗× → R is convex and differentiable. Then there

exist an element(u0, y0) ∈ Γad(A−1) such that

J(u0, y0) = inf
(u,y)∈Γad(A−1)

J(u, y)

whereΓad(A−1) = {(u, y) ∈ V ∗ × V ; u ∈ Uad , y = A−1u}, y0 = A−1u0 , Uad is a
set of admissible controls which is convex, closed and bounded inV ∗.

The second part of the paper is concerned with the convergence of Galerkin method
for the approximation of the problems (I), (II).

Theorem. Assume that operatorA satisfies all the assumptions of Lemma 4.2. Then
there exist weak condensation points of a set of solutions of the optimisation problems
(Ih) in V ∗ × V and each of these points is the solution of the optimisation problem(I).
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Theorem. Let the assumptions of Lemma 4.2 be satisfied and(Du0
k, Duk − Du0

k) +
(Ey0

kh − Eydh, Eykh − Ey0
kh) ≥ 0 ∀ (uk, ykh) ∈ Ukh, k ∈ K, h ∈ G, ydh ∈ Vh,

ydh −−→
h→0

yd (strongly inV ); ( (·, ·) denote the inner product in respective spaces), then

there exist strong condensation points of a set of solutions of the optimisation problems
(Ih)in V ∗ × V and each of these points is a solution of the optimisation problem(I)
with the cost functional (4.10).

Similarly to Theorems 4.1 and 4.2 we prove the existence of the weak and strong
condensation points of a set of solutions of the optimisation problems (IIh) in V ∗ × V
under the assumption int(Uad) 6= ∅. Each of these points is a solution of the optimisation
problem (II).

Finally, we apply the results to an example.
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