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APPLICATIONS RELATIVEMENT

BORNÉES SUR LES CÔNES C-RÉGULIERS

FATIMETOU MINT EL MOUNIR ET MOHAMED OUDADESS

RÉSUMÉ. Nous étendons des résultats de A. O. Bahyàa des ĉonesC-réguliers.
Comme conśequences, nous obtenons dans certains cas, une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un cône soit localement borné et d’autres pour qu’il soit bien
baśe. Nous obtenonśegalement des comparaisons de cônes nucĺeaires et de ĉones
bien baśes pour deux topologies différentes.

ABSTRACT. We extend some results of A. O. Bahya onC-regular cones. As a
consequence, we obtain in some cases necessary and sufficient conditions for a cone
to be locally bounded (resp. well based). We compare also nuclear cones and well
based cones with respect to distinct topologies.

1. Introduction. Nous introduisons une classe de cônes convexesditsC-réguliers. Elle
englobe les ĉones śequentiellement complets et les cônes śequentiellement complète-
ment ŕeguliers. Nous apportons une amélioration aux propositions 2 et 3 de [2], où il est
question d’applications relativement bornées, tout en leśetendant aux ĉonesC-réguliers.
Ceci permet d’une part d’obtenir, dans certaines situations, une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un ĉone soit localement borné (corollaire 3.5) et d’autres pour qu’un
cône soit bien baśe ou nucĺeaire (corollaire 3.9 et proposition 3.11). D’autre part cela
permet de comparer la nucléarit́e d’un ĉone et le fait qu’il soit bien basé pour deux
topologies diff́erentes.

On consid̀ere dans toute la suite que(E, τ) est un espace localement convexe śepaŕe.
Si E′ est le dual topologique deE, on noteσ la topologie faible associéeà la dualit́e
(E,E′). Pour les diff́erents types de cônes utiliśes dans cet article, on renvoieà [4] et
[5].

2. CônesC-r éguliers. Dans la d́efinition des ĉones śequentiellement complètement
réguliers, on consid̀ere des suites bornées. Ici, on se limite aux suites de Cauchy.

Définition. On dira qu’un ĉone convexeK ⊂ E est Cauchy-ŕegulier (C-régulier) si
toute suite croissante d’éléments deK qui est de Cauchy est convergente dansK.
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Exemples.

– Tout ĉone śequentiellement complet estC-régulier.
– Tout ĉone śequentiellement complètement ŕegulier estC-régulier.
– Tout ĉone faiblementC-régulier estC-régulier car si une suite de Cauchy est
σ-convergente alors elle estτ -convergente.

– On consid̀ere l’espace(l1, τ) où τ est la topologie d́efinie par la famille(pn)n
des semi-normes suivantes :

∀n ∈ N∗, pn((xk)k) =
n∑
k=1

|xk|, ∀(xk)k ∈ l1.

SoitK le cône convexe suivant :

K = {(xk)k∈N∗ ∈ l1, xk ≥ 0 ∀k ∈ N∗}.

AlorsK est un ĉone nonC-régulier. En effet(l1, τ) est subnormable etK est
nucĺeaire mais non localement borné (voir corollaire 3.6).

Remarques.

1. Dans un ĉone normal, si une suite croisante converge faiblement alors elle
converge. ([4]).

2. Dans un ĉone nucĺeaire, toute suite croissante bornée est de Cauchy ([6]).

La proposition suivante d́ecoule des remarques préćedentes.

Proposition 2.1. SoitK un ĉone convexe normal dans un espace localement convexe
sépaŕeE. Alors les assertions suivantes sontéquivalentes.

1. K est faiblement śequentiellement complètement ŕegulier ;
2. K est faiblementC-régulier ;
3. K est śequentiellement complètement ŕegulier.

SiK est nucĺeaire, alors les propríet́es pŕećedentes sont́equivalentes̀a

4. K est C-ŕegulier.

Notons qu’un ĉone normalC-régulier n’est pas ńecessairement faiblementC-régu-
lier. Par exemple, dans l’espace de Banach(l∞, ‖ ‖∞), le cône convexeK défini par :

K = {(xk)k∈N ∈ l∞, xk ≥ 0 ∀k ∈ N}.

est normal,C-régulier mais non faiblementC-régulier.

3. Applications relativement bornées.Rappelons qu’une applicationf deK dansR
est dite relativement bornée si pour toutx ∈ K, il existeα > 0 tel que : six = u + v
où u, v ∈ K alorsf(u) < α. Cette notion áet́e introduite par G. Mokobodzki [7] .

Remarques.

1. L’applicationf deK dansR est relativement borńee si et seulement si∀x ∈ K,
∃αx > 0 : f(y) < αx, ∀y ∈ [0, x].

2. Si K est σ-normal alors toute semi-norme continue surE est relativement
borńee.
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Dans [2] Bahya a montré que siK est un ĉone śequentiellement complètement
régulier dans lequel 0 possède un syst̀eme fondamental d́enombrable de voisinages et
si f : K −→ R est une application relativement bornée, alors :

∃µ > 0, ∃ε > 0, ∃r ∈ N : (∀x ∈ K) (∀m ≤ r)[(pm(x) ≤ ε) ⇒ (f(x) ≤ µ)]

où lespm sont les jauges du système fondamental d́enombrable de voisinages de 0 dans
K.

Nous obtenons l’aḿelioration et l’extension suivante de ce résultat.

Proposition 3.1. Soitf : K −→ R une application relativement bornée sur un ĉone
K vérifiant la condition suivante :

(c)
K estC-régulier et0 poss̀ede dansK un syst̀eme fondamental dénombrable

de voisinages(Vn)n.

Alors :
∃α > 0, ∃n ∈ N∗ : (∀x ∈ K) [pn(x) < 1 ⇒ f(x) ≤ α]

où pn est la jauge deVn.

Preuve.Soit (Wn)n un syst̀eme fondamental d́enombrable de voisinages convexes de
0 dansK tel que pour toutn ∈ N,Wn+1 ⊂Wn. Il suffit de montrer qu’il existen ∈ N∗
tel que

(∀x ∈ K) [(p′n(x) ≤ 1/2n) ⇒ f(x) ≤ n]

où p′n est la jauge deWn, car il existen0 ∈ N tel queVn0 ⊂ 1
2nWn. Supposons alors

que∀n ∈ N∗ ∃xn ∈ K p′n(xn) ≤ 1/2n et f(xn) > n. La suite
(∑

i≤n xi
)
n

est une

suite monotone croissante d’éléments deK qui est de Cauchy. En effet, soitm0 ∈ N∗.
On a :

p′m0

(
n∑

i=m+1

xi

)
≤

n∑
i=m+1

p′m0
(xi), n ≥ m ≥ m0

≤
n∑

i=m+1

p′i(xi)

≤
n∑

i=m+1

1/2i

≤ 1.

Elle converge donc vers un certainxdansK. En posantyn = x−xn, on aurax = xn+yn
avecxn etyn dansK etf(xn) > n, ce qui est contradictoire. ¤

Pour un ĉoneK séquentiellement complètement ŕegulier dans lequel 0 possède un
syst̀eme fondamental d́enombrable de voisinages et pourpune semi-norme relativement
borńee, Bahya a montré (proposition 3, [2]) que

∃µ > 0, ∃n ∈ N, ∀x ∈ K : p(x) ≤ µ sup
m≤n

pm(x).

Nous avons l’aḿelioration et l’extension suivante de ce résultat.
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Proposition 3.2. SoitK ⊂ E un ĉone convexe v́erifiant la condition (c) et soitf :
K −→ R une application relativement bornée et positivement homogène (i.e.f(λx) =
λf(x), ∀λ ≥ 0). Alors :

∃α > 0 ∃n ∈ N : f(x) ≤ αpn(x) ∀x ∈ K,

où pn est la jauge deVn.

Preuve.D’après la proposition 3.1, il existen ∈ N etα > 0 tels que :

(∀x ∈ K) [(pn(x) < 1) ⇒ f(x) ≤ α].

Soit ε > 0. On a pour toutx ∈ K, pn(x/(pn(x) + ε)) < 1. Doncf(x) ≤ αpn(x). ¤
La notion de partie semi-complète aét́e introduite par G. Mokobodzki dans [7].

Rappelons sa d́efinition.
Une partieS deE est dite semi-complète si pour toute suite(xn)n d’éléments de

S et toute suite(αn)n ∈ l+1 de somméegaleà 1, la suite(αnxn)n est sommable et∑
n αnxn ∈ S.

Lemme 3.3. SiK est un ĉone convexeC-régulier alorsK est semi-complet.

Preuve.Soit (xn)n une suite borńee d’́eléments deK et soit(αn)n une suite de ŕeels
positifs telle que

∑∞
n=1αnxn = 1. Alors la suite(

∑N
n=1αnxn)N∈N est croissante, de

Cauchy. En effet, soitV un voisinage disqúe de 0 et soitP la jauge deV . Comme(xn)n
est borńee, il existeλ > 0 tel quexn ∈ λV , pour toutn. Alors, il existeN ∈ N tel que∑∞

n=N αn < 1/λ.
Soitp ≥ q ≥ N , on a

P

 p∑
n=q+1

αnxn

 ≤ p∑
n=q+1

P (αnxn)

≤ λ
p∑

n=q+1

αn

< 1. ¤

Proposition 3.4. Soit(E, τ) un espace localement convexe sépaŕe etK ⊂ E un ĉone
convexe faiblement normal et vérifiant la condition (c). Alors tout tonneau deE est un
voisinage de źero dansK.

Preuve.Montrons que pour toutx ∈ K, [0, x] est une partie semi-complète. Si pour
tout n, xn ∈ [0, x] et si (αn)n ⊂ R+ est telle que

∑
n αn = 1 alors

∑
n αnxn ∈ K.

Comme(x− xn)n est borńee, on a
∑∞

n=1αn(x− xn) ∈ K.
Or,
∑∞

n=1αn(x− xn) = x−
∑∞

n=1αnxn. Donc 0≤
∑∞

n=1αnxn ≤ x.
D’autre part,[0, x] est borńe, donc d’apr̀es le lemme 18 de [7], tout tonneauA

absorbe[0, x]. La jaugep deA est donc relativement bornée. Ainsi, on a d’apr̀es la
proposition 3.2

∃α > 0 ∃n ∈ N : p(x) ≤ αpn(x) ∀x ∈ K,
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DoncA ∩K est un voisinage de 0 dansK. ¤

Le corollaire suivant est une extension d’un résultat d́emontŕe dans [4] pour un ĉone
convexesemi-complet pour une suite de formes linéaires continues surE et positives
surK.

Corollaire 3.5. SoitK ⊂ E un ĉone convexeσ-normal et v́erifiant la condition (c). Si
K est engendŕe par un ensembleB borné alorsK est localement borńe.

Preuve.L’enveloppe disqúee ferḿee deB dans l’espaceK-K est un tonneau. C’est
donc un voisinage de 0 dansK et il est borńe. ¤

Rappelons qu’un espace localement convexe śepaŕe (E, τ) est dit subnormable s’il
existe une norme surE dont la topologie est plus fine queτ . On v́erifie facilement que
(E, τ) est subnormable si et seulement siE contient une partie bornée absorbante.

Corollaire3.6. Soit (E, τ) un espace subnormable et soitK ⊂ E un ĉone convexe
σ-normal, v́erifiant la condition (c). AlorsK est localement borńe.

Bahya a montŕe dans [2] que siK est un ĉone śequentiellement complètement
régulier dans lequel 0 possède un syst̀eme fondamental d́enombrable de voisinages et si
K est bien baśe pour une topologie localement convexe surE pour laquelle tout borńe
est borńe pourτ , alorsK est bien baśe (proposition 4, [2]). Nous aḿeliorons ceci en
montrant queK est bien baśe d̀es qu’il a une base bornée.

Lemme 3.7. SoitK ⊂ E un ĉone convexe v́erifiant la condition (c) et soitf : K −→ R
une application relativement bornée et positivement homogène. Alors0 6∈ Aλ, pour
toutλ > 0, oùAλ = f−1(λ) et Aλ est son adh́erence.

Preuve.D’après la proposition 3.2, il existeα > 0, il existen ∈ N tels que

∀x ∈ K, f(x) ≤ αpn(x).

SiAλ = φ, c’est fini. SiAλ 6= φ et si 0∈ Aλ, il existerait une suite ǵeńeraliśee(xi)i∈I
d’éléments deAλ qui est convergente vers 0. Ce qui n’est pas possible car pour tout
i ∈ I, pn(xi) ≥ λ/α. ¤

Proposition 3.8. SoitK ⊂ E un ĉone convexe v́erifiant la condition (c). Alors toute
baseB deK est telle que0 6∈ B.

Preuve.PuisqueB est une base pourK, il existe une forme lińeairef , positive surK
telle queB = f−1({1}) ∩K. ¤

Corollaire 3.9. Un cône v́erifiant la condition (c) est bien basé si et seulement si il
poss̀ede une base bornée.

Nous obtenonśegalement, comme conséquence du lemme 3.7, le résultat suivant.

Proposition 3.10. Soit K ⊂ E un ĉone convexe v́erifiant la condition (c) et soit
p : K −→ R+ une application additive et positivement homogène. Alors

∃f ∈ E′, ∀x ∈ K, p(x) ≤ f(x).
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Preuve.On poseA = {x ∈ K, p(x) = 1}. Si pour toutx ∈ K, p(x) = 0 alors on a
le résultat. S’il existex ∈ K tel quep(x) 6= 0, alorsA est un convexe nonvide qui ne
contient pas źero. D’apr̀es un th́eor̀eme de śeparation, il existef ∈ E′ telle que, pour
touty ∈ A, f(y) ≥ 1. On a alors

p(x) ≤ f(x) ∀x ∈ K. ¤

Le résultat suivant, qui d́ecoule directement de la proposition préćedente, montre
en particulier que dans un espace de Fréchet, les formes lińeaires non ńecessairement
continues suffisent̀a caract́eriser les ĉones ferḿes nucĺeaires (respectivement bien
baśes). Le dual alǵebrique deE est not́eE∗.

Proposition 3.11. Soit(E, τ) un espace localement convexe sépaŕe etK ⊂ E un ĉone
convexe v́erifiant la condition (c). Alors

1. K est nucĺeaire si et seulement si il existe une baseB de semi-normes définissant
la topologieτ telle que

∀p ∈ B, ∃ f ∈ E∗, ∀x ∈ K : p(x) ≤ f(x).

2. K est bien baśe si et seulement si il existe une baseB de semi-normes définissant
τ , il existef ∈ E∗ tels que

∀p ∈ B, ∃αp > 0, ∀x ∈ K : p(x) ≤ αpf(x).

4. Comparaisons pour diff́erentes topologies.Dans cette section, nous considérons
deux topologies sur l’espaceE et nous obtenons sous certaines conditions que le cône
est nucĺeaire (respectivement bien basé) pour l’une des topologies dès qu’il l’est pour
l’autre. Commenc¸ons par le cas òu elles sont comparables.

Proposition 4.1. Soit (E, τ) un espace localement convexe sépaŕe etK ⊂ E un
cône convexe v́erifiant la condition (c). SiK est nucĺeaire (respectivement bien basé)
pour une topologie localement convexeτ1 plus fine queτ alors K est τ -nucĺeaire
(respectivementτ -bien baśe).

Preuve.CommeK est τ1-nucĺeaire, il existe une baseB formée de semi-normes
additives, d́efinissant la topologieτ1 (voir [1]). Soit p une semi-normeτ -continue, il
existep1 ∈ B telle quep ≤ p1. D’après la proposition 3.10, il existef ∈ (E, τ)′ telle
quep(x) ≤ f(x), pour toutx ∈ K.

On fait un raisonnement analogue siK estτ1-bien baśe. ¤

Proposition 4.2. Soit(E, τ) un espace localement convexe sépaŕe et soitτ1 une topolo-
gie localement convexe surE telle que(E, τ)′ ⊂ (E, τ1)′ (par exemple,τ1 plus fine
queτ ou τ1 compatible avec le dual(E, τ)′). SoitK un ĉone convexeσ1-normal.

1. Si pour la topologieτ , K est nucĺeaire et v́erifie la condition (c) alorsK est
τ1-nucĺeaire.

2. SiK estC-régulier et bien baśe pourτ , il estτ1-bien baśe.
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Preuve.

1. Consid́erons un système fondamental d́enombrable de voisinages de 0 dansK
pourτ dont les jauges(qn)n sont additives. Soitp une semi-normeτ1-continue,
elle est relativement bornée carK estσ1-normal. Donc,

∃αp > 0, ∃np ∈ N, ∀x ∈ K : p(x) ≤ αpqnp(x).

D’après la proposition 3.10, il existefnp ∈ (E, τ)′ telle que

qnp(x) ≤ fnp(x) ∀x ∈ K

et comme(E, τ)′ ⊂ (E, τ1)′,K estτ1-nucĺeaire.
2. Raisonnement analogueà 1. ¤

Comme conśequence, nous obtenons l’extension suivante d’un résultat de Isac [5]
concernant les ĉones faiblement complets.

Corollaire 4.3. SoitK ⊂ E un ĉone convexe faiblementC-régulier dans lequel źero
poss̀ede un système fondamental dénombrable de voisinages faibles. SiK est faiblement
normal alorsK est nucĺeaire.

Dans le cas òu les topologies ne sont pas comparables, on a les résultats qui suivent.

Proposition 4.4. Soit τ1 et τ2 deux topologies localement convexes sépaŕees sur un
même espace vectorielE etK ⊂ E un ĉone convexe v́erifiant la condition (c) pour les
deux topologies. On suppose de plus queK estτ2-nucĺeaire. Alors siK estσ1-normal,
il est τ1-nucĺeaire.

Preuve.PuisqueK estτ2-nucĺeaire et que źero poss̀ede dansK un syst̀eme fondamental
dénombrable de voisinages pourτ2 alors źero poss̀ede dansK un syst̀eme fondamental
dénombrable de voisinages pourτ2 dont les jauges(qn)n sont additives. Soitp une
semi-normeτ1-continue, elle est relativement bornée donc,

∃αp > 0, ∃np ∈ N, ∀x ∈ K : p(x) ≤ αpqnp(x).

D’après la proposition 3.10, il existefp ∈ (E, τ1)′ telle que

qnp(x) ≤ fp(x) ∀x ∈ K

et doncK estτ1-nucĺeaire. ¤
Le corollaire suivant montre en particulier que siK est un ĉone ferḿe normal non

nucĺeaire dans un espace de FréchetE, alors il n’est nucĺeaire pour aucune autre
topologie de Fŕechet surE pour laquelle il est ferḿe.

Corollaire 4.5. SoitK ⊂ (E, τ) un ĉone convexe v́erifiant la condition (c). S’il existe
surE une topologie de Fŕechetτ1 pour laquelleK est nucĺeaire et ferḿe et siK est
σ-normal alorsK estτ -nucĺeaire.

Pour les ĉones bien baśes, on a :
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Proposition 4.6. Soit τ1 et τ2 deux topologies localement convexes sépaŕees sur un
même espace vectorielE etK ⊂ E un ĉone convexe v́erifiant la condition (c) pour la
topologieτ1. On suppose de plus queK estC-régulier et bien baśe pour la topologie
τ2. SiK estσ1-normal alorsK estτ1-bien baśe.

Preuve.Soit (qn)n les jauges associéesà un syst̀eme fondamental d́enombrable de
voisinages de 0 dansK pourτ2 et soitp une semi-normeτ1-continue. Alors

∃αp > 0, ∃np ∈ N : p(x) ≤ αpqnp(x) ∀x ∈ K .

CommeK estτ2-bien baśe, il existef ∈ (E, τ2)′, il existeλp > 0 tels que

qnp(x) ≤ λpf(x) ∀x ∈ K.

K est doncτ1-bien baśe. ¤

Corollaire 4.7. SoitK ⊂ (E, τ) un ĉone convexe v́erifiant la condition (c). On suppose
queK estσ-normal mais non bien basé. AlorsK ne peut̂etre bien baśe pour aucune
autre topologie pour laquelle il est séquentiellement complet.

English extended abstract.Let (E, τ) be a locally convex Hausdorff space. AC-
regular coneK ⊂ E, is a cone in which every increasing Cauchy sequence is convergent
with respect to the induced topology onK.

Propositions 3.1and 3.2 give properties of relatively bounded maps onC-regular
cones. These two propositions applied to a subclass ofC-regular cones sharpen a result
due to A. O. Bahya.

Let K be aC-regular cone for which 0 has a countable basis of neighborhoods in
K. Our Corollary 3.5 shows that, ifK is weakly normal and generated by a bounded
set, thenK is locally bounded. Proposition 3.9 shows thatK is well based if and only
if K has a bounded base.

Let p be a semi-norm onE. Proposition 3.10 shows that there isf ∈ E′, such that
p(x) ≤ f(x), for everyx ∈ K.

As a corollary we obtain necessary and sufficient conditions forK to be nuclear or
well based.

Finally, we use Proposition 3.10 to compare nuclearity and well based property ofK
with respect distinct topologies. In particular, we show that ifK is nuclear (resp. well
based) with respect to a topologyτ1 finer thanτ , thenK is nuclear (resp. well based)
with respect to the topologyτ .

Let τ1 be a topology finer thanτ and assumeK weakly normal with respect toτ1.
Proposition 4.2 shows that ifK is nuclear (resp. well based) with respect to the topology
τ , thenK is nuclear (resp. well based) with respect to the topologyτ1.

We obtain also results for noncomparable topologies (Propositions 4.4 and 4.6).

BIBLIOGRAPHIE
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Cônes nucĺeaires, Mathematica(Cluj)25 (1983), 159–169.

6. G. Isac,Sur l’existence de l’optimum de Pareto, Riv. Mat. Univ. Parma9 (1983), 303–325.
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