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SUR LA DÉRIVATION DANS CERTAINS ANNEAUX QUOTIENTS DE R [x]

PAUL DEGUIRE ET CLAUDE GAUTHIER

RÉSUMÉ. Nous d́efinissons la d́erivée de fonctions dont le domaine et l’image sont
formés de nombres pouvantêtre identifíesà des classes d’équivalence de certains
anneaux quotients deR[x]. Nous en d́eduisons une condition nécessaire et suffisante
pour que de telles fonctions soient holomorphes dans le sens de cette dérivation. Ceci
nous permet de caractériser des fonctions qui géńeralisent les fonctions harmoniques.
Dans ce contexte, nous résolvons une ǵeńeralisation de l’́equation des ondesà deux
dimensions.

ABSTRACT. We define the derivative of functions whose domain of definition and
range are sets of numbers which can be identified to equivalence classes of quotient
rings ofR[x]. A necessary and sufficient condition for such functions to be holomor-
phic in the sense of this derivation follows. This allows us to characterize functions
which generalize harmonic functions. In this context, we solve a generalization of
the two-dimensional wave equation.

1. Introduction. L’id ée de ǵeńeraliser la th́eorie des fonctions d’une variable complexe
à une th́eorie des fonctions d́ependant de plus de deux variables réelles n’est pas
nouvelle et certaines géńeralisations ont d́ejà ét́e propośees (voir par exemple [1, 4,
8]). Le th́eor̀eme de Frobenius concernant la dimension des corps commutatifs surR
([5], p. 139), nous indique toutefois qu’aucune de ces géńeralisations ne peut avoir
la simplicit́e de la th́eorie des fonctions d’une variable complexe. Il est néanmoins
intéressant de voir ce que l’on peut tirer de telles géńeralisations.

Nous pŕesentons ici certaines propriét́es d’une nouvelle ǵeńeralisation de la th́eorie
des fonctions d’une variable complexe en adoptant la perspective de Cauchy basée
sur la diff́erentiabilit́e. Cette ǵeńeralisation aét́e introduite en [3] et repose sur la
notion d’inverse additif composé. Les ensembles de nombresà inverse additif composé
ont comme cas particuliers tous ceux des nombres multicomplexes, dontR et C font
partie ([6, 7]). Apr̀es avoir établi une correspondance entre les nombresà inverse
additif compośe et des classes d’équivalence dans l’anneau des polynômes̀a coefficients
dansR, nous donnons une géńeralisation deśequations de Cauchy-Riemann dont la
vérification est une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction associée soit
holomorphe, dans un sens un peu plus large que la définition usuelle. Cette condition
cöıncide avec celle s’appliquant aux fonctions d’une variable multicomplexe seulement
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lorsque cette variable est dansC. Nous d́eterminons ensuite l’équivalent des fonctions
harmoniques dans ce contexte et précisons certaines de leurs caractéristiques. Nous
nous int́eressons enfin aux solutions géńerales d’́equations aux d́erivées partielles qui
géńeralisentà des ordres supérieursà deux, l’́equation de Laplace et l’équation des
ondes̀a deux dimensions.

2. Les nombres addisyḿetriques. Soit m ∈ N, m ≥ 2. Consid́eronsm copies
du monöıde forḿe de l’ensemble des nombres réels positifsR+ avec l’addition et
supposons que ces monoı̈des partagent le m̂emeélément neutre. Ces monoı̈des peuvent
être repŕesent́es ǵeoḿetriquement parm copies du demi-axeR+ munies d’une origine
commune. Soit 1(k)m , k ∈ I(m) = {0,1, . . . ,m − 1}, les unit́es additives de ces
monöıdes. Le monöıde dont l’unit́e est 1(0)m sera appelé monöıde primaire et les
nombres de ce monoı̈de seront dits nombres primaires. Nous désignerons 1(k)m par
1(k) et l’unité 1(0) sera souvent notée 1, si aucune confusion ne risque de s’ensuivre. Si
a ∈ R+, l’expressiona(k) désignera un nombre quelconque duk-ième desmmonöıdes.

Une multiplication commutative des 1(k), k ∈ I(m), qui ǵeńeralise celle d́efinie sur
R s’obtient en imposant aux indices des 1(k) de former le groupe cycliqueZm avec
l’addition modulom :

1(k1)1(k2) = 1((k1+k2)(modm)) , (1)

où k1, k2 ∈ I(m) et l’expression formant l’indice de second membre est le nombre de
I(m) qui est congruent̀a k1 + k2 modulom. La d́efinition (1) permet de calculer le
produit de n’importe quel couple de nombres desm monöıdes. Il en ŕesulte que quels
que soient les nombres primairesak1, bk2, où k1, k2 ∈ I(m) :

 ∑
k1∈I(m)

a
(k1)
k1

 ∑
k2∈I(m)

b
(k2)
k2

 =
∑

k∈I(m)

 ∑
k1,k2∈I(m)

k1+k2≡k(modm)

ak1bk2


(k)

. (2)

Puisque la multiplication (1) est commutative, la multiplication (2) le seraégalement.
En plus de la relation (1), nous admettrons que les 1(k) satisfont :∑

k∈In(m)

1(k) = 0 , (3)

pour tout diviseurn dem, où In(m) est le sous-ensemble des multiples den dansI(m).
Le second membre de (3) correspondà l’élément neutre commuǹa tous les monöıdes.
En multipliant chaque 1(k), k ∈ In(m), par un m̂emecn ∈ R+, on obtient :∑

k∈In(m)

c(k)
n = 0 (4)

pour tout diviseurn dem. Si ak ∈ R+ pourk ∈ I(m) et cn = minj∈In(m){aj} dans
(4), alors : ∑

k∈I(m)

a
(k)
k =

∑
n|m

∑
k∈In(m)

(
ak − min

j∈In(m)
{aj}

)(k)

. (5)
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Le second membre de (5) est appelé expression réduite de
∑

k∈I(m) a
(k)
k et sera not́e∑

k∈I(m)〈ak〉(k). Nous appelleronsk-ième coordonńee de
∑

k∈I(m) a
(k)
k le nombre

primaire 〈ak〉. L’ équation (5) d́efinit une relation d’́equivalence dans l’ensemble des
expressions

∑
k∈I(m) a

(k)
k et que l’addition coordonńeeà coordonńee et la multiplica-

tion (2) y sont des oṕerations bien d́efinies. Nouśecrirons
∑

k∈I(m) a
(k)
k =

∑
k∈I(m) b

(k)
k

si la différence entre ces expressions appartientà la classe d’́equivalence de 0.

Définition 1. Nous appelons nombresm-addisyḿetriques les classes d’équivalence
des expressions

∑
k∈I(m) a

(k)
k modulo les relations (3), òu le produit deux̀a deux des

1(k), k ∈ I(m), est d́efini par (1).

L’ensemble des nombresm-addisyḿetriques sera noté Am. Définissons le produit
dea(0)2

0 + a(1)2
1 ∈ A2 par ∑

k∈I(m)

b
(k)m
k ∈ Am.

Si l’expression ŕeduite dea(0)2
0 + a(1)2

1 est〈a0〉(0)2, ce produit est d́efini par∑
k∈I(m)

(
〈a0〉bk

)(k)m .

Si l’expression ŕeduite dea(0)2
0 + a(1)2

1 est〈a1〉(1)2, ce produit est donńe par∑
k∈I(m)

(
〈a1〉b̂k

)(k)m
,

où b̂k =
∑

j∈I(m),j 6=k bj pourk ∈ I(m). Avec l’addition coordonńeeà coordonńee et
la multiplication d’unélément deA2 par unélément deAm définie ci-dessus, on a que
toutAm forme un espace vectoriel de dimensionϕ(m) surA2, oùϕ désigne la fonction
totient d’Euler. Cet espace vectoriel sera notéA2;m.

On d́esigne parR[x] l’anneau des polyn̂omesà coefficients dansR et par〈Φm(x)〉
l’id éal engendŕe par le polyn̂ome cyclotomique d’ordrem. Rappelons queΦm(x) se
définit par ŕecurrence parΦ1(x) = x− 1 etΦm(x) = (xm − 1)/

∏
k|m,k 6=m Φk(x). Les

relations (1) et (3) montrent que l’ensembleAm peutêtre vu comme la ǵeńeralisation
de l’ensemble des nombres cyclotomiques d’ordrem résultant de l’extension, deQ àR,
du corps̀a partir duquel ces nombres sont définis. Nous avons en fait que les ensembles
Am et R[x]/〈Φm(x)〉 sont des alg̀ebres de dimensionϕ(m) ayant chacune un sous-
ensemble ǵeńerateur v́erifiant les m̂emeséquations cyclotomiques : cela y définit la
même multiplication. Il s’ensuit :

Am ' R[x]/〈Φm(x)〉 . (6)

L’expression (6) permet d’identifier la structure algébrique desAm. On obtient ainsi
queA2 est un corps isomorphèaR, alors queA3, A4 etA6 sont des corps isomorphesà
C. On a aussi que tous les autresAm, ϕ(m) ≥ 4, sont des anneaux commutatifs ayant
des diviseurs de zéro. On peut enfin noter que chaqueAm a comme sous-ensemble un
corps isomorphèaA2.
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Nous allons maintenant préciser la nature de l’ensemble des diviseurs de zéro deAm,
ϕ(m) ≥ 4. On peut d’abord remarquer que le polynôme cyclotomique associé à Am,
m ≥ 3, s’exprime comme un produit deϕ(m)/2 polyn̂omes quadratiques irréductibles
dansR, not́esθm,k(x). Or R[x]/〈θm,k〉 ' C pour toutk = 1,2, . . . , ϕ(m)/2, de sorte
queAm s’écrit comme une somme directe deϕ(m)/2 idéaux qui sont tous des corps
isomorphes̀aC. Pourm > 2, on a alors :

Am '
ϕ(m)/2⊕
j=1

C . (7)

Soit a, b ∈ Am tels queab = 0. Selon l’isomorphisme (6), il existe des polynômes
pa(x), pb(x) ∈ R[x] dont les classes d’équivalence moduloΦm(x) correspondent
respectivement̀aaetbet sont tels quepa(x)pb(x) ∈ 〈Φm(x)〉. Le polyn̂omepa(x)pb(x)
contient donc tous les facteurs quadratiques irréductibles deΦm(x). Ainsi, pour tout
k = 1,2, . . . , ϕ(m)/2, on a queθm,k(x)|pa(x)pb(x) de sorte queθm,k(x)|pa(x) ou
θm,k(x)|pb(x). Si θm,k(x)|pa(x), alors la classe d’équivalence depa(x) est nulle dans
R[x]/〈θm,k(x)〉 et pb(x) ∈ Ann

(
R[x]/〈θm,k(x)〉

)
, où Ann(X) désigne l’annulateur

deX. De m̂eme siθm,k(x)|pb(x). Or

Ann
(
R[x]/〈θm,k(x)〉

)
= R[x]/〈

ϕ(m)/2∏
j 6=k
j=1

θm,j(x)〉 .

Il s’ensuit que siϕ(m) ≥ 4, alors l’ensemble des diviseurs de zéro deAm, not́eA◦m, est
l’union deϕ(m)/2 sous-espaces de codimension 2 deA2;m. À noter queA◦m ne contient
aucun nombre non nul de l’un ou l’autre desm monöıdes deAm. Désignons parA?

m

l’ensemble des non-diviseurs de zéro deAm. Nous d́efinissons l’inverse multiplicatif
dea ∈ A?

m commeétant la solutionx ∈ A?
m de l’équationax = 1. Cet inverse sera

not́e 1/a.
Notons que lesA2k cöıncident avec les ensembles de nombres multicomplexes

d’ordrek − 1 de [6]. Ainsi, par exemple,A8 et A16 correspondent respectivement aux
ensembles de nombres bicomplexes (ou tétranombres [7]) et tricomplexes.

3. Des extensions alǵebriques de Ap. Nous nous restreindrons dorénavant au cas où
m est un nombre premierp ∈ N. Il est clair que(1(σ))p = 1 pour toutσ ∈ I(p).
Les équations du typexp = 1(ν), ν ∈ I∗(p) = {1,2, . . . , p − 1}, n’ont ainsi aucune
solution dansAp qui s’exprimeà l’aide d’une seule coordonnée. On peut toutefois
produire de telles solutions̀a l’intérieur d’extensions alǵebriques deAp. Ces extensions
s’obtiennent par l’adjonction de la racinep-ième non composée de 1(ν), ν ∈ I∗(p), que
nous d́esignerons parsp,ν . Les extensions ainsi obtenues seront notéesEp,ν . On montre
aiśement que toutes ces extensions sont isomorphes entre elles et que

Ep,ν ' Ap[x]/〈xp −p 1(ν)〉 ,

où−p1 =
∑

k∈I∗(p) 1(k), désigne l’inverse additif de 1 dansAp. On aégalement que

Ep,ν ' R[x]/〈Φp2(x)〉 ,
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d’où Ep,ν ' Ap2. De (7), on tire alors que chaqueEp,ν , ν ∈ I∗(p), s’exprime comme
une somme directe de(p− 1)p/2 idéaux qui sont tous des corps isomorphesàC.

D’autres extensions algébriques deAp s’obtiennent par l’adjonction d’uńelémentsp,0
n’appartenant pas̀aAp et dont la puissancep-ièmeégale 1(0). Un tel élément peut̂etre
repŕesent́e par un produit desp,ν , ν ∈ I∗(p), commesp,1sp,p−1 ousp,1sp,2 . . . sp,p−1. Il
est facile de voir que toutes les extensions deAp obtenues̀a partir de l’un ou l’autre de
ceséléments sont isomorphes entre elles. Ces extensions seront désigńees parEp,0.

Comme pour lesEp,ν , ν ∈ I∗(p), on peutétablir une relation entreEp,0 et cer-
tains anneaux quotients de polynômes à coefficients dansR. En effet, pour tout∑

k∈I(p) aks
k
p,0 ∈ Ep,0, on a queak =

∑
j∈I(p) a

(j)
k,j ∈ Ap pour k ∈ I(p) et sp,0 sa-

tisfait l’ équationyp = 1. On en d́eduit que

Ep,0 ' Ap[y]/〈yp −p 1〉 .

De (6), il s’ensuit :
Ep,0 ' R[x, y]/〈Φp(x)(yp − 1)〉 .

Il est alors clair queEp,0 ' Ap ⊕ (Ap ⊗ Ap), où ⊗ désigne le produit tensoriel. Les
extensionsEp,0 etEp,1 seront d́esigńees ǵeńeriquement parEp,µ.

Si
∑

k∈I(p) aks
k
p,µ,
∑

k∈I(p) bks
k
p,µ ∈ Ep,µ, où ak, bk ∈ Ap pour k ∈ I(p), alors le

produit de ces nombres est défini par :

 ∑
k∈I(p)

aks
k
p,µ

 ∑
k∈I(p)

bks
k
p,µ

 =
∑
k∈I(p)

 ∑
k1,k2∈I(p)

k1+k2≡k(modp)

ak1b
(r(µ,k,k1))
k2

 skp,µ , (8)

où r(µ, k, k1) = 0, sik1 ≤ k, etr(µ, k, k1) = µ, sik1 > k. Avec l’addition coordonńee
à coordonńee et la multiplication (8), chaqueEp,µ a la structure alǵebrique d’un module
unitaire de dimensionp sur l’anneauAp et l’ensemble{1, sp,µ, s2

p,µ, . . . , s
p−1
p,µ } en est

une base. Puisque toutAp, s’exprime comme un espace vectoriel de dimensionp − 1
sur le corpsA2, l’ensembleEp,µ est aussi un espace vectoriel de dimension(p−1)p sur
A2. Cet espace vectoriel sera noté E2;p,µ. On montre aiśement qu’aucun des anneaux
Ep,µ n’est int̀egre sip ≥ 3 ; l’anneauE2,1 est pour sa part un corps isomorpheà C,
alors queE2,0 est isomorphèa l’ensemble des nombres doubles ([5], p. 11).

Désignons parE◦p,µ l’ensemble des diviseurs de zéro deEp,µ. PuisqueEp,1 ' Ap2,
on obtient imḿediatement du paragraphe préćedent que sip ≥ 3 alors l’ensembleE◦p,1
est l’union de(p − 1)p/2 sous-espaces de codimension 2 deE2;p,1. Un raisonnement
similaire à celui que nous avons appliqué pour d́eterminerA◦m montre queE◦2,0 est
l’union de deux droites,E◦3,0 est l’union de deux sous-espaces de codimension 2 et
d’un sous-espace de codimension 3 etE◦p,0, p ≥ 5, est l’union d’un sous-espace de
codimensionp−1, de(p−1)/2 sous-espaces de codimension 2(p−1) et de(p−1)/2
sous-espaces de codimension 2pdeE2;p,0. On a aussi queE◦p,µ ne contient aucun nombre
non nul de l’un ou l’autre desp2 monöıdes deEp,µ. Désignons parE?p,µ l’ensemble
des non-diviseurs de zéro deEp,µ. L’inverse multiplicatif dea ∈ E?p,µ est d́efini par la
solutionx ∈ E?p,µ deax = 1. Cet inverse sera noté 1/a.
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4. L’addid érivation. Afin de d́efinir une limite, puis une d́erivée surEp,µ, nous allons
y introduire la notion dep-prévaleur absolue. Nous dirons qu’une fonction deEp,µ sur
R+, not́eez 7→ ‖z‖p, est unep-prévaleur absolue si elle satisfait : i)‖z‖p = 0 si et
seulement siz = 0, ii) ‖z + w‖p ≤ ‖z‖p + ‖w‖p, iii) ‖zw‖p ≤ ‖z‖p‖w‖p quels que
soientz, w ∈ Ep,µ.

Soit 〈ak,j〉, 〈bk,j〉, j ∈ I(p), les coordonńees des expressions réduites de respective-
mentak, bk ∈ Ap pour k ∈ I(p). En remarquant que〈ak,j + bk,j〉 ≤ 〈ak,j〉 + 〈bk,j〉
et 〈 ∑

j1,j2∈I(p)
j1+j2≡j(modp)

ak,j1bk,j2

〉
≤

∑
j1,j2∈I(p)

j1+j2≡j(modp)

〈ak,j1〉 〈bk,j2〉

pour toutk ∈ I(p), on montre directement que la fonctionz 7→ ‖z‖p définie par :∥∥∥∥∥∥
∑
k∈I(p)

aks
k
p,µ

∥∥∥∥∥∥
p

=
∑
k∈I(p)

 ∑
j∈I(p)

〈ak,j〉


est unep-prévaleur absolue surEp,µ [3].

Soit f une fonction d́efinie surEp,µ et prenant ses valeurs dansEp,µ. Soit aussi
z ∈ Ep,µ un élément du domaine def .

Définition 2. Nous dirons quef estp-addid́erivable enz si

lim
∆z→0

f(z + ∆z)−p f(z)
∆z

existe ind́ependamment de la fac¸on dont∆z ∈ E?p,µ tend vers źero, au sens de la
p-prévaleur absolue d́efinie surEp,µ.

Nous appelleronsp-addid́erivée def(z) et noteronsf ′(z) la valeur de celle limite.
Une conśequence imḿediate de cette d́efinition est que les fonctions d’une variable
dansEp,µ satisfont aux r̀egles usuelles de dérivation.

Une fonction d́efinie surEp,µ sera ditep-addiholomorphe en un point si elle estp-
addid́erivable en tout point d’un voisinage, défini en termes de lap-prévaleur absolue, du
point consid́eŕe. Nous dirons qu’une fonction estp-addiholomorphe dans un domaine
deEp,µ si elle estp-addiholomorphe en tout point de ce domaine.

5. Une ǵenéralisation deséquations de Cauchy-Riemann.Si z=
∑

k∈I(p)
xks

k
p,µ ∈

Ep,µ, où xk =
∑

l∈I(p)
x

(l)
k,l ∈ Ap pourk ∈ I(p), et

f(z) =
∑
k∈I(p)

uk(x0, x1, . . . , xp−1)skp,µ,

on d́efinit lap-addid́erivée partielle deuj par rapport̀axk par :

∂uj
∂xk

=
∑
l∈I(p)

〈
∂uj
∂xk,l

〉(l)

. (9)
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Notons que si ¯xk désigne la restriction dexk ∈ Ap, k ∈ I(p), au sous-ensemble deAp

isomorphe au corpsA2, qui est lui-m̂eme isomorphèa R, alors (9) devient la d́erivée
partielle usuelle deuj : Rp → Rp−1 par rapport̀a x̄k.

Le théor̀eme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion soitp-addiholomorphe dans un domaine deEp,µ.

Théorème 1. Soitz ∈ Ep,µ etf : Ep,µ→ Ep,µ. Si

f(z)=
∑
k∈I(p)

uk(x0, . . . , xp−1)skp,µ,

où les fonctionsuk : Ap
p → Ap, k ∈ I(p), ont desp-addid́erivées partielles continues

par rapportà xj , j ∈ I(p), alorsf estp-addiholomorphe dans un domaineD deEp,µ
si et seulement si les(p− 1)p2/2 équations suivantes sont satisfaites dansD :

∂u(i+k)(modp)

∂xi
= 1([ep,µ(k,j)−ep,µ(k,i)](modp))∂u(j+k)(modp)

∂xj
, (10)

où i, j, k ∈ I(p), i 6= j, et

ep,µ(k, i) =
{

0, si i = 0,1, . . . , p− k − 1

p− µ, si i = p− k, . . . , p− 1 .
(11)

Démonstration.Si f estp-addiholomorphe dansD, il est facile de voir que pour tout
z ∈ D et i ∈ I(p) :

f ′(z) = 1(p−µ)
∑
k∈I(p)

∂uk
∂xi

sp+k−i
p,µ . (12)

Par conśequent ∑
k∈I(p)

∂uk
∂xi

sk−ip,µ =
∑
l∈I(p)

∂ul
∂xj

sl−jp,µ (13)

pour touti, j ∈ I(p), i 6= j. En identifiant les coefficients des différentes puissances de
sp,µ en (13), on obtient leśequations :

1(ep,µ(k,i))∂u(i+k)(modp)

∂xi
= 1(ep,µ(k,j))∂u(j+k)(modp)

∂xj
,

où ep,µ(k, i) est d́efini par (11). La formule (10) suit alors imḿediatement.
Montrons maintenant que la vérification deśequations (10) dans un domaineD de

Ep,µ fait que la fonctionf y estp-addiholomorphe.́Etant donńe la d́efinition (9), on
peut appliquer le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires̀a chacune des fonctions déduites
desuk, k ∈ I(p), en gardant fix́eesp − 1 de sesp variables. Il s’ensuit que pour tout

j, k ∈ I(p), il existe unεk,j =
∑

i∈I(p) ε
(i)
k,j,i ∈ Ap tel que

uk(ξ0, . . . , ξj−1, xj + ∆xj , ξj+1, . . . , ξp−1)−p uk(ξ0, . . . , ξj−1, xj , ξj+1, . . . , ξp−1)

=
(
∂uk
∂xj

+ εk,j

)
∆xj ,
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où εk,j → 0 lorsque∆xj → 0 au sens de lap-prévaleur absolue. Ainsi

∆uk = uk(x0 + ∆x0, . . . , xp−1 + ∆xp−1)−p uk(x0, . . . , xp−1)

= uk(x0 + ∆x0, . . . , xp−1 + ∆xp−1)−p uk(x0, x1 + ∆x1, . . . , xp−1 + ∆xp−1)

+ uk(x0, x1 + ∆x1, . . . , xp−1 + ∆xp−1)

−p uk(x0, x1, x2 + ∆x2, . . . , xp−1 + ∆xp−1)
...

+ uk(x0, x1, . . . , xp−2, xp−1 + ∆xp−1)−p uk(x0, x1, . . . , xp−1)

=
∑
j∈I(p)

(
∂uk
∂xj

+ εk,j

)
∆xj .

Si εj =
∑

k∈I(p) εk,js
k
p,µ, on a alors :

f(z + ∆z)−p f(z) =
∑
k∈I(p)

∆ukskp,µ

=
∑
k∈I(p)

 ∑
j∈I(p)

(
∂uk
∂xj

+ εk,j

)
∆xj

 skp,µ

=
∑
j∈I(p)

 ∑
k∈I(p)

∂uk
∂xj

skp,µ

∆xj +
∑
j∈I(p)

εj∆xj

=
∑
j∈I(p)

 ∑
k∈I(p)

1(p−ep,µ((k−j)(modp),j))∂u(k−j)(modp)

∂x0
sk−jp,µ

 sjp,µ∆xj +
∑
j∈I(p)

εj∆xj

=

 ∑
k∈I(p)

∂uk
∂x0

skp,µ

 ∑
j∈I(p)

∆xjsjp,µ

 +
∑
j∈I(p)

εj∆xj .

Ainsi

f ′(z) =
∑
k∈I(p)

∂uk
∂x0

skp,µ =
∂f

∂x0
. (14)

Ceci montre que lap-addid́erivée def est uniquement d́etermińee dansD et donc que
f y estp-addiholomorphe. ¤

Remarquons que la géńeralisation (10) deśequations de Cauchy-Riemann aét́e
déduite directement de la définition de la d́erivée def , sans se ŕeférerà une condition
équivalente du type de Stolz, comme c’est habituellement le cas pour les fonctions
d’une variable multicomplexe [6].

Une ǵeńeralisation de (14) d́ecoule imḿediatement de (12).

Corollaire. Sif est une fonctionp-addiholomorphe dans un domaineD deEp,µ alors

f ′(z) = 1(p−µ)sp−kp,µ

∂f(z)
∂xk

(15)
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pour toutz ∈ D etk ∈ I(p).

6. Les fonctionsp-addiharmoniques. Si la fonction f est p fois contin̂ument p-
addid́erivable dansD et lesp-addid́erivées partielles def sont d́efinies suivant (9),
c’est-̀a-dire que

∂lf

∂xlk
=
∑
j∈I(p)

〈
∂lf

∂xlk,j

〉(j)

,

où k ∈ I(p) et l ∈ N, on tire de (15) que

∂pf

∂xpk
= skpp,µf

[p](z)

= 1((kµ)(modp))f [p](z) ,

où f [p] désigne lap-addid́erivée d’ordrep def . Siµ = 0, on a donc :∑
k∈I(p)

1(k)∂
pf

∂xpk
= 0 , (16)

c’est-̀a-dire ∑
k∈I(p)

∂pf

∂xpk
= p

∂pf

∂xα0
0 ∂x

α1
1 . . . ∂x

αp−1
p−1

,

où αi ∈ N et
∑

i∈I(p) αi = p. De m̂eme, siµ = 1, alors

∑
k∈I(p)

∂pf

∂xpk
= 0 . (17)

Leséquations (16) et (17) sont satisfaites par toute fonctionp-addiholomorphe dans
respectivementEp,0 etEp,1.

Définition 3. Nous dirons que les solutionsu : Ap
p → Ap de (16) sont des fonctions

p0-addiharmoniques et que celles de (17) sont des fonctionsp1-addiharmoniques.

Les fonctions 21-addiharmoniques sont les fonctions harmoniques usuelles. Si la
fonctionf =

∑
k∈I(p) uks

k
p,µ estp-addiholomorphe dans un domaineD deEp,µ alors

toutes les fonctionsuk, k ∈ I(p), serontpµ-addiharmoniques dansD, car les oṕerateurs
dep-addid́erivation partielle sont lińeaires.

Déterminons la forme ǵeńerale des fonctionspµ-addiharmoniques en trouvant les
solutions ǵeńerales, dansEp,µ, deséquations auxp-addid́erivées partielles (16) et (17).
Puisque ceśequations sont lińeaires,̀a coefficients constants et d’ordrep, leurs solutions
géńerales s’exprimeront comme des combinaisons linéaires dep fonctions des variables
xk, k ∈ I(p), qui en sont elles-m̂emes des solutions linéairement ind́ependantes (voir
par exemple [2], p. 44). Nous commencerons par l’équation (16), qui devient l’équation
des ondes̀a une dimension spatiale lorsquep = 2 et la vitesse de propagation vaut
l’unit é. Cettéequation se ŕesout en d́eterminantp nombresmk, k ∈ I(p), linéairement
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indépendants dans l’espace vectorielE2;p,0, qui vérifient l’équation caractéristique de
(16), à savoir : ∑

k∈I(p)
1(k)mp

k = 0 .

Un tel ensemble de nombres est donné par
∑

j∈I(p) x
(jk)
j , oùxj ∈ Ap pourj, k ∈ I(p).

La solution ǵeńerale de (16) est donc :

f(x0, x1, . . . , xp−1) =
∑
k∈I(p)

gk

 ∑
j∈I(p)

x
(jk)
j

 , (18)

où lesgk, k ∈ I(p), sont des fonctions quelconquesp fois p-addid́erivables surAp.
Notons que (18) devient la solution de d’Alembert lorsquep = 2.

L’ équation caractéristique de (17) est :∑
k∈I(p)

mp
k = 0 . (19)

Un ensemble dep nombres lińeairement ind́ependants dansE2;p,1 et qui v́erifient (19)
est donńe par

∑
j∈I(p) x

(jk)
j sjp,1, où xj ∈ Ap pourj, k ∈ I(p). La solution ǵeńerale de

(17) sera donc :

f(x0, x1, . . . , xp−1) =
∑
k∈I(p)

gk

 ∑
j∈I(p)

x
(jk)
j sjp,1

 ,

où lesgk, k ∈ I(p), sont des fonctions quelconquesp fois p-addid́erivables surEp,1.
Nous avons ainsi d́emontŕe le

Théorème 2. La forme ǵeńerale des fonctionspµ-addiharmoniques est :

f(x0, x1, . . . , xp−1) =
∑
k∈I(p)

gk

 ∑
j∈I(p)

x
(jk)
j sjµp,µ

 ,

où lesgk, k ∈ I(p), sont des fonctions arbitrairesp fois p-addid́erivables surAp si
µ = 0 et surEp,1 si µ = 1.

Comme dans le cas où p = 2, il est possible d’obtenir des solutions de (16) et (17)
qui s’expriment sous la forme de séries ou d’int́egrales,̀a la condition que ces séries
ou int́egrales d́efinissent des fonctionsp fois p-addid́erivables surEp,µ. Déterminons,
par exemple, des solutions de (16) s’exprimant par des séries. Nous savons d’abord que
toutes les fonctionsGk,n(y0, y1, . . . , yp−1), k ∈ I(p), n ∈ N, deAp

p sur Ap définies
par :  ∑

k∈I(p)
yks

k
p,1

n

=
∑
k∈I(p)

Gk,n(y0, y1, . . . , yp−1)skp,1
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sont des solutions de (16). Puisque (16) est linéaire, toutes les séries :∑
n∈N

ak,nGk,n(y0, y1, . . . , yp−1) , k ∈ I(p) ,

où ak,n ∈ Ap pourk ∈ I(p) et n ∈ N, seront des solutions de (16), partout où elles
définissent des fonctionsp fois p-addid́erivables. D’autres solutions s’écrivent sous la
forme d’une exponentielle. Pour (16), on a ainsi :

hk(x0, x1, . . . , xp−1) = exp

 ∑
j∈I(p)

x
(jk)
j

 , k ∈ I(p) ,

où les xj , j ∈ I(p), sont comme en (18). Ces expressions permettent de trouver
des solutions de (16) qui s’expriment par des fonctions géńeralisant les fonctions
trigonoḿetriques.À noter toutefois qu’aucune de ces fonctions n’est périodique surAp

lorsquep ≥ 3 [3].

7. L’ équation des «ondes»̀a deux dimensions spatiales addisyḿetriques. Nous
examinerons maintenant l’équation (16), dans le cas particulier où p = 3, afin de voir
quel genre d’interpŕetation il est possible de lui associer. La solution (18) devient ici :

f(x0, x1, x2) = g0(x0 + x1 + x2) + g1(x0 + x(1)
1 + x(2)

2 ) + g2(x0 + x(2)
1 + x(1)

2 ) , (20)

où x0, x1, x2 ∈ Ap et g0, g1, g2 sont des fonctions arbitraires et indépendantes, qui
sont elles-m̂emes des solutions de (16). En identifiantx0, par exemple,̀a une co-
ordonńee ((temporelle)) 3-addisyḿetrique etx1, x2 à des coordonńees((spatiales)) 3-
addisyḿetriques, on a que (20) décrit une((onde)) qui se propagèa la vitesse unit́e
dans un espacèa deux dimensions((spatiales)) 3-addisyḿetriques. En effet, sia ∈ R+

correspond̀a un temps 3-addisyḿetrique primaire alors :

g0[x0 + a + x1 + x2 + a(1) + a(2)] = g0(x0 + x1 + x2),

g1[x0 + a + (x1 + a)(1) + (x2 + a)(2)] = g1(x0 + x(1)
1 + x(2)

2 ),

g2[x0 + a + (x1 + a)(2) + (x2 + a)(1)] = g2(x0 + x(2)
1 + x(1)

2 ) .

 (21)

De même, sia ∈ R+ on a alors quea(1) +a(2) correspond̀a un temps 3-addisyḿetrique
qui est l’inverse additif d’un temps primaire. Par conséquent

g0[x0 + a(1) + a(2) + x1 + x2 + a] = g0(x0 + x1 + x2)

g1[x0 + a(1) + a(2) + (x1 + a(1) + a(2))(1)+

+(x2 + a(1) + a(2))(2)] = g1(x0 + x(1)
1 + x(2)

2 )

g2[x0 + a(1) + a(2) + (x1 + a(1) + a(2))(2)+

+(x2 + a(1) + a(2))(1)] = g2(x0 + x(2)
1 + x(1)

2 ) .


(22)

Selon (21), les solutions détermińees parg1 etg2 repŕesentent des ondes directes qui
se propagent̀a la vitesse unit́e selon les monoı̈des primaires de chacune des dimensions
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spatiales 3-addisyḿetriques d́ecrites parx1 etx2. De (21), on a aussi que la solutiong0

repŕesente une onde de retour qui se propageà la vitesse unit́e en sens opposé à celui
des monöıdes primaires dex1 etx2. La situation est inverśee pour (22) : la solutiong0

décrit une onde directe alors queg1 etg2 repŕesentent des ondes de retour.

8. Conclusion. L’introduction de l’addid́erivation nous a permis de géńeraliser la no-
tion de fonctions holomorphesà des espaces de dimension(p− 1)p surR. Nous avons
montŕe qu’une condition ńecessaire et suffisante pour qu’une telle fonction soit addi-
holomorphe est la v́erification d’́equations qui ǵeńeralisent celles de Cauchy-Riemann.
À noter que cette condition coı̈ncide avec celle s’appliquant aux fonctions d’une variable
multicomplexe seulement lorsquep = 2. Ceci nous a conduit̀a la mise eńevidence de
géńeralisations des fonctions harmoniques. Nous avons ainsiétendùaEp,µ deséléments
de la th́eorie des fonctions d’une variable complexe qui découlent de la d́erivation. Si-
gnalons que deśeléments d’une ǵeńeralisatioǹaEp,1 de l’intégration complexe ont́et́e
présent́es en [3].

English extended abstract.Let m ∈ N, m ≥ 2. We define the setAm of m-
addisymmetric numbers and observe thatAm ' R[x]/〈Φm(x)〉, whereΦm(x) is the
cyclotomic polynomial of orderm. Two kinds of algebraic extensions ofAp, wherep
is a prime number, are considered. The first oneEp,1 is shown to be isomorphic toAp2

while the second oneEp,0, to be isomorphic toAp ⊕ (Ap ⊗ Ap). Except forE2,1 ' C,
those extensions have non-trivial divisors of zero. The set of divisors of zero ofEp,1,
p ≥ 3, is the union of(p − 1)/2 subspaces of codimension 2 ofEp,1, the latter being
seen as vector space overR. The set of divisors of zero ofEp,0 is the union of two
straight lines ifp = 2, the union of two subspaces of codimension 2 and one subspace of
codimension 3 ifp = 3 and the union of one subspace of codimensionp−1, (p−1)/2
subspaces of codimension 2(p − 1) and (p − 1)/2 subspaces of codimension 2p if
p ≥ 5, all of these being subspaces ofEp,0 considered as vector space overR.

A function f : Ep,µ → Ep,µ, µ = 0,1, is said to bep-addiderivable at a pointz
if lim ∆z→0[f(z + ∆z)−p f(z)]/∆z exists and is independent of the manner in which
any non-divisor of zero∆z aproaches zero. Here−p =

∑
k∈I∗(p) 1(k) designates the

additive inverse of 1 inAp. The functionf will be said to bep-addiholomorphic at
z if it is p-addiderivable at each point in every neighbourhood ofz. Theorem 1 gives
a necessary and sufficient condition forf to bep-addiholomorphic in a domainD of
Ep,µ. This condition is a direct generalization of the Cauchy-Riemann condition for
a function to be holomorphic in a domain ofC. In order to formulate this condition,
let f(z) =

∑
k∈I(p) uk(x0, x1, . . . , xp−1)skp,µ, where the functionsuk : Ak

k → Ap,
k ∈ I(p), have continuous partial derivatives with respect toxj , j ∈ I(p). Theorem 1
then asserts thatf isp-addiholomorphic if and only if the(p−1)p2/2 partial differential
equations of (10) are satisfied inD.

Equations (16) and (17) generalize to higher order inEp,0 andEp,1 respectively the
wave and Laplace equations. Theorem 2 gives the general solutions of these generalized
equations in terms of arbitrary functions defined onAp if µ = 0 and onEp,1 if µ = 1.
We finally show how the solution of the ‘wave’ equation in two addisymmetric spatial
dimensions generalizes the classical d’Alembert solution.
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