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ORTHOGONALIT É ET CARACT ÉRISATION

DES ESPACES PŔEHILBERTIENS

BRAHIM BOUSSOUIS

RÉSUMÉ. Nous introduisons une nouvelle relation d’orthogonalité sur les espaces
normés, et nous en déduisons de nouvelles caractérisations des espaces préhilber-
tiens.

ABSTRACT. We introduce a new orthogonality relation in normed linear spaces, and
we prove some new characterizations of inner product spaces.

Introduction. Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel norḿe ŕeel de dimension supérieure
ou égale à 2. Une orthogonalité sur E est une relation binaire qui coı̈ncide avec
l’orthogonalit́e usuelle lorsque la norme provient d’un produit scalaire. Il existe plusieurs
relations de ce type, introduites par différents auteurs (pour plus de détails, voir [1]
et les ŕeférences qui y sont données). Leurétude fournit des renseignements sur la
structure ǵeoḿetrique de l’espace, et permet en particulier de trouver des propriét́es
caract́eristiques des espaces préhilbertiens (voir [1]̀a [9]).

Dans cet article, nous introduisons une nouvelle relation d’orthogonalité, que nous
appelleronsC ′-orthogonalit́e, qui ǵeńeralise l’orthogonalit́e de Carlsson. L’article se
compose de cinq sections. La première section est réserv́ee au rappel de définitions
et aux pŕeliminaires. Dans la deuxième section, on introduit laC ′-orthogonalit́e et on
montre qu’elle est existantèa droite et̀a gauche. Nous démontrons aussi un théor̀eme
établissant un lien entre laC ′-orthogonalit́e et les d́erivées de la norme. Ce théor̀eme va
nousêtre utile lors de l’́etude de l’homoǵeńeité de laC ′-orthogonalit́e. Dans la troisìeme
section, on ŕesout unéequation fonctionnelle qui sera rencontrée ult́erieurement. On
utilise la transforḿee de Fourier qui est particulièrement adaptée pour ŕesoudre une
telle équation car elle n’exige aucune condition de dérivabilité de la fonction inconnue,
contrairement̀a la ḿethode desF -séries utiliśee dans [5]. Dans la quatrième section,
on montre que si laC ′-orthogonalit́e est homog̀ene ou additive (̀a droite ouà gauche),
alors l’espace est préhilbertien. Enfin, dans la cinquième et dernìere section, on montre
que si laC ′-orthogonalit́e implique (ou est impliqúee par) laB-orthogonalit́e, alors
l’espace est préhilbertien.
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1. Préliminaires et notations. Dans toute la suite

• (E, ‖ · ‖) est un espace vectoriel normé ŕeel de dimension≥ 2;
• S est la sph̀ere unit́e deE : S = {x ∈ E : ‖x‖ = 1};
• R est le corps des nombres réels;
• C est le corps des nombres complexes;
• =z la partie imaginaire dez ∈ C;
• L’abréviation⊥X⇒⊥Y signifie que l’orthogonalit́e au sensX entrâıne l’ortho-

gonalit́e au sensY .

Soit (x, y) ∈ E2.

Définition 1.1. [3, 8]. On dit quex estB-orthogonalà y, ce que nous noterons par
x ⊥B y, si et seulement si‖x‖≤‖x + λy‖, pour toutλ ∈ R.

Définition 1.2. [5]. On dit quex estC-orthogonal̀ay, ce que nous noterons parx ⊥C y,
si et seulement si,

∑m
k=1 ak‖bkx + cky‖2 = 0, où m est un entier≥2, lesak, bk, ck sont

des ŕeels tels que :

ak 6= 0, (k = 1, . . . , m);
m∑
k=1

akb
2
k =

m∑
k=1

akc
2
k = 0;

m∑
k=1

akbkck = 1.

Notons que laC-orthogonalit́e englobe plusieurs concepts d’orthogonalité, en parti-
culier les deux suivants considéŕes par James [7] :

1. l’orthogonalit́e isoc̀ele :x ⊥I y ⇐⇒ ‖x− y‖ = ‖x + y‖.
2. l’orthogonalit́e de Pythagore :x ⊥P y ⇐⇒ ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Définition 1.3. Une orthogonalit́e⊥ est dite :

• continue sixn ⊥ yn pour tout entiern et limn→∞(xn, yn) = (x, y) entrâınent
x ⊥ y;
• simplifiable six ⊥ y entrâıneλx ⊥ λy, pour toutλ ∈ R;
• homog̀ene six ⊥ y entrâıneλx ⊥ µy, pour tous ŕeelsλ etµ;
• existantèa droite (respectivementà gauche) si pour tout(x, y) ∈ E2, il existe

α ∈ R tel quex ⊥ αx + y (respectivement tel queαx + y ⊥ x);
• unique à droite (respectivement̀a gauche) si le réel α ci-dessus est unique

chaque fois quex 6= 0;
• additive à droite (respectivement̀a gauche) siz ⊥ x et z ⊥ y entrâınent

z ⊥ (x + y) (respectivement six ⊥ z ety ⊥ z entrâınent(x + y) ⊥ z).

Nous rappelons dans ce qui suit quelques résultats qui nous seront utiles dans la
suite.

Lemme 1.4. [8]. Les limites

N±(x, y) = lim
λ→±0

‖x + λy‖ − ‖x‖
λ

,
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existent pour tout(x, y) ∈ E2. De plus, on a les relations suivantes :

N−(x, y) ≤ N+(x, y);

|N±(x, y)| ≤ ‖y‖;

N+(x, αy) =
{

αN+(x, y) si α≥0;

αN−(x, y) si α≤0;

N+(x, αx + y) = α‖x‖ + N+(x, y);

N−(x, αx + y) = α‖x‖ + N−(x, y).

Définition 1.5. La norme est dite Ĝateaux-diff́erentiable (G-diff érentiable, en abréǵe)
enx si N+(x, y) = N−(x, y) := N(x, y), pour touty ∈ E.

Lemme 1.6. ([5], lemme 2.7).S’il existe deux ŕeelsλ et µ, λ + µ 6= 0, tels que
λN+(x, y) + µN−(x, y) soit une fonction continue de(x, y), x 6= 0, alors la norme est
G-différentiable en dehors de l’origine.

Lemme 1.7. [8]. La B-orthogonalit́e poss̀ede les propríet́es suivantes :

1. La B-orthogonalit́e est homog̀ene;
2. La B-orthogonalit́e est existantèa droite, et l’on a :

x ⊥B αx + y ⇐⇒ N−(x, y)≤− α‖x‖≤N+(x, y).

En particulier si la norme est G-différentiable enx, alorsx ⊥B y si et seulement
si N(x, y) = 0;

3. La B-orthogonalit́e est existantèa gauche, et l’on a :

βx + y ⊥B x ⇐⇒ ‖βx + y‖ = Infλ∈R‖λx + y‖;

4. La B-orthogonalit́e est uniquèa droite si et seulement si la norme est G-
différentiable en dehors de l’origine;

5. La B-orthogonalit́e est uniquèa gauche si et seulement si l’espace est stricte-
ment convexe (i.e. sa sphère unit́e ne contient pas de segments).

Lemme 1.8. ([5], lemmes 4.1 et 4.2).SoitP un plan vectoriel inclus dansE (i.e. un
sous-espace vectoriel deE de dimension 2),C = S ∩ P , (u, v) ∈ C2 et ϕ(λ) =
‖u + λv‖2. On a alors :

1. ϕ(λ) = λ2 + O(λ) lorsque|λ| → +∞;
2. Il existe une partie denseD deC telle que pour tout(u, v) ∈ D × P tel que

u ⊥B v, on a :ϕ(λ) = 1 +O(λ2) lorsqueλ→ 0.

Lemme 1.9. ([5], lemme 2.2).Pour tout(x, y) ∈ E2 et pour tout ŕeelα, on a la formule
suivante :

lim
|λ|→∞

‖(α + λ)x + y‖2− ‖λx + y‖2
λ

= 2α‖x‖2.
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Lemme 1.10. [7]. E est pŕehilbertien si et seulement si pour tout plan vectorielP
inclus dansE et pour toutu ∈ P , il existev ∈ P , v 6= 0, tel que‖u−λv‖ = ‖u +λv‖,
pour toutλ ∈ R.

2. Généralisation de la C-orthogonalité. Soit (Ω, µ) un espace mesuré, (µ mesure
positive),a, b et c trois fonctions d́efinies surΩ à valeurs ŕeelles,µ-mesurables telles
quea(ω) 6= 0 µ-p.p.,ab2 etac2 sontµ-intégrables surΩ (donc la fonctionabc est aussi
µ-intégrable surΩ, car 2|abc| ≤ |ac2| + |ab2|), et v́erifient leséquations suivantes :∫

Ω
a(ω)b2(ω)dµ(ω) = 0, (1)∫

Ω
a(ω)c2(ω)dµ(ω) = 0, (2)∫

Ω
a(ω)b(ω)c(ω)dµ(ω) = 1. (3)

Si l’espace est préhilbertien et la norme provient du produit scalaire〈·, ·〉, alors on
peutécrire pour tout(x, y) ∈ E2 :

2〈x, y〉 =
∫

Ω
a(ω)‖b(ω)x + c(ω)y‖2dµ(ω).

De telle sorte que l’orthogonalité dex ày puisse s’exprimer par :

x ⊥ y ⇐⇒
∫

Ω
a(ω)‖b(ω)x + c(ω)y‖2dµ(ω) = 0.

Ceci nous am̀eneà formuler la d́efinition suivante :

Définition 2.1. SoitE unR-espace vectoriel norḿe de dimension supérieure oúegale
à 2 et soit(x, y) ∈ E2. On dira quex estC ′-orthogonal̀a y, ce que nous noterons par
x ⊥C′ y, si et seulement si,∫

Ω
a(ω)‖b(ω)x + c(ω)y‖2dµ(ω) = 0.

Exemple 2.2. Soitm un entier≥ 2. Lorsqu’on prendΩ = {1, . . . , m}, µ est la mesure
du d́enombrement,a(ω), b(ω) et c(ω) des ŕeels tels que :

a(ω)6=0, ω = 1, . . . , m ,

m∑
ω=1

a(ω)b2(ω) =
m∑
ω=1

a(ω)c2(ω) = 0 ,
m∑
ω=1

a(ω)b(ω)c(ω) = 1 ,

alors on retrouve laC-orthogonalit́e introduite par Carlsson [5].

Remarque 2.3.

1. la C ′-orthogonalit́e est simplifiable et continue (au sens de la définition 1.3) ;
Cette dernìere propríet́e se d́emontre facilement en utilisant le théor̀eme de
convergence domińee.
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2. La relationT définie surE × E par :

xTy ⇐⇒ y ⊥C′ x,

est aussi une uneC ′-orthogonalit́e. Symboliquement si⊥C′=⊥(Ω,a,b,c), alors
T =⊥(Ω,a,c,b) (les r̂oles des fonctionsb et c sont intervertis). De ce fait, si la
famille desC ′-orthogonalit́es v́erifie une propríet́eà droite (telle que l’existence,
l’additivit é, ...), elle v́erifiera aussi la propriét́e analoguèa gauche et vice-versa.

Théorème 2.4.La C ′-orthogonalit́e est existantèa droite età gauche. De plus siα et
β sont deux ŕeels tels quex ⊥C′ αx + y et βx + y ⊥C′ x, alors on a les ińegalit́es
suivantes :

|α|.‖x‖ ≤ ‖y‖
∫

Ω
|a(ω)c(ω)| · |b(ω) + αc(ω)|dµ(ω), (4)

|β|.‖x‖ ≤ ‖y‖
∫

Ω
|a(ω)b(ω)| · |c(ω) + βb(ω)|dµ(ω). (5)

Démonstration.Grâceà la deuxìeme proposition de la remarque 2.3, il suffit de démon-
trer l’existenceà droite et l’ińegalit́e (4). Soit(x, y) ∈ E2. Si x = 0, n’importe quel
réelα vérifieraitx ⊥C′ αx + y et l’inégalit́e (4). Supposonsx 6= 0 et posons

F (λ) =
∫

Ω
a(ω)‖b(ω)x + c(ω)(λx + y)‖2dµ(ω) (λ ∈ R).

En utilisant le th́eor̀eme de convergence dominée, il est facile de voir queF est continue
surR. De plus, en tenant compte de l’équation (2), on peut́ecrire pourλ 6= 0 :

F (λ)
λ

=
∫

Ω
a(ω)

‖[b(ω) + λc(ω)]x + c(ω)y‖2− ‖c(ω)(λx + y)‖2
λ

dµ(ω)

=
∫
c 6=0

f(λ, ω)dµ(ω) +
‖x‖2

λ

∫
c=0

a(ω)b2(ω) dµ(ω).

où

f(λ, ω) = a(ω)c2(ω)

∥∥[b(ω)c−1(ω) + λ
]
x + y

∥∥2− ‖λx + y‖2

λ

Le deuxìeme terme de la somme préćedente tend vers zéro lorsque|λ| → ∞. Par
ailleurs, d’apr̀es le lemme 1.9 :

lim
|λ|→∞

f(λ, .) = ac2 lim
|λ|→∞

‖[bc−1 + λ]x + y‖2− ‖λx + y‖2
λ

= 2abc‖x‖2.
Si |λ| ≥ 1, alors on a la majoration suivante (valable sur{ω ∈ Ω : c(ω) 6= 0}) :

|f(λ, ·)| = |ac2| ×
∣∣‖(bc−1 + λ)x + y‖ − ‖λx + y‖

∣∣× ‖(bc−1 + λ)x + y‖ + ‖λx + y‖
|λ|

≤ 2|abc| ×
[
‖x‖2 + ‖x‖ · ‖y‖

]
+ ‖x‖2 · |ab2|.
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La fonction majorantéetantµ-intégrable, on a d’après le th́eor̀eme de convergence
domińee et la relation (3) :

lim
|λ|→∞

F (λ)
λ

= 2‖x‖2
∫
c 6=0

a(ω)b(ω)c(ω)dµ(ω) = 2‖x‖2 > 0. (6)

DoncF change de signe surR, et par conśequent, il existeα ∈ R tel queF (α) = 0,
ou encore tel quex ⊥C′ αx + y.

Démontrons̀a pŕesent l’ińegalit́e (4). En effet on a :

F (α) =
∫

Ω
a(ω)‖b(ω)x + c(ω)(αx + y)‖2dµ(ω) = 0.

Donc ∫
a>0

a‖[b + αc]x + cy‖2dµ = −
∫
a<0

a‖[b + αc]x + cy‖2dµ. (7)

En utilisant leśequations (1), (2), (3) et (7) et les inégalit́es suivantes :[
‖b + αc|.‖x‖ − ‖c‖ · ‖y‖

]2 ≤ ‖[b + αc]x + cy‖2 ,

‖[b + αc]x + cy‖2 ≤
[
‖b + αc| · ‖x‖ + ‖c‖ · ‖y‖

]2
,

on obtient :

2α‖x‖2− 2‖x‖ · ‖y‖
∫

Ω
‖a · c‖ · ‖b + αc‖dµ ≤ 0,

2α‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖
∫

Ω
‖a · c‖ · ‖b + αc‖dµ ≥ 0,

d’où l’in égalit́e (4). ¤
Corollaire 2.5. Pour tout plan vectorielP inclus dansE et pour toutu ∈ P , il existe
v ∈ P , v 6= 0 tel queu soitC ′-orthogonalà v.

Démonstration.Le résultat est trivial siu = 0. Si u 6= 0, soit w ∈ P , w et u
linéairement ind́ependants, et soitα ∈ R tel queu soit C ′-orthogonalà αu + w. Le
vecteurv = αu + w répondà la question. ¤

Le théor̀eme 3.4 de James [8] donne une formule quiétablissant un lien entre
l’orthogonalit́e isoc̀ele et les d́erivées de la norme. Le théor̀eme suivant ǵeńeralise
cette formule. Il nous sera d’une grande utilité pourétudier l’homoǵeńeité de laC ′-
orthogonalit́e.

Théorème 2.6.Soit(x, y) ∈ E2, x 6= 0. Pour toutλ ∈ R, soitα(λ) etβ(λ) des ŕeels
tels queλx ⊥C′ α(λ)x + y etβ(λ)x + y ⊥C′ λx. On a alors les formules suivantes :

lim
λ→+∞

α(λ) = α(x, y); (8)

lim
λ→−∞

α(λ) = −α(−x, y); (9)

lim
λ→+∞

β(λ) = α(x, y); (10)

lim
λ→−∞

β(λ) = −α(−x, y); (11)
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où

α(x, y) = −pN+(x, y) + (1− p)N−(x, y)
‖x‖ ; p =

∫
bc>0

a(ω)b(ω)c(ω) dµ(ω).

Démonstration.On va d́emontrer seulement la formule (8), les autres se démontrent de
façon analogue. Puisque(λx) ⊥C′ [λ−1α(λ)](λx)+y, on peut́ecrire d’apr̀es l’inégalit́e
(4) :

|λ−1α(λ)| · ‖(λx)‖ ≤ ‖y‖ ·
∫

Ω
|a · c| · |b + λ−1α(λ)c|dµ.

On en d́eduit

|α(λ)| ×
(

1− A

|λ|

)
≤ B, (12)

où

A =
‖y‖
‖x‖

∫
Ω
|ac2|dµ; B =

‖y‖
‖x‖

∫
Ω
|a.b.c| dµ.

Ce qui prouve queα(λ) est borńee pour|λ| assez grand.
Soit maintenant(λn) une suite de ŕeels strictement positifs de limite +∞. La suite(

α(λn)
)

étant borńee, on peut en extraire une sous-suite convergente qu’on notera pour
simplifier (αn). Soitα = limn→∞ αn, et posons :

Un =
∫

Ω
a
‖[bλn + cαn]x + cy‖2

λn
dµ,

Xn =
∫

Ω
a
‖[bλn + cαn]x + cy‖2− ‖[bλn + cα]x + cy‖2

λn
dµ,

Yn =
∫
b6=0

ab2

∥∥[λn + b−1cα]x + b−1cy
∥∥2−

∥∥λnx + b−1cy
∥∥2

λn
dµ,

Zn =
‖αx + y‖2

λn

∫
b=0

ac2 dµ,

Tn =
∫
b6=0

ab2

∥∥λnx + b−1cy
∥∥2

λn
dµ.

Puisqueλnx ⊥C′ αnx + y, alors on a :

Un = Xn + Yn + Zn + Tn = 0. (13)

Il est facile de voir que
lim
n→∞

Zn = 0. (14)

D’autre part, on a la majoration suivante :

|Xn| ≤ ‖x‖.|αn − α| ×
∫

Ω
|a · c|‖[bλn + αnc]x + cy‖ + ‖[bλn + αc]x + cy‖

λn
dµ.
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L’int égrale ci-dessus peutêtre majoŕee ind́ependamment den, donc

lim
n→∞

Xn = 0. (15)

ÉcrivonsYn =
∫
b6=0 fn(ω)dµ(ω). En utilisant le lemme 1.8, on peutécrire

lim
n→∞

fn(ω) = 2α‖x‖2a(ω)b(ω)c(ω).

D’autre part, pourn assez grand, on aλn ≥ 1 et

|fn| ≤ 2|α|.‖x‖2 · |abc| + |α|‖x‖[2‖y‖ + |α|‖x‖] · |ac2|.

La fonction majorantéetant µ-intégrable, en utilisant le théor̀eme de convergence
domińee et la relation (3), on obtient :

lim
n→∞

Yn = 2α‖x‖2. (16)

Grâceà la relation (1), on peut́ecrire :

Tn =
∫
b6=0

ab2‖λnx + b−1cy‖2− ‖λnx‖2
λn

dµ

=
∫
b6=0

ab2[‖λnx + b−1cy‖ − ‖λnx‖]×
‖λnx + b−1cy‖ + ‖λnx‖

λn
dµ

=
∫
b6=0

gn dµ.

Nous avons alors

lim
n→∞

gn(ω) = 2‖x‖.a(ω)b2(ω)N+
(
x, b−1(ω)c(ω)y

)
.

Or d’apr̀es le lemme 1.4, on a :

N+
(
x, b−1(ω)c(ω)y

)
=
{

b−1(ω)c(ω)N+(x, y) si b−1(ω)c(ω) ≥ 0,

b−1(ω)c(ω)N−(x, y) si b−1(ω)c(ω) ≤ 0.

Par ailleurs on a pourn assez grand

|gn| ≤ 2‖x‖ · |abc| + ‖y‖ · |ac2|.

On ŕeapplique le th́eor̀eme de convergence dominéeà nouveau et on obtient :

lim
n→∞

Tn = 2‖x‖[pN+(x, y) + (1− p)N−(x, y)], (17)

où

p =
∫
bc>0

abc dµ = 1−
∫
bc≤0

abc dµ.
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En tenant compte deśequations (13)̀a (17), on obtient finalement :

α = α(x, y) = −pN+(x, y) + (1− p)N−(x, y)
‖x‖ .

Ainsi pour toute suite(λn) de limite +∞, il existe une sous-suite de(α(λn)) qui
converge versα(x, y). Donc

lim
λ→+∞

α(λ) = α(x, y)

D’où la formule (8). ¤
3. Solution de l’équation fonctionnelle

∫
∆ p(ω)ϕ(λq(ω))dµ(ω) = C1 + λ2C2. Soit

(∆, µ) un espace mesuré et soitp et q deux fonctions d́efinies sur∆ à valeurs ŕeelles
non nulles,µ-mesurables et telles quep et pq2 soientµ-intégrables sur∆. Dans ce
qui suit, on va chercher les fonctions continuesϕ : R → R qui vérifient l’équation
fonctionnelle avec conditions asymptotiques suivante :

(E)


∫

∆ p(ω)ϕ(λq(ω))dµ(ω) = C1 + λ2C2 (λ ∈ R);

ϕ(λ) = 1 +O(λ2) lorsqueλ→ 0;

ϕ(λ) = λ2 + O(λ) lorsque|λ| → +∞ ;

où

C1 =
∫

∆
p(ω) dµ(ω); C2 =

∫
∆

p(ω)q2(ω) dµ(ω);
∫

∆
p(ω)q(ω) dµ(ω) = 1.

Commenc¸ons paŕetablir le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soit A et B deux fonctions ŕeellesµ-mesurables telles queA, AeB et
Ae2B soientµ-intégrables sur∆ et telles que la fonction analytique

z 7−→ Φ(z) =
∫

∆
A(ω)eizB(ω) dµ(ω)

ne soit pas identiquement nulle sur la bande horizontale

H = {z ∈ C : −2 < =z < 0}.
Soitf ∈ L1

loc(R, dλ) telle que :
∫

∆ A(ω)f
(
λ + B(ω)

)
dµ(ω) = 0 λ ∈ R,

f(λ) = O(e2λ) lorsqueλ→ −∞,

f(λ) = O(eλ) lorsqueλ→ +∞.

Alorsf est presque partout nulle surR.

Démonstration.Posons

J = {z ∈ C : | =z |< 1
4
},

g(λ) = e−3λ/2f(λ),

G(z) =

+∞∫
−∞

g(λ)e−iλz dλ (transforḿee de Fourier deg).
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On a
e|λ|/4g(λ) = O

(
e−|λ|/4)

)
lorsque|λ| → +∞.

Donce|λ|/4g(λ) est sommable surR, et par suiteG est d́efinie et analytique sur la bande
J . D’autre part, on a :

e−iλze−
3λ
2

∫
∆

A(ω)f
(
λ + B(ω)

)
dµ(ω) = 0, ∀(λ, z) ∈ R× (J ∩H) .

Intégrons cette dernièreéquation par rapport̀aλ surR, pour obtenir :∫ +∞

−∞
e−iλze−

3λ
2 dλ

∫
∆

A(ω)f
(
λ + B(ω)

)
dµ(ω)

=
∫

∆
A(ω) dµ(ω)

∫ +∞

−∞
e−iλze−

3λ
2 f
(
λ + B(ω)

)
dλ

=
∫

∆
A(ω)e(iz+ 3

2)B(ω) dµ(ω)×
∫ +∞

−∞
e−itzg(t) dt

= Φ
(

z − i
3
2

)
.G(z) = 0.

L’interversion des int́egrales surR et sur∆ est licite gr̂ace au th́eor̀eme de Fubini et̀a
la majoration suivante :

|A(ω)e(iz+ 3
2)B(ω)e−itzg(t)| ≤ |A(ω)|max(eB(ω), e2B(ω))× |e−itzg(t)|.

La fonction majorantéetant int́egrable sur∆× R, pour toutz ∈ J ∩H.
La fonctionΦ n’étant pas identiquement nulle surH, l’ensemble de ses zéros est

formé de points isoĺes. On d́eduit alors de l’́equation :

∀z ∈ J ∩H, Φ(z − i
3
2

).G(z) = 0,

queG est nulle surJ ∩H et donc aussi surR, par continuit́e. Doncg est nulle presque
partout surR, ainsi quef . ¤
Corollaire 3.2. SoitP et Q deux fonctions d́efinies sur∆ à valeurs ŕeelles,Q > 0µ-
p.p sur∆, telles queP et PQ2 soientµ-intégrables sur∆ et telles que la fonction
z 7→

∫
∆ P (ω)Qiz(ω) dµ(ω) ne soit pas identiquement nulle.

Sih est une fonction continue sur]0, +∞[ telle que :
∫

∆ P (ω)h(λQ(ω)) dµ(ω) = 0 (λ > 0),

h(λ) = O(λ) lorsqueλ→ +∞,

h(λ) = O(λ2) lorsqueλ→ 0+.

Alorsh est identiquement nulle.

Démonstration.En posant

A = P, B = logQ et f(λ) = h(eλ),

on se ram̀eneà la situation du lemme 3.1. On en déduit queh est presque partout nulle,
et puisqu’elle est continue, elle est donc identiquement nulle.¤
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Théorème 3.3.Soitf une fonction continue vérifiant :
∫

∆ p(ω)f(λq(ω))dµ(ω) = 0 (λ ∈ R),

f(λ) = O(λ2) lorsqueλ→ 0,

f(λ) = O(λ) lorsque|λ| → +∞ .

Alors

1. f est paire s’il existez ∈ C,−2 < =z < 0, tel que
∫

∆ pq|q|iz−1 dµ 6= 0.
2. f est impaire s’il existez ∈ C,−2 < =z < 0, tel que

∫
∆ p|q|izdµ 6= 0.

Démonstration.Posons

f1(λ) = f(λ) + f(−λ); f2(λ) = f(λ)− f(−λ);

p1 = p; q1 = |q|; p2 =
pq

|q| ; q2 = |q|.

Il est facile de voir que pourk = 1 ou 2, on a :
∫

∆ pk(ω)fk(λqk(ω)) dµ(ω) = 0 (λ > 0),

fk(λ) = O(λ) lorsqueλ→ +∞,

fk(λ) = O(λ2) lorsqueλ→ 0+ .

On applique alors le corollaire 3.2 aux fonctionsf1 etf2, pour en d́eduire le th́eor̀eme
3.3. ¤

Corollaire 3.4. Soitϕ : R→ R une fonction continue solution de l’équation fonction-
nelle (E). Alorsϕ est paire.

Démonstration.On applique le th́eor̀eme 3.3à f(λ) = ϕ(λ) − (1 + λ2) en posant
z = −i. ¤

Remarque 3.5. Si en plus des conditions du corollaire 3.4, il existez ∈ C, −2 <
=z < 0, tel que

∫
∆ p|q|iz dµ 6= 0, alorsϕ(λ) = 1 + λ2, pour toutλ ∈ R. Ce n’est pas

toujours le cas comme le montre l’exemple suivant :

∆ = {1, 2}; µ{1} = µ{2} = 1; p(1) =
1
2

; p(2) = −1
2

; q(1) = q(2) = 1.

L’ équation fonctionnelle associéeà ces donńees s’́ecrit :ϕ(λ)−ϕ(−λ) = 0. N’importe
quelle fonction paire en est solution.

4. Étude de l’homoǵenéité et de l’additivit é de laC ′-orthogonalité. Nous avons le
résultat suivant :

Théorème 4.1.E est pŕehilbertien si et seulement si laC ′-orthogonalit́e est homog̀ene.

Démonstration.Il est clair que la condition est nécessaire. Inversement supposons-la
vérifiée. SoitP un plan vectoriel inclus dansE, C = S ∩ P = {x ∈ P : ‖x‖ = 1} et
soit u ∈ P , u 6= 0. D’apr̀es le corollaire 2.5, il existev ∈ P , v 6= 0 tel queu ⊥C′ v.
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Par hypoth̀ese, on aλu ⊥C′ v pour toutλ ∈ R. On en d́eduit, d’apr̀es le th́eor̀eme 2.6,
queα(u, v) = −α(−u, v) = 0, ou encore,

pN+(u, v) + (1− p)N−(u, v) = 0, (18)

pN−(u, v) + (1− p)N+(u, v) = 0. (19)

En additionnant ces deuxégalit́es, on obtientN+(u, v)+N−(u, v) = 0. DoncN−(u, v) ≤
0≤ N+(u, v) etu ⊥B v, d’apr̀es le lemme 1.7.

SoitD la partie dense dansC, fournie par le lemme 1.8, et supposons pour commencer
queu ∈ D. Posonsϕ(λ) = ‖u + λv‖2. D’après le lemme 1.8, on a :

ϕ(λ) = 1 +O(λ2) lorsqueλ→ 0;

ϕ(λ) = λ2 + O(λ) lorsque|λ| → +∞.

Par ailleurs le fait queu soitC ′-orthogonal̀aλv se traduit par :∫
Ω

a(ω)‖b(ω)u + λc(ω)v‖2 dµ(ω) = 0.

Ou encore : ∫
∆

p(ω)ϕ(λq(ω)) dµ(ω) = C1 + λ2C2, (20)

où :

∆ = {ω ∈ Ω : b(ω)c(ω) 6= 0}; p(ω) = a(ω)b2(ω); q(ω) = c(ω)b−1(ω) (ω ∈ ∆).

C1 = −
∫
c=0

a(ω)b2(ω) dµ(ω) =
∫

∆
a(ω)b2(ω) dµ(ω) =

∫
∆

p(ω) dµ(ω).

C2 = −
∫
b=0

a(ω)c2(ω) dµ(ω) =
∫

∆
a(ω)c2(ω) dµ(ω) =

∫
∆

p(ω)q2(ω) dµ(ω).

D’autre part, on a gr̂aceà la relation (3) :∫
∆

p(ω)q(ω) dµ(ω) =
∫

Ω
a(ω)b(ω)c(ω) dµ(ω) = 1.

Toutes les conditions du corollaire 3.4 sont réunies, doncϕ est paire. Donc pour tout
u ∈ D, il existev ∈ P , v 6= 0, tel que pour toutλ ∈ R, on ait :‖u− λv‖ = ‖u + λv‖.
Posonsw = v/‖v‖. On a alorsw ∈ C et

∀λ ∈ R, ‖u + λw‖ = ‖u− λw‖. (∗)

Si maintenantu ∈ P , u 6= 0 est arbitraire, alors on peut trouver une suite(un)
d’éléments deD qui converge versu/‖u‖. Pour tout entiern, on peut trouverwn ∈ C
tel que(un, wn) vérifie la relation(∗). Par compacit́e deC, on peut extraire de(wn)
une sous-suite(wnk) qui converge vers uńelémentw ∈ C. En passant̀a la limite,
(k → +∞), on en d́eduit que(u, w) vérifie (∗), et queE est pŕehilbertien, d’apr̀es le
lemme 1.10. ¤
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Théorème 4.2.Les propositions suivantes sontéquivalentes :

(1) E est pŕehilbertien;
(2) Pour tout(u, v) ∈ E2, u 6= 0, tel queu ⊥C′ v, il existeδ = δ(u, v) > 0 tel que

pour toutλ ∈]0, δ[, on au ⊥C′ λv;
(3) Il existe deux ŕeelsλ etµ, λ + µ 6= 0, tels que pour tout(u, v) ∈ E2, u 6= 0, on

a :
u ⊥C′ v ⇒ λN+(u, v) + µN−(u, v) = 0.

Démonstration.L’implication (1)⇒ (2) estévidente. Supposons maintenant que (2)
soit vraie, et soit(u, v) ∈ E2 tel queu ⊥C′ v. Posons

F (λ) =
∫

Ω
a(ω)‖b(ω)u + λc(ω)v‖2 dµ(ω), (λ ∈]0, δ[).

F admet une d́erivéeà droiteF ′d(0) en 0 et l’on a :

F ′d(0) = 2‖u‖[pN+(u, v) + (1− p)N−(u, v)] = 0, (21)

où p =
∫
bc>0 abc dµ. On en d́eduit la proposition (3), en posantλ = p etµ = 1− p.

Supposons maintenant que la proposition (3) soit vérifiée. Soit(u, v) ∈ E2, u 6= 0,
et soitβ ∈ R tel queu ⊥C′ βu + v. En utilisant le lemme 1.4, on aurait :

λN+(u, βu + v) + µN−(u, βu + v) = (λ + µ)β‖u‖ + λN+(u, v) + µN−(u, v) = 0.

Donc

β = −λN+(u, v) + µN−(u, v)
(λ + µ)‖u‖ .

On en d́eduit que laC ′-orthogonalit́e est uniquèa droite et que :

u ⊥C′ βu + v ⇐⇒ β = −λN+(u, v) + µN−(u, v)
(λ + µ)‖u‖ = β(u, v). (22)

Soit(un, vn) une suite d’́eléments deE×E, un 6= 0, convergente vers(u, v) ∈ E×E,
u 6= 0. Posonsβn = β(un, vn). Notons d’abord que la suite(βn) est borńee (car
d’apr̀es le lemme 1.4,|N±(un, vn)| ≤ ‖vn‖ et les suites(‖vn‖) et (‖un‖−1) sont
borńees). On peut donc extraire de(βn) une sous-suite(βn′) qui est convergente. Soit
β = limn′→∞ βn′ . Par continuit́e de⊥C′ , on au ⊥C′ βu + v. On en d́eduit d’apr̀es
(22), queβ = β(u, v), et que :

lim
n→∞

β(un, vn) = β(u, v). (23)

Doncβ(u, v) etλN+(u, v) + µN−(u, v) sont des fonctions continues de(u, v), u 6= 0.
D’après le lemme 1.6, la norme estG-diff érentiable en dehors de l’origine, et la relation
(22) devient :

u ⊥C′ v ⇐⇒ N(u, v) = 0 ⇐⇒ u ⊥B v. (24)

Ainsi la C ′-orthogonalit́e estéquivalentèa laB-orthogonalit́e, donc elle est homogène
et l’espace est préhilbertien, d’apr̀es le th́eor̀eme 4.1. ¤
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Corollaire 4.3. E est pŕehilbertien si et seulement si laC ′-orthogonalit́e est additive
à gauche (oùa droite).

Démonstration.La condition est́evidemment ńecessaire. Inversement supposons que
laC ′-orthogonalit́e soit additivèa gauche et soit(u, v) ∈ E2,u 6= 0 tel queu ⊥C′ v. Par
hypoth̀ese on anu ⊥C′ v, pour tout entiern. D’après le th́eor̀eme 2.6, on aα(u, v) = 0,
et par suitepN+(u, v) + (1− p)N−(u, v) = 0. D’apr̀es le th́eor̀eme 4.2, l’espaceE est
préhilbertien. Gr̂aceà la deuxìeme proposition de la remarque 2.3, on aboutiraità la
même conclusion, si on avait supposé que laC ′-orthogonalit́e est additivèa droite. ¤
5. Relations entre laC ′-orthogonalité et la B-orthogonalité. Le résultat suivant
géńeralise [6].

Théorème 5.1.E est pŕehilbertien si et seulement si⊥B⇒⊥C′ .
Démonstration.La condition est manifestement nécessaire. Inversement supposons-la
remplie. SoitP un plan vectoriel inclus dansE et soitu ∈ P . Il existev ∈ P , v 6= 0, tel
queu ⊥B v (l’existence dev se d́emontre de la m̂eme manìere que dans le corollaire
2.5). Puisque⊥B est homog̀ene et que⊥B⇒⊥C′ , on auraitu ⊥C′ λv, pour toutλ ∈ R.
Par un raisonnement analogueà celui utiliśe dans la d́emonstration du th́eor̀eme 4.1, on
obtiendrait que la fonctionϕ(λ) = ‖u + λv‖2 est paire, c’est-̀a-dire :

∀λ ∈ R, ‖u + λv‖ = ‖u− λv‖.

On en d́eduit queE est pŕehilbertien, en utilisant le lemme 1.10.¤
Théorème 5.2.E est pŕehilbertien si et seulement si⊥C′⇒⊥B.

Démonstration.La condition estévidemment ńecessaire. Pour montrer qu’elle est
suffisante, on ne perd pas en géńeralit́e en supposant en plus queE est de dimension
deux1. Démontrons d’abord que sous ces deux conditions, l’espace est strictement
convexe.Sinon, il existerait(x, y) ∈ S2, x 6= y tel que[x, y] ⊂ S et tel quex soit un
point extŕemal deS (i.e. six = λu + (1− λ)v, avec 0< λ < 1 et (u, v) ∈ S2, alors
u = v). Posonsui = λix + (1− λi)y, i = 1 ou 2, avecλ1 6= λ2 ; 0 < λi < 1, i = 1, 2.
Puisque laC ′-orthogonalit́e est existantèa droite, on peut associerà tout ŕeel non nul
λ un ŕeelα(λ) tel queλu1 ⊥C′ α(λ)u1 + u2. Comme on a⊥C′⇒⊥B, et que⊥B est
homog̀ene, on auraitu1 ⊥C′ α(λ)u1 + u2. D’après la deuxìeme proposition du lemme
1.7, on en d́eduirait que :

N−(u1, u2) ≤ −α(λ) ≤ N+(u1, u2). (25)

Par ailleurs puisque[x, y] ⊂ S, on a‖βx + γy‖ = |β + γ|, si βγ ≥ 0. Par conśequent :

N±(u1, u2) = lim
λ→±0

‖u1 + λu2‖ − 1
λ

= lim
λ→±0

‖(λ1 + λλ2)x + [1− λ1 + λ(1− λ2)]y‖ − 1
λ

= 1.

1Pour qu’un espace soit préhilbertien, il faut et il suffit que tous ses sous-espaces de dimension
2 soient pŕehilbertiens. C’est une conséquence directe du lemme 1.10.



B. Boussouis 15

(car pour|λ| assez petit on a :λ1 + λλ2 > 0 ; 1− λ1 + λ(1− λ2) > 0).
Doncα(λ) = −1 etλu1 ⊥C′ −u1 + u2, pour toutλ ∈ R. Posons

v =
x− y

‖x− y‖ et ϕ(λ) = ‖u1 + λv‖2.

Puisque⊥C′ est simplifiable, on au1 ⊥C′ λv. Donc on peut́ecrire :∫
Ω

a(ω)‖b(ω)u1 + λc(ω)v‖2 dµ(ω) = 0,

ou encore, en reprenant les notations déjà utilisées dans la d́emonstration du th́eor̀eme
4.1 : ∫

∆
p(ω)ϕ(λq(ω)) dµ(ω) = C1 + λ2C2. (26)

D’autre part,∣∣ϕ(λ)− λ2
∣∣ = |‖u1 + λv‖ − ‖λv‖| ×

[
‖u1 + λv‖ + ‖λv‖

]
≤ 1 + 2|λ|.

Donc
ϕ(λ) = λ2 + O(λ) lorsque|λ| → +∞. (27)

Au voisinage de źero, on a :

λ1 +
λ

‖x− y‖ > 0 et 1− λ1−
λ

‖x− y‖ > 0.

Donc pourλ assez petit, on a :

ϕ(λ) =
∥∥∥∥[λ1 +

λ

‖x− y‖ ]x + [1− λ1−
λ

‖x− y‖ ]y
∥∥∥∥2

= 1 = 1 +O(λ2). (28)

D’après le corollaire 3.4, la fonctionϕ est paire, et par suite :

‖[λ1x + (1− λ1)y] + λ(x− y)‖ = ‖[λ1x + (1− λ1)y]− λ(x− y)‖. (29)

En faisant tendreλ etλ1 vers 1, on obtient :

‖2x− y‖ = ‖y‖ = 1. (30)

Doncx′ = 2x− y ∈ S. On a alors :

x =
x′ + y

2
, avec(x′, y) ∈ S2 et x′ 6= y.

Ce qui contredit l’extŕemalit́e dex dansS. DoncE est strictement convexe.
Montronsà pŕesent que⊥B⇒⊥C′ . Soit(x, y) ∈ E2, y 6= 0 tel quex ⊥B y. Puisque

⊥C′ est existantèa gauche, il existeα ∈ R tel queαy +x ⊥C′ y. Comme⊥C′⇒⊥B, on
a aussiαy + x ⊥B y. Or,E est strictement convexe et⊥B est uniquèa gauche d’après
le lemme 1.7, doncα = 0 etx ⊥C′ y. Donc⊥B⇒⊥C′ , etE est pŕehilbertien d’apr̀es
le théor̀eme 5.1. ¤
Remerciements.L’auteur tientà exprimer ses plus vifs remerciements aux deux rap-
porteurs pour leurs remarques pertinentes.
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English extended abstract.Orthogonality in inner product spaces can be expressed
in many ways that are also meaningful in the case of arbitrary normed linear spaces.
This observation gives rise to different concepts of orthogonality in these more general
structures (seee.g.[1, 2]). Among them, we recall the following ones:

Let (E, ‖.‖) be a real normed linear space. A pointx ∈ E is said to be orthogonal to
y ∈ E, in the respective sense, when

• Birkhoff-James[3, 8], x ⊥B y ⇐⇒ ‖x‖ ≤ ‖x + λy‖, for every real number
λ.
• Carlsson[5], x ⊥C y ⇐⇒

∑m
k=1 ak‖bkx + cky‖2 = 0, wherem ≥ 2 and

ak 6= 0, bk, ck are fixed real numbers such that,

m∑
k=1

akbk
2 =

m∑
k=1

akck
2 = 0;

m∑
k=1

akbkck = 1.

C-orthogonality is not a single concept of orthogonality but a family of them,
which embraces,e.g.,

- - Isosceles[7], x ⊥I y ⇐⇒ ‖x− y‖ = ‖x + y‖.
- - Pythagorean[7], x ⊥P y ⇐⇒ ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

The study of these generalized orthogonalities provides a lot of information about
the geometric structure of the space (e.g.existence of an inner product compatible with
the norm, rotundity, smoothness,. . . ).

In this paper, we introduce a new orthogonality relation, namedC ′-orthogonality,
which embracesC-orthogonality:

x ⊥C′ y ⇐⇒
∫

Ω
a(ω)‖b(ω)x + c(ω)y‖2 dµ(ω) = 0,

where (Ω, µ) is a positive measure space anda, b, c are µ-measurable real valued
functions defined onΩ such thata 6= 0, µ-a.e.,ab2 andac2 areµ-integrable and∫

Ω
ab2 dµ =

∫
Ω

ac2 dµ = 0;
∫

Ω
abc dµ = 1.

The main results of this paper are as follows. In Section 2, we prove the existence
of C ′-orthogonal elements in every two-dimensional subspace ofE and, we prove
the following formula which establishes a relation betweenC ′-orthogonality and the
derivatives of the norm:

lim
λ→+∞

α(λ) = −pN+(x, y) + (1− p)N−(x, y)
‖x‖ ,

where(x, y) ∈ E2, x 6= 0 andN±(x, y) are the one-sided derivatives of the norm at
x in the direction ofy, λ andα(λ) are real numbers such thatλx ⊥C′ α(λ)x + y for
everyλ ∈ R and, wherep =

∫
bc>0 abc dµ.

In section 3, we prepare the study of homogeneity and additivity ofC ′-orthogonality.
We show that ifϕ is a continuous function fromR to R which satisfies the following
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conditions

(E)


∫

∆ p(ω)ϕ(λq(ω))dµ(ω) = C1 + λ2C2 (λ ∈ R),

ϕ(λ) = 1 +O(λ2) whenλ→ 0,

ϕ(λ) = λ2 + O(λ) when|λ| → +∞,

where

C1 =
∫

∆
p(ω) dµ(ω); C2 =

∫
∆

p(ω)q2(ω) dµ(ω);
∫

∆
p(ω)q(ω) dµ(ω) = 1.

Thenϕ is necessarily even.
Our proof uses the Fourier transform and is simpler than the method ofF -series used

by Carlsson in [5].
In section 4, we show that ifC ′-orthogonality is homogeneous or additive in the

spaceE, thenE is an inner product space.
In section 5, we compareC ′-orthogonality andB-orthogonality and we show that

E is an inner product space, whenC ′-orthogonality implies (or is implied by)B-
orthogonality.
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