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ORTHOGONALIT E ET CARACT ERISATION
DES ESPACES PFEHILBERTIENS

BrRAHIM BOUSSOUIS

REsUME. Nous introduisons une nouvelle relation d’orthogoaditir les espaces
normes, et nous enétluisons de nouvelles caradsations des espaceshilber-
tiens.

ABSTRACT. We introduce a new orthogonality relation in normed linear spaces, and
we prove some new characterizations of inner product spaces.

Introduction. Soit (E, | - ||) un espace vectoriel noéméel de dimension s@pieure
ou égalea 2. Une orthogonakt sur E est une relation binaire qui gtwide avec
I'orthogonali€ usuelle lorsque lanorme provient d’'un produit scalaire. Il existe plusieurs
relations de ce type, introduites par @éifénts auteurs (pour plus deétdils, voir [1]
et les Eferences qui y sont doges). Leurétude fournit des renseignements sur la
structure @onetrique de I'espace, et permet en particulier de trouver des plepri
caracéristiques des espaceghilbertiens (voir [1}a [9]).

Dans cet article, nous introduisons une nouvelle relation d’orthogénagliie nous
appellerong”’-orthogonalig, qui geréralise I'orthogonalé de Carlsson. Larticle se
compose de cing sections. La prén@ section estesenee au rappel deélinitions
et aux peliminaires. Dans la deuime section, on introduit l&’-orthogonalié et on
montre qu’elle est existantedroite eta gauche. Nous&montrons aussi uné&oeme
établissant un lien entre & -orthogonalié et les érivées de la norme. Ceéb®me va
nousétre utile lors de Btude de 'homogreité de laC’-orthogonalié. Dans la troigme
section, on &sout uneaquation fonctionnelle qui sera rencadrulérieurement. On
utilise la transforree de Fourier qui est particaliement adape pour esoudre une
telle équation car elle n’exige aucune condition @ei¢hbilité de la fonction inconnue,
contrairement la méthode ded -séries utilie dans [5]. Dans la quadrne section,
on montre que si l&’-orthogonalié est homogne ou additiveq droite oua gauche),
alors I'espace est philbertien. Enfin, dans la cingaie et derrire section, on montre
gue si laC’-orthogonalié implique (ou est impligee par) laB-orthogonalié, alors
I'espace est @hilbertien.

Real le 16 ®vrier 1998 et, sous formeadinitive, le 21 octobre 1998.
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2 Orthogonalité et caractérisation des espaces préhilbertiens

1. Préliminaires et notations. Dans toute la suite

(E,|| - ||) est un espace vectoriel noeméel de dimensiop» 2;
SestlaspBreuniedeF : S ={x € E:|z| =1};

R est le corps des nombresats;

C est le corps des nombres complexes;

Sz la partie imaginaire de € C;

L'abréviation | x =1 y signifie que I'orthogonalé au sens entrdne I'ortho-
gonali€é au sen¥’.

Soit (z,y) € E2.

Définition 1.1. [3, 8]. On dit quez est B-orthogonala y, ce que nous noterons par
x Lpy, sietseulement diz||<|z + Ay, pour touth € R.

Définition 1.2. [5]. Ondit quex estC-orthogonaby, ce que nous noterons parl ¢ vy,
si et seulement sh ;" ; ax||brpx + cxy||? = 0, oim est un entie>2, lesay, by, ¢ sont
des eels tels que :

ar, 20, (k=1,...,m); Zakbi = Zakci =0; Zakbkck =1
k=1 k=1 k=1

Notons que laC-orthogonalié englobe plusieurs concepts d’orthogormaién parti-
culier les deux suivants cong&ids par James [7] :

1. l'orthogonalig iso@le :x Ly y <= |z —y| = ||z +y].
2. l'orthogonalie de Pythagorez Lpy <= ||z —y||2 = ||z[|® + |ly||

Définition 1.3. Une orthogonal@é L est dite :

e continue six,, L y, pour tout entien et lim,,_, o (z,, yn) = (x,y) entrdnent
T

o simplifiable siz | y entrdne Az L Ay, pour tout) € R;

e homogne siz | y entrdne Az L puy, pour tous eels) et y;

e existanted droite (respectivemertgauche) si pour tout:, y) € E?, il existe
a € Rtel quexr | ax +y (respectivement tel quer +y 1 z);

e uniquea droite (respectivemerit gauche) si le@el a ci-dessus est unique
chaque fois que # 0O;

e additive a droite (respectivemer#t gauche) sk L x etz L y entrdnent
z L (z+y) (respectivement st L z ety L z entrdnent(z +y) L 2).

Nous rappelons dans ce qui suit quelquesultats qui nous seront utiles dans la
suite.

Lemme 1.4.[8]. Les limites

. x+ Myl — ||z
Nali ) = tim 1202001 el
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existent pour toutz, y) € E2. De plus, on a les relations suivantes :

N_(z,y) < Ne(z,y);

[N+ (z,y)| < lyll;

No(, o) = { alNi(z,y) SiaZO;
aN_(z,y) sia<0;

Ni(z, ax +y) = afz| + Ne(z, y);

N_(z,az +y) = aflz|| + N_(z,y).

Définition 1.5. La norme est dite &eaux-diferentiable G-diff érentiable, en abgg)
enx si Ni(z,y) = N_(z,y) := N(z,y), pour touty € E.

Lemme 1.6. ([5], lemme 2.7).S’il existe deux @éels\ et u, A + u # O, tels que
AN:(z,y) + uN_(x,y) soit une fonction continue de, y), = # 0, alors la norme est
G-differentiable en dehors de I'origine.

Lemme 1.7.[8]. La B-orthogonalie posgde les proptes suivantes :

1. La B-orthogonalié est homogne;
2. La B-orthogonalie est existanta droite, etl'on a :

rlpax+y < N_(z,y)< — a|z||<Ni(z,y).
En particulier silanorme est G-d#éfentiable en, alorsz L 5 y si et seulement

SiN(z,y) =0,
3. La B-orthogonali& est existanta gauche, etl'on a :

Br+y lpx < ||Bx+y| = Infrcr| Az +y;

4. La B-orthogonalié est uniquea droite si et seulement si la norme est G-
differentiable en dehors de l'origine;

5. La B-orthogonali€ est uniqu& gauche si et seulement si I'espace est stricte-
ment convexe (i.e. sa Spie unié ne contient pas de segments).

Lemme 1.8. ([5], lemmes 4.1 et 4.2)Soit P un plan vectoriel inclus dan& (i.e. un
sous-espace vectoriel dé de dimension 2)C = SN P, (u,v) € C? et p(\) =
lu+ Av||?. On a alors :
1. o(\) = A2+ O(\) lorsque|\| — +oc;
2. Il existe une partie densP de C' telle que pour toutu,v) € D x P tel que
u Lpv,ona:p(A) =1+0(\?) lorsque) — 0.

Lemme 1.9. ([5], lemme 2.2)Pour tout(z, y) € E? et pour tout ela, on ala formule
suivante :
i @ N +y[2 = Az +y|?

= 2alz||2.
|A|[—o0 A =l




4 Orthogonalité et caractérisation des espaces préhilbertiens

Lemme 1.10.[7]. E est péhilbertien si et seulement si pour tout plan vectoriel
inclus dansE et pour toutu € P, il existev € P, v # 0, tel que|lu — Av|| = |Ju+ ||,
pour tout) € R.

2. Géréralisation de la C-orthogonalité. Soit (€2, 1) un espace mesey (u mesure

positive),a, b et ¢ trois fonctions @finies sur2 a valeurs eelles,u-mesurables telles
quea(w) # 0 p-p.p.,ab? etac? sontu-intégrables suf) (donc la fonctiorube est aussi

p-intégrable suf?, car dabc| < |ac?| + |ab?|), et \erifient lesequations suivantes :

| at(@)du) =0 1)
[ a@)@idn(e) =0, @)
Q

/Q a()b(w)e(w)dp(w) = 1. 3)

Si I'espace est @hilbertien et la norme provient du produit scaldire), alors on
peutécrire pour toutz,y) € E? :

2w, y) = /Qa(w)!b(w)$+6(w)y||2du(w).

De telle sorte que I'orthogonaditdex ay puisse s'exprimer par :
o1y = [ a))s el i) =0
Q

Ceci nous amnea formuler la @finition suivante :

Définition 2.1. Soit E unRR-espace vectoriel norende dimension si@rieure olegale
a2 et soit(x,y) € E2. On dira quer estC’-orthogonak y, ce que nous noterons par
x Loy, Si et seulement si,

/ (@) [b(w) + e(w)y|Pdp(w) = O
Q

Exemple 2.2. Soitm un entier> 2. Lorsqu’on prend = {1,...,m}, u estla mesure
du cenombrement(w), b(w) ete(w) des Eels tels que :

a(w)#0, w=1,...,m,

Z a(w)b?(w) = Z a(w)(w) =0, Za(w)b(w)c(w) =1,
w=1 w=1 w=1

alors on retrouve l&'-orthogonalié introduite par Carlsson [5].

Remarque 2.3.
1. laC’-orthogonalié est simplifiable et continue (au sens de &éirdtion 1.3) ;
Cette dernire proprete se @montre facilement en utilisant leébeme de
convergence domé@e.
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2. LarelationT" définie surE x E par :
Ty < y Loz,

est aussi une un€’-orthogonalié. Symboliquement sl.or=1(q q4.), alors

T =1 (0. (les les des fonctions et c sont intervertis). De ce fait, si la
famille desC’-orthogonaliés \erifie une prop@tea droite (telle que I'existence,
I'additivité, ...), elle erifiera aussi la propgie analogué gauche et vice-versa.

Théoreme 2.4.La C’-orthogonalig est existanta droite eta gauche. De plus si et
(3 sont deux eels tels que: Lo ax +y etfx+y Lo x, alors on a les ikgalites
suivantes :

ol fl]l < IIyII/Qla(w)C(w)I - [b(w) + ac(w)]dp(w), (4)
Bl < IIyII/Qla(w)b(w)l le(w) + Bb(w)|dp(w)- (5)

Démonstration.Gracea la deuxéme proposition de laremarque 2.3, il suffit @ertbn-
trer I'existenced droite et l'irégali€ (4). Soit(x,y) € E2. Siz = 0, n'importe quel
reela vérifieraitz Lo ax +y et l'inégali€é (4). Supposons # 0 et posons

FQA) = /QQ(W)Hb(W)w +e(w)Az +y)|Pdu(w) (A € R).

En utilisant le tltome de convergence doréin il est facile de voir qué est continue
surR. De plus, en tenant compte dédjuation (2), on pelgcrire pourh £ 0 :

) 1[b(w) + ()] + c(w)y|f? — [le(w) Az +y)
N /Q“@’) A

&
dp(w)

]
= | fOvdne) + 5 [ @i dute).

ou
_ 2
b(w)e Hw) + Az +y|° — Az +y]?
A

Le deuxeme terme de la sommeé&uedente tend verséro lorsque|\| — oo. Par
ailleurs, d’apés le lemme 1.9 :

Fw) = a(w)? () Il

: et + Az + g2 = A+ yl?
lim f(\,.) =ac® lim Il
|)\\—>oof( ) ac [A| =00 A

= 2abe||z||?.

Si|A| > 1, alors on a la majoration suivante (valable &urc Q : ¢(w) # 0}) :

(o™ + Nz +yl + Az +y|
R

[FO )] = lac?] < [l[(be™ + Na+yl| = [[Az +yll] x

< 2abe] x [Jlz]?+ |z ] - llyl] + ll]| - |ab?).
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La fonction majoranteetant u-intégrable, on a d’ags le tleoeme de convergence
domirée et la relation (3) :

lim w

A TN T 2||:v||2/#Oa(w)b(w)c(w)du(w) = 2||z[? > 0. (6)

Donc F' change de signe siit, et par congquent, il exister € R tel queF(a) = 0,
ou encore tel que Lo ax +y.
Démontronsa piesent l'iregalié (4). En effeton a :

Fla) = /Qa(UJ)IIb(w)w +c(w)(az +y)|2du(w) = 0.

Donc
/ al|[b+ acla + ey 2dp = —/ al|[b+ aclz + cy||*dp. (7)
a>0

a<0
En utilisant lesequations (1), (2), (3) et (7) et lesAgaliEs suivantes :

2 2

[+ aclllzll = llell - yll]” < [I[b+aclz +cyl*,
2 2
1o+ acla +cy||” < [[lb+ el - [l]| + e - Iy,

on obtient :
2al|z|[® — 2| - |yl /Q la-cl - [|b+aclldu <0,

2a|||? + 2l|[| - |y /Q la-cl[ - |[b+ac|du =0,
d'ou l'inégalie (4). O

Corollaire 2.5. Pour tout plan vectorieP inclus dansE et pour toutu € P, il existe
v € P,v # Otel queu soitC’-orthogonala v.

Démonstration.Le résultat est trivial sit = 0. Siu # 0, soitw € P, w etu
linéairement indpendants, et soit € R tel quewu soit C’-orthogonala au + w. Le
vecteurv = au +w réponda la question. [

Le theoeme 3.4 de James [8] donne une formule gtablissant un lien entre
I'orthogonalié iso@le et les érivees de la norme. Le &oeme suivant gréralise
cette formule. Il nous sera d’'une grande Wwilfiourétudier 'homogreite de laC’-
orthogonalié.

Théoreme 2.6.Soit(z, y) € E2, 2 # 0. Pour tout) € R, soita()\) et 3()\) des eels
tels quez Lo a(N)z +yetf(N)z+y Lo Ax. On aalors les formules suivantes :

Jim - a(d) = a(z, y); (8)
Jm o) = —a(-z,y); (9)
Jim B = alz,y); (10

lim B(\) = —a(-z,y); (11)

A——00
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ou

a(z,y) = _pNu(z,y) (1 - p)N_(x,y); p=/ a(w)b(w)e(w) du(w).
bc>0

]

Démonstration.On va cemontrer seulement la formule (8), les autres&saahtrent de
fagon analogue. Puisquex) Lo [A~ta(M)](Az)+y, on peukcrire d’apes I'inégalie
4):

A ()] ()l < Iyl -/an-c\ b+ A a(N)eldp.

On en eduit
MMHX(LW%>SB, (12

" el Jo el Ja

Ce qui prouve quer(\) est boree pouri\| assez grand.

Soit maintenant),,) une suite deé&els strictement positifs de limitext. La suite
(a(A,)) étant boriee, on peut en extraire une sous-suite convergente gqu’on notera pour
simplifier (). Soita = lim,, . a,,, et posons :

2
+ +
0= [ altnreals el
Q

ou

An
DAn + caz + cy|? — ||[bAn + calz + cyl|?
&:/JH canle +lf [0+ cale + i,
Q n
e [ _apllbe el sl
#0 An
+ 2
Z, = M/ ac?dy,
)‘n b=0
Anz + b~ teyl|?
T, = / aplz e,
#0 An
Puisque\,x Lo a,z +y, alorsona:
U, = X,+Y,+Z,+T, =0. (13)
Il est facile de voir que
lim Z, =0. (14)

n—oo

D’autre part, on a la majoration suivante :

bAn + ancle + ey|| +[[DAn +adz +eyl] |

Xl < el fon =l x [ Ja- ol A
Q n
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L'int égrale ci-dessus peéatre majoee incependamment de, donc

lim X, = 0. (15)

EcrivonsY;, = fb#o fn(w)dp(w). En utilisant le lemme 1.8, on peétrire
lim_f,(w) = 20]je|2a(@)b(w)e(w).
D’autre part, poun assez grand, on.g, > 1 et
[fal < 2lal.||z]|? - |abe| + [al [ |[[2]yll + ad]l]] - [ac?].

La fonction majorantectant u-intégrable, en utilisant le #oeme de convergence
domirée et la relation (3), on obtient :

lim Y, = 2a/z|]2. (16)

Gracea la relation (1), on pelcrire :

o [ gl sl
b£0 An

Az + b~ ey + [ Anz] dp

- / ab?[| Az + b bey]) — [Anel] X
b#£0 An

:/ gn dp.
b0

Nous avons alors
lim_g,(w) = 2] ].a(@)b?(@)Ne (2,6~ (w)e(w)y) -

Or d'apes lelemme 1.4,0na:

b~ Y (w)e(w)Ne(z,y)  sib™(w)e(w)
b Y (w)e(w)N_(z,y) sib™(w)c(w)

-1 Z 0!
Ny (2,0 (w)c(w)y) = <0,
Par ailleurs on a pout assez grand
|9nl < 2l|[| - |abe] + [ly]| - |ac?].
On reappligue le thoreme de convergence dorgea nouveau et on obtient :
lim T, = 2|l [pNa (2, 5) + (1= p)N~ (2, 9)]; (17)

ou

p:/ abcd,uzl—/ abc dpu.
bc>0 bc<0
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En tenant compte déjuations (13x (17), on obtient finalement :

_pNe(z,y) + (1 —p)N_(z,y)
] ’

o =ala,y) =

Ainsi pour toute suitg)\,,) de limite +oo, il existe une sous-suite dex()\,)) qui
converge vers(z, y). Donc

lim «a(X) = a(z,y)

A—+00

D'ou la formule (8). O

3. Solution de I'equation fonctionnelle [ p(w)¢(Ag(w))du(w) = C1 + A?Cs. Soit
(A, 1) un espace mesaret soitp et g deux fonctions éfinies surA a valeurs eelles
non nulles,u-mesurables et telles queet pg? soientu-intégrables sur\. Dans ce
qui suit, on va chercher les fonctions continges R — R qui vérifient I'équation
fonctionnelle avec conditions asymptotiques suivante :

Jap(@eg(w))du(w) = C1+XC2 (A€ R);
(E) ©(\) =1+0(N\?) lorsque\ — 0;
©(\) = X2+ 0(N) lorsque|A| — +oo ;
ou

€= [ p)dute); Co= [ plit@)au@); [ g dut) =1

A
Commenons parétablir le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soit A et B deux fonctions &elles-mesurables telles qué, AeP et
Ae?B soientu-intégrables sur et telles que la fonction analytique

z2— ®(z) = /A A(w)e*B) dp(w)
ne soit pas identiquement nulle sur la bande horizontale
H={ze€C:-2<Sz<0}.
Soitf € L}(R,d\) telle que :
SaAw)f (A+B(w)) du(w) =0  X€R,
f(A) =0(e) lorsque\ — —oo,
fN) =0(eM) lorsqueX — +oo.
Alors f est presque partout nulle sik.
Démonstration.Posons

1
J={z€<C:|%z|<Z},

g(\) = e 2F(N),

G(z) = / g(A)e*W dX (transforngée de Fourier dg).

—0o0
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Ona
eMNgy =0 (e*“'/“)) lorsque|\| — +oo.

Doncel*/4g()\) est sommable s, et par suite? est céfinie et analytique sur la bande
J. D'autre part, on a:

ei’\ze%/ Aw)f (A +B(w)) du(w) =0, Y(X, 2) e R x (J N H).
A
Intégrons cette der@ieéquation par rappoet A surR, pour obtenir :

/ Ooe_i)‘ze_% d)\/AA(w)f (A +B(w)) du(w)

—00

:/ A(w) du(w)/ Ooe_i)‘ze_%f()\+3(w)) dA
A —00

:/ A(w)e(iZ+g)B(“’) dp(w) ></ e g(t)dt
A

BT PR

Linterversion des irtgrales suR et surA est licite gace au tBoeme de Fubini ea
la majoration suivante :
|A(w)el=DB@emitg(1)] < | A(w)| max(eP ), e2BE)) x [e= g (t)].

La fonction majorant@tant inegrable suA x R, pour toutz € J N H.
La fonction® n’étant pas identiquement nulle sHr, 'ensemble de sestros est
formé de points isd@s. On @duit alors de Bquation :

3
Ve JNH, ®(z— ZE)G(Z) =0,
gueG est nulle sut/ N H et donc aussi sUR, par continuigé. Doncg est nulle presque

partout suiR, ainsi quef. [

Corollaire 3.2. Soit P et Q) deux fonctions &finies surA a valeurs eelles,Q > 0 pu-
p.p surA, telles queP et PQ? soientu-intégrables surA et telles que la fonction
2+ [y P(w)Q”(w) du(w) ne soit pas identiquement nulle.
Sih est une fonction continue suo, +oo| telle que :
Ja P@)h(AQW)) du(w) =0 (A>0),

h(X) = O(N) lorsque\ — +oo,

h(X) = O()\?) lorsqueX — 0.
Alors h est identiquement nulle.
Démonstration.En posant

A=P, B=logQ etf(\) = h(e),

on se ramnea la situation du lemme 3.1. On eédlit queh est presque partout nulle,
et puisqu’elle est continue, elle est donc identiquement nulle.
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Théoreme 3.3. Soit f une fonction continueérifiant :

Jar@)f(Aq(w))dp(w) =0 (A€R),
A?) lorsqueX — 0,
A) lorsque|\| — +o0 .

Alors
1. f est paire s'il existe: € C, —2 < 3z < 0, tel que [\ pglq|*~*du # 0.
2. f estimpaire s'il existe € C, =2 < 3z < 0, tel que [, plq|*“du # 0.

Démonstration.Posons

AQ) =FN+F(=A); f200) = F(A) = (=),

pq

p1="p; q1 = |ql; pzzH: q2 = |q|-

Il est facile de voir que pout = 1ou2,0na:

Ja Pr(W) fe(Agr(w)) du(w) =0 (A >0),
fk(A) = O0(N\) lorsque\ — +o0,
fr(A\) = O(N\?) lorsquex — 0 .

On applique alors le corollaire 3.2 aux fonctiofi®t f>, pour en @duire le tleoeme
33. O

Corollaire 3.4. Soity : R — R une fonction continue solution defjuation fonction-
nelle (E). Alorsp est paire.

Démonstration.On applique le thoeme 3.3a f(\) = ¢(\) — (1 + \?) en posant
z=—i. O

Remarque 3.5.Si en plus des conditions du corollaire 3.4, il existee C, —2 <
Sz < 0, tel quef, plg|™ dp # 0, alorsp(\) = 1 + )2, pour tout\ € R. Ce n’est pas
toujours le cas comme le montre I'exemple suivant :

1
A={L2} i} =p{2t=1 p(1)=3;
L' équation fonctionnelle ass@ea ces donées secrit: p(A) —o(—A) = 0. N'importe
quelle fonction paire en est solution.

4. Etude de 'lhomoggréité et de I'additivité de laC’-orthogonalité. Nous avons le
résultat suivant :

Théoreme 4.1. E est pehilbertien si et seulement sid&-orthogonalie est homogne.

Démonstration.Il est clair que la condition estétessaire. Inversement supposons-la
vérifiee. SoitP un plan vectoriel inclus dans, C = SNP = {x € P : ||z|| = 1} et
soitu € P, u # 0. D’apres le corollaire 2.5, il existe € P, v # 0 tel queu Lo v.
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Par hypotkese, on au L v pour touth € R. On en @duit, d’apes le tleoeme 2.6,
quea(u,v) = —a(—u,v) = 0, OuU encore,
pN+(u,v)+(l—p)N_(u,v) :Oa (18)
pN_(u,v) + (1 —p)Ni(u,v) = 0. (19
En additionnant ces de@gali€s, on obtienV, (u, v)+N_(u,v) = 0. DoncN_ (u, v) <
0 < Ni(u,v) etu Lp v, d'apres le lemme 1.7.
SoitD la partie dense dais, fournie par le lemme 1.8, et supposons pour commencer
queu € D. Posonsp(A) = ||u + Av||%. D'aprés le lemme 1.8, on a:
©(\) =1+0(\?) lorsque\ — O;
©(\) = A2+ 0()\) lorsque|\| — +oo.

Par ailleurs le fait que soit C’-orthogonak \v se traduit par :

/Q (@) [b(w)u + Ae(w)o] P du(w) = O.
Ou encore :

/A P(@)p(Aq(w)) du(w) = C1 + A2Cs, (20)
ou:

A={weQ:bw)e(w) #0}; pw) = a(w)h?(w); qw) = c(w)b Hw) (we A).
Cr=— [ a?(w)dn(w) = [ aP(w)dute) = [ plo)dute).
Cp= - /b o)) du(w) = /A a(w)c*(w) dp(w) = /A P(@)g"(w) du(w).

D’autre part, on a grcea la relation (3) :

/A pw)q(w) dp(w) = /Q a(@)b(w)e(w) dp(w) = 1.
Toutes les conditions du corollaire 3.4 soatinies, dong est paire. Donc pour tout
u € D, il existev € P,v # 0, tel que pour touh € R, on ait : ||u — Av|| = ||u + \v||.
Posonsy = v/||v||. On a aloraw € C et

VA ER, ||u+ A w|| = |lu— Awl. (%)

Si maintenantu € P, u # 0 est arbitraire, alors on peut trouver une suit)
d’élements deD qui converge vers/||lu||. Pour tout entier., on peut trouveto,, € C
tel que (u,, w,) Vérifie la relation(x). Par compacé deC, on peut extraire déw,,)
une sous-suitéw,, ) qui converge vers uBléementw € C. En passana la limite,
(k — +o00), on en @duit que(u, w) veérifie (x), et queFE est pehilbertien, d’apes le
lemme 1.10. O
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Théoreme 4.2. Les propositions suivantes saduivalentes :
(1) E est peéhilbertien;
(2) Pour tout(u,v) € E?,u # 0, tel queu L v, il existed = §(u,v) > Otel que
pour toutX €]0,6[, on au Lcr Av;
(3) Il existe deux &els\ ety, A+ # 0O, tels que pour toutu, v) € E?, u # 0, on
a:
u Ler v = AN4(u,v) + uN_(u,v) = 0.

Démonstration.L'implication (1) = (2) estévidente. Supposons maintenant que (2)
soit vraie, et soitu,v) € E? tel queu L v. Posons

F()) = /Q a(w)|Ib(w)u + Ac(w)v|2 du(w), (A €]0,4]).
F admet une @rivéea droiteF;(0) en O etl'on a:
F3(0) = 2lJull[pN+(u,v) + (1 = p)N-(u,v)] =0, (21)

olp = [,..oabcdu. On en @duit la proposition (3), en posakt=p ety = 1 — p.
Supposons maintenant que la proposition (3) seitfiee. Soit(u,v) € E?, u # 0,
et soitg € R tel queu L Su +v. En utilisant le lemme 1.4, on aurait :

AN (u, Bu+v) + uN_(u, Bu +v) = (A+ ) B[l + ANa (u, v) + uN_(u, v) = 0.
Donc
)\N+(’LL, U) + MN,(U, U)
(A p)ul]
On en eduit que laC’-orthogonalié est unique droite et que :

ANy (u,v) + pN_(u,v)
(A+ )l

Soit (uy, v,) une suite lements dé’ x E, u,, # 0, convergente vers:, v) € E x E,

u # 0. Posonss3, = B(uy,v,). Notons d’abord que la suite3,,) est boriee (car
d'apres le lemme 1.4\N(u,,v,)| < |jva| et les suiteg||v,]|) et (|ju,|~t) sont
borrées). On peut donc extraire (18,) une sous-suités,) qui est convergente. Soit
B = lim,_ (3, . Par continuié¢ de Lo/, on au Lo Su+v. On en @duit d’'apes
(22), ques = B(u,v), etque :

lim B(up,v,) = ﬂ(uvv)' (23)

n—oo

B=—

ule putv <= =

= B(u,v). (22)

Doncf(u,v) et AN+ (u,v) + uN_(u,v) sont des fonctions continues @e v), u # 0.
D’apres le lemme 1.6, la norme astdiff érentiable en dehors de l'origine, et la relation
(22) devient :

ulerv <= N(u,v)=0 <= u Llpo. (24)

Ainsi la C’-orthogonalié estequivalentex la B-orthogonalié, donc elle est homege
et I'espace est ghilbertien, d’apés le tleoeme 4.1. O
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Corollaire 4.3. E est pehilbertien si et seulement si (&'-orthogonalié est additive
a gauche (ow droite).

Démonstration.La condition esevidemment &cessaire. Inversement supposons que
laC’-orthogonalié soit additivex gauche et softu, v) € E?,u # Otelqueu Lo v. Par
hypothese on au L v, pour tout entien.. D'apres le tleoeme 2.6, on &(u, v) = 0,
et par suiteo N+ (u, v) + (1 — p)N_(u,v) = 0. D’apres le tleoeme 4.2, 'espac&’ est
préhilbertien. Gacea la deuxéme proposition de la remarque 2.3, on aboutadd
méme conclusion, si on avait supjgague laC’-orthogonalié est additiveéd droite. [

5. Relations entre laC’-orthogonalité et la B-orthogonalité. Le résultat suivant
géréralise [6].

Théoreme 5.1. E est pehilbertien si et seulement $ig=-_1 .

Démonstration.La condition est manifestementécessaire. Inversement supposons-la
remplie. SoitP un plan vectoriel inclus dans et soitu € P. Il existev € P,v # 0, tel
queu L p v (I'existence dev se cemontre de la ®@me margre que dans le corollaire
2.5). Puisquel g esthomogne et quel p=-_1 o/, On auraitu Lo \v, pour touth € R.

Par un raisonnement analogaeelui utili€ dans la @monstration du #oeme 4.1, on
obtiendrait que la fonctiop()\) = ||u + Av||? est paire, c’esi-dire :

VA ER, |lut | = |lu—Av|.

On en aéduit queFE est pehilbertien, en utilisant le lemme 1.10.0J
Théoreme 5.2. E est pehilbertien si et seulement $ic =1 p.

Démonstration.La condition estevidemment &cessaire. Pour montrer qu’elle est
suffisante, on ne perd pas eargralitt en supposant en plus qéeest de dimension
deux. Démontrons d’abord que sous ces deux conditions, 'espace est strictement
convexe Sinon, il existerai(z,y) € S2, z # y tel que[z,y] C S et tel quer soit un

point extémal deS (i.e. siz = Au + (1 — \)v, avec 0< X < 1 et(u,v) € S, alors
u=wv).Posongy; = \jz+(1—\)y,i =1ou2,avec\s # \p;0< \; < 1,i=1, 2.
Puisque laC’-orthogonalié est existanta droite, on peut associartout €el non nul

Aun réela()\) tel quedus Lo a(A)ug +up. Comme on alor= 1 g, et quel g est
homogene, on auraitiy Lo a(M\)ug + up. D’apres la deux@me proposition du lemme

1.7, on en @duirait que :

N_(u1,u2) < —a(A) < Ny(ug, u). (25)

Par ailleurs puisquer,y] C S, onal|fz +~y| = |8+

, Si By > 0. Par consquent :

Hul + )\UZH -1

N (u, uz) = ,\inlo A
— i H(/\1+)\/\2)x+ [1—)\1+/\(1— /\2)]y|] -1
= 1lim
A—+0 A
=1

1Pour qu'un espace soit@milbertien, il faut et il suffit que tous ses sous-espaces de dimension
2 soient pehilbertiens. C’est une coeguence directe du lemme 1.10.
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(car pour|\| assez petiton ax; + A2 > 0;1— A1+ A(1— A2) > 0).
Donca(\) = —1 etAug Lo —ug + up, pour touth € R. Posons

v="""Y et o) = us+ M.
[l =yl
Puisquel o est simplifiable, on a; 1 Av. Donc on peuécrire :

/Q (@) [b(w)us + Ac(w)v]2 dpu(w) = O,

ou encore, en reprenant les notatiog@mditilisees dans la@monstration du #oeme
4.1

/A P(@)p(Aq(w)) du(w) = C1 + N2Cs. (26)
D’autre part,

() = N2| = [[luz + Xo|| — [ Ao|]| x [Jlug + Av|| + [[Av]|] < 1+2A].

Donc
©(\) = A2+ O(\) lorsque|\| — +oo. (27)
Au voisinage de &ro, on a :
A
A1+ >0etl— X\ ——>0.
|z —yll |z —yll

Donc pour\ assez petit, on a:

2

= 1=1+0()\?). (28

o(N) = Hw L ﬁ}y

[l =yl
D’apres le corollaire 3.4, la fonctiop est paire, et par suite :

[[Az+ (1= Ayl + Az — y)|| = [[[Mz+ (1= M)yl — Az —y). (29)
En faisant tendre et A\ vers 1, on obtient :
122 — yl| = [lyll = 1. (30)

Donca’ =2x —y € S.Onaalors :
"+
2

Ce qui contredit I'extemalie dex dansS. Donc E est strictement camexe.

Montronsa pesent quel g= L ¢v. Soit(z,y) € E2,y # 0tel quer Lp y. Puisque
1 ¢ estexistanta gauche, il existe € Rtel queay+z Lo y. Commel =1 p,0n
aaussivy +x L y. Or, E est strictement carexe etl g est uniquea gauche d’aprs
le lemme 1.7, donee = 0 etz L y. Donc L= 1, et E est pehilbertien d’apes
le theoeme 5.1. O

Remerciementd auteur tienta exprimer ses plus vifs remerciements aux deux rap-
porteurs pour leurs remarques pertinentes.

y, avec(z',y) € S% etz #y.

€r =
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English extended abstract. Orthogonality in inner product spaces can be expressed
in many ways that are also meaningful in the case of arbitrary normed linear spaces.
This observation gives rise to different concepts of orthogonality in these more general
structures (see.g.[1, 2]). Among them, we recall the following ones:

Let (E, ||.||) be areal normed linear space. A paink E is said to be orthogonal to
y € E, in the respective sense, when

e Birkhoff-Jameq3, 8],z Lpy < |z| < ||z + Ay||, for every real number
A

e Carlsson5], z Lc y <= > 1" ak|brz + cxy||?> = 0, wherem > 2 and
ar # 0, by, ¢ are fixed real numbers such that,

m m m
Zakbkz = Z akckz =0; Zakbkck =1
k=1 k=1

k=1

C-orthogonality is not a single concept of orthogonality but a family of them,
which embraces.g,
- - Isoscele§?], » Ly <= |z —y| = [z +y].
- - Pythagoreaiir], v Lpy <= |[lz —y|* = [[z] +[lyl>
The study of these generalized orthogonalities provides a lot of information about
the geometric structure of the spaegy existence of an inner product compatible with
the norm, rotundity, smoothness, ).
In this paper, we introduce a new orthogonality relation, nafédrthogonality,
which embraceg¢’-orthogonality:

v loy < /Q a(w) [b(w)z + c(w)yl du(w) = 0,

where (2, 1) is a positive measure space aag, ¢ are y-measurable real valued
functions defined of such thaiz # 0, p-a.e.,ab® andac? areu-integrable and

/abzd,u:/aczduzo;/abcd,u:l.
Q Q Q

The main results of this paper are as follows. In Section 2, we prove the existence
of C’-orthogonal elements in every two-dimensional subspacg aind, we prove

the following formula which establishes a relation betwé&rorthogonality and the
derivatives of the norm:

lim «a(X) =

A—oo [l

)

where(z,y) € E?, = # 0 andN(z,y) are the one-sided derivatives of the norm at
x in the direction ofy, A and«(\) are real numbers such that Lo a(M)x +y for
every\ € R and, where = [, _,abcdp.

In section 3, we prepare the study of homogeneity and additivify/ afrthogonality.
We show that ifp is a continuous function fro® to R which satisfies the following
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conditions
Jap@)e(Aq(w))dp(w) = C1+X2C2 (A €R),
(E) ©(\) =1+0(N\?) when\ — 0,
p(A) = A2+ O(\) when|\| — +oo,
where

G = [ o) du@); Ca= [ p@)P@) du(w)i [ plla)dnte) =1

Theny is necessarily even.

Our proof uses the Fourier transform and is simpler than the methBekefies used
by Carlsson in [5].

In section 4, we show that if’-orthogonality is homogeneous or additive in the
spaceF, thenF is an inner product space.

In section 5, we compar€’-orthogonality andB-orthogonality and we show that
E is an inner product space, whéif-orthogonality implies (or is implied byp-
orthogonality.
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