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DE L’INTERPOLATION A L’AIDE D’UNE FONCTION SPLINE
DEFINIE SUR UNE PARTITION QUELCONQUE

Frangois DUBEAU ET JEAN SAVOIE

REsuME. Nous étudions le probldme de I’interpolation de points {(¢;,y;)} j-"=0 2 ’aide d’une
fonction spline s(-) de degré 1 définie sur un intervalle [a,b] A I’aide d’une partition A =
{zi}},. Nous présentons des résultats d’existence et d’unicité, et obtenons des majorations
de 'erreur d’interpolation. Ces résultats nous permettent de résoudre un probléme d’histospline
pour une fonction spline de degré 0. Nous obtenons également les méme résultats pour un
probleme d’histospline périodique.

ABsTrACT. We consider the interpolation of the points {(%;,y; )}j"zo using a spline function
s(-) of degree 1 defined over an interval [a, b] using a partition A = {z;},. Existence and
uniqueness results are obtained. Bounds for interpolating errors are presented. Using the result
we can solve an histospline problem. We obtain similar results for the periodical cases. See the
English extended abstract at the end of the paper. )

1. Introduction. On se donne une partition A = {z;} ¥, de I'intervalle [a, ] telle que
a=21z9<--<x <<z, =beton définit les sous-intervalles I; = [z;_1,z;]
de longueur h; = z; — z;_;. Le pas de la partition est défini par h = max; h; et la
constante de régularité de la partition est y(A) = h/ min; h;.

Une fonction spline s(-) de degré n > 0 définie sur [a,b] & I'aide de la partition A
est une fonction de classe C™ ![a,b] dont la restriction 2 chacun des sous-intervalles
[i—1,z;] est un polyndme de degré au plus n (pour n = 0, C~![a, b] dénote I’ensemble
des fonctions bornées sur a,b]). Elle est périodique lorsque s¥(a) = s*)(b) pour
k=0,1,...,n—1.

Pour une suite {t;}7, satisfaisant 2 la condition

1
a=xg Sto<$o+§h1,
1 1 .
(®)] xj—ihj<tj<:l:j+§hj+1 (Gj=1,...,N=1),

1
mN—-2'h1V<tnS$N=b,
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26 De l'interpolation a I'aide d’une fonction spline définie sur une partition

nous considérons le probléme d’interpolation suivant:

(a) pour une suite {yj}é\]:() trouver une fonction spline s(-) de
degré 1 telle que s(t;) =y, pour j =0,..., N;

@) { () sif(:)estune fonction de classe C*[a, b] ety; = f(t;) montrer

que I'unique fonction spline s(-) de degré 1 telle que s(t;) = y;

(G =0,...,N) vérifie || f*) —s®)|| . = O(h?~*) pour k =0

et 1.

En observant que la dérivée d’une fonction spline de degré 1 est une fonction spline
de degré 0 ou, de fagon équivalente, la primitive d’une fonction spline de degré 0 est
une fonction spline de degré 1, nous montrons comment le probleme d’interpolation (PI)
nous ameéne a considérer le probléme d’histospline suivant:

’ (a) pour une suite {y;}/_, trouver une fonction spline s(-) de
degré 0 telle que ftt,'j_l s(§)dé¢ =yjpourj=1,...,N;

(PH) § (b) si f(-) est une fonction de classe C*[a, b] et y; = zt,'j_l f(&)de,

montrer que 1’unique fonction spline s(-) de degré 0 telle que

S, s(€) d€ = y; vérifie ||f — 5|l = O(h).

ti-1

\

Nous considérons également les problémes (PI) et (PH) périodiques et obtenons le
méme genre de résultats.

Les résultats présentés ici constituent une extension au cas d’une partition non uni-
forme et des points de collocation non uniformément translatés des résultats obtenus
précédemment pour le cas d’une partition uniforme et de points de collocation unifor-
mément translatés [2, 3]. Ces résultats peuvent également étre considérés comme des
résultats de perturbation du cas ol t; = z; pour j = 0, ... N (voir par exemple [4]).

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes. L’expression || - || dénote
toujours une norme uniforms (vectorielle, matricielle ou fonctionnelle). La fonction (a:)fj,

est définie par .

[T sia:>0,
@M—{o siz<0.

Posons [v; ulg(u) = g(v), et par récurrence on définit pour k > 1 les différences divisées

[’Uz, v ,Uk+1;U]g(u) — ['Ul, coe Uk u]g(u)
Vk4+1 — W1

[v1y-.. vkt ulg(u) =

Nous considérons également les espaces de fonctions suivants: C*[a,b] ’espace des
fonctions a dérivées continues jusqu’a I’ordre k et C,’f[a, b] I’espace des fonctions f(-) €
C*[a,b] telles que fP(a) = fO(b) pour 1 =0, ..., k.

2. Le probleme d’interpolation. Ajoutons deux valeurs arbitraires z_; et zy41 2 la
partition A = {z;}}V, de telles sorte que

z_1<zp=a et b=zn <zTNt1,
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et utilisons les fonctions de base
Bi(z) = (zit+1 — Ti—1)[Ti-1, Ti, Tig1; ul(z — u)_l,_ (:=0,...,N)

définies sur [a, b] & 1’aide de la partition A. Plus spécifiquement nous avons

0 siz<z;_q,
T —Ti-1 .
— siz;y <z <y,
N Ti — Ti-1
Bi(z)=14 4., -2z
=M sig <o <z,
Tit1 — Ti
0 siz > Ti41-

Notons que B;(z) > 0, B;(z;) = let Ef\;o B;(z) = 1 pour tout z € [a, b]. En particulier

B;_1(z) + Bi(z) =1 pour tout z € [z;_1,z;]. (2.1)
On peut ainsi écrire
N
s(z) = E s;Bi(z), 2.2)
=0

ol s; = s(z;) pourt =0, ..., N, et le probleme (PI) consiste alors a trouver les N +1
inconnues s; de telle sorte que

s(tj) =y; (3=0,...,N). 2.3)

Définissons
et B; = (ti —zj)+
hj+1
pour j =0, ..., N, et notons que 3; = 0 (resp. a; = 0) lorsque a;; > 0 (resp. 3; > 0).
Posons 6; = aj + f; (7 =0, ..., N) et définissons § = max; é;.
Selon I’hypothese (C) on a 0 <6 < 3 et

t; =z —6;h; lorsquet; < zj,

ou bien
tj=xj+6;hj41 lorsque t; > x;.

Nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Théoreme 1. Soit {z;}L, une partition de 'intervalle [a, ] et {t;} )L, une suite vérifiant

la propriété (C). Alors
(a) existence et unicité: pour toute suite de valeurs {yj}f.’:o il existe une et une seule
fonction spline s(-) de degré 1 telle que s(t;) =y; (=0, ..., N);

(b) majorations d’erreur: si f(-) est une fonction de classe C*[a,b] et y; = f(t;)
(G =0, ..., N), alors l'unique fonction spline s(-) de degré 1 telle que s(t;) =
y; 43 =0, ..., N) vérifie

_ (=88 1200
17 sl 3= 555 + 517l 4
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et
(1-8)6y(A) 1

1-26 2

ot h est le pas de la partition, v(A) est la constante de régularité de la partition
A et § est définie a I'aide de la condition (C).

If® — Mo < A F P oo 2.5)

Démonstration. En utilisant la représentation (2.2) de s(-), les propriétés des fonctions
de base B;(-) et la condition (C), les relations (2.3) deviennent

y;j = sj-1Bj-1(t;) + 5;B;(t;) + sj+1Bj41(t5)

pour j =0, ..., N. Comme B;_1(t;) = a; et Bj;1(t;) = f;, en utilisant (2.1) nous
avons
1- Bj_l(tj) lorsque ¢; < z;,
Bij(t;) = ,
1 - Bj41(t;) lorsque t; > ;.

Ainsi le probléme d’existence et d’unicité revient a étudier un systeme linéaire tridiagonal
de N + 1 équations & N + 1 inconnues de la forme ¥ = AS, ou

r1— o Bo ] s
Yo a  1=(a1+5) B 0
Y1 . . . S
v=| : |a= 5=
YN-1 an—1 1—(any-1+Bn-1) Bn- SN-1
YN SN
L an 1—apy

D’apreés la condition (C) la matrice A est & dominance diagonale stricte car 1 — 2(«; +
B:;) > 1—26 > 0. Ainsi A est inversible d’ou ’existence et 1'unicité de la fonction
spline s(-). Notons de plus que S = A71Y et ||S|loo < |47 oo l|Y ||oo avec ||A71 oo <
1/(1 — 26).

Pour obtenir les majorations d’erreur d’interpolation on définit la fonction d’écart e(-)
par e(z) = f(z) — s(z), et on pose

€o fo Yo f(to)
€1 f A f(tl)
E= |, F= : , Y= : = : )
eN-1 - YN-1 f(tn-1)
eN In YN f(tn)

ol e; = f; —s; = f(x;) — s(x;). Ainsi E = F — S et nous avons AE = AF - Y car
AS =Y. Mais chaque ligne du membre de droite AF — Y est de la forme

N
Li(f)= ZfiBi(tj) - f(t;)

1=0

et on constate que L;(f) = O lorsque f(-) est un polyndme de degré 1. Ainsi, du
théoréme de Peano ou a I’aide d’un développement de Taylor, nous obtenons

b
Li(f) = / K;(6)f(9) d6
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pour toute fonction f(-) € C?[a,b], et
N
K;(8) = L [(2 = 0)3] = 3 (wi = 0)3.Bilt;) = (t; - O)}-

=0

Mais K;(6) est non nul sur un intervalle de longueur au plus h. En effet nous avons
pourt; =z; — 5jhj 0< 6',' < %)

(z; —t;)(0 —=zj-1)

lorsque z;_; < 6 <tj,

h;j
Kj(0) = q (zi = 0)(t; —zj-1) lorsque t; < 6 < z;
hj Ter o
0 ailleurs;

et pour tj = z; + 84y (0< 6; < 1)

(zj+1 —t;)(0 — z)

lorsque z; < 6 < tj,

hj1
C.(0) = N R
K;(9) (2j+1 hi(lt] %) lorsque tj <6<z,
0 ailleurs.
Alors
—6;)8 -
/ |K; (0)|d6< )’h2 A=0)8,
2 2
d’ou

6 )
1Li(5) < L2 10y
et la majoration d’erreur aux nceuds de la partition est

(- 5)5

2P o (2.6)

Par interpolation linéaire de la fonction d’écart e(z) sur I'intervalle [z;_;,z;] on a que
pour chaque z € [z;_1, ;] il existe ¢, € [z;_1,z;] tel que

e(z) = '}% (i —z)ei—1 + (z —zimg)ei] + %f(z)(fz)(z —zi)(z—=z;) 7)

puisque e?(z) = f@(z) (voir [1, p. 52]). Cette derniére équation combinée 2 (2.6)
nous donne la borne (2.4).
Finalement, pour obtenir la borne (2.5), on peut écrire pour chaque z € [z;_1, ;]

(D(z) = f0(2) = s0(a) = D (a) - LG22 = () - LSz b,
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Mais I’expression
La(f) = fO () - L= de=t
1

est une fonctionnelle linéaire qui s’annule lorsque f(-) est un polyndme de degré 1 et
pour chaque z fixé dans intervalle [z;_y,z;], d’od

L= [ K.8)5%(6)do

avec N N
K. (0)=L, [(z—0)L] = (z - 0)% — [(:c,- - 0)} —h@_l - )+].
Mais
. $=ziz))  pour 255 < 6 < a,
Kz(ﬁ) = " 0
“(-L_—) pour z < 6 < x;;
ainsi

b 2 2
(z—zim1)* + (z; — 2) h;
K = < —,

Nous avons donc B : 9
e ()] < jllf“')lloo + = l1Elloo
et en utilisant (2.6) nous obtenons (2.5). O

3. Le probléeme d’histospline. Pour une fonction spline de degré 0 définie sur [a, b] &
I'aide de la partition A = {z;}}¥; nous avons

N
8(2) =) Sic1/2X(zio1,2:)(®)
i=1
ou x(-) est la fonction caractéristique de I'intervalle I, et les conditions sont

t
/ s(z)de =y; pourj=1,...,N.
ti-1

-
Observons qu’a partir de la suite {y;}7_; on peut construire la suite {Y;}L, telle
que Yj est arbitraire et

j
Y:,;:Y—O-G—Zyk (j=17"'7N)7
k=1
et résoudre le probleme (P} suivant : «trouver une fonction spline S(-) de degré 1 telle
que S(tj) = y; G =0, ..., N)». Ainsi s(z) = S®)(z) est une fonction spline de
degré 0 solution de la partie (a) de (PH). De plus si les y; vérifient

i
vi= [ s
ti-1
pour une fonction f € C'[a,d], la solution S(-) du probléme (PI) précédent vérifie
|F® — S®|| = O(h2=*) pour k = 0 et 1 od F(z) =Y, + ffo f(&) dE, et alors
Ilf = slleo = O(R).

En résumé nous avons le résultat suivant:
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Théoréme 2. Soit A = {z;}N., une partition de intervalle [a,b) et {t]-}f;o une suite
vérifiant la propriété (C). Alors

(a) existence et unicité: Pour toute suite de valeurs {yj};y:() il existe une et une
seule fonction spline s(-) de degré 0 telle que

tj
S(f)d{:yj (j:].,...N);

¢
~/tj_1

(b) majoration d’erreur: si f(-) est une fonction de classe C'[a,b] et

= FO% (=17

vérifie
1-6)év(A 1
15 ol < |2 4 2

ou h est le pas de la partition, v(A) est la constante de régularité de la partition
A et § est définie a U'aide de la condition (C).

4. Les problemes d’interpclation et d’histospline périodiques. Pour présenter et traiter
les problémes périodiques on construit les extensions périodiques infinies des suites
{z;}0, {t;}1o et {y;} . Ainsion a

{zj}jez ot zjun=z;+1(b—a),

{titiez outjpin =t;+1(b—a),

{y.i}jez oll Yj+IN = ¥j.
pourtout j =0,..., N—-letle Z=1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Notons que
dans le cas périodique ¢ty = to + (b — a) et yo = yn (ce qui n’est pas nécessaire dans
le cas non périodique). Nous dirons que les suites infinies {x;};ez, {t;}jez et {y;}jez

sont des suites infinies périodiques.
D’aprés les définitions précédentes, on obtient

hjyin =hj, ajun=a; et Biun = B;

pourtout j =0,1,..., N--1et! € Z. On peut également définir les fonctions de base
B;(z) pour tout ¢ € Z et z € R, et nous avons

Biyin(z) = Bi(z — I(b— a)).

La condition sur la suite {t;};cz, dans le cas périodique, est
1 1 .
<) wj_ihj <t <w,~+§h]~+1 pour tout j € Z.

Pour le probléme d’interpolation périodique, la fonction spline périodique de degré 1
peut s’écrire
[e ]
s(z) = Z siBi(z)

i=—00
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avec s; = sgpyypourt=0,... , N—-1letl € Z.

De fagon plus générale on peut étendre une fonction f(-) € C;,‘[a, b] en une fonction
f(-) € C¥(R) de période b — a en posant f(£) = f(x) lorsque ¢ = z + I(b— a) pour un
certain ¢ € [a,b] et I € Z. Dans ce qui suit on identifie f(-) € Cj[a, ] et son extension
périodique f(-) € C¥(R) de période b — a.

le probléme d’interpolation périodique s’énonce alors

(a) pour une suite périodique {y;};ecz trouver une fonction spline

périodique s(-) de degré 1 telle que s(¢;) = y; pour tout j € Z;

(PI, ) { (b) si f(-) est une fonction de classe CZ[a, ] ety; = f(t;) montrer

que I'unique fonction spline périodique de degré 1 telle que

s(tj) = y; G € Z) vérifie ||f®) — s®)||, = O(h2~*) pour
k=0etl.

Ce probleme est résolu de fagon identique au probléme (PI) non périodique et le
théoréme 1, interprété en considérant la périodicité, donne le résultat.

Notons cependant que le systéme a résoudre afin d’obtenir les s; est un systéme quasi
tridiagonal de N équations 2 IV inconnues de la forme Y = 4,5 ol

-
1— (a0 + Bo) Bo aNW
Yo ag 1—(aq +p) B S0
Y . . . s
Y= -l y Ap= I T . , 5= .1
yN.—l an—z 1—(an-2+Pn-2) Bn-2 31\;_1
| Bn-a an_1 1—(any—1+Bn-1)]

De méme le probléme d’histospline périodique s’énonce

(a) pour une suite périodique {y;};cz trouver une fonction spline
périodique s(-) de degré 0 telle que ‘f:ij—l s(€)d¢ = y; pour
JE€Z;

(b) si f(-) est une fonction de classe C}, [a,b] ety; = é"—l f(€) dg,
montrer que 1’unique fonction spline périodique s(-) de degré 0
telle que fé".l s(€) d¢ = y; vérifie || f — s|loo = O(h).

(PHp) o

Comme pour le résultat précédent, ce probléme est résolu de fagon identique au pro-
bleme (PH) non périodique et le théoréme 2, interprété en considérant la périodicité,
donne le résultat.

English extended abstract. Let A = {z,;}¥ be a partition of [a, b] such that a = zo <
Ty <z <--<zy=>b If hy = z; — x;_; is the length of the interval [z;,z;_4],
the mesh size of the partition is h = max; h; and the mesh ratio is y(A) = h/ min; h;.

A function s(-) is a spline of degree n defined on [a, b] for the partition A if s(-) €
C™~![a, b] and, on each interval (z;,z;—1), s() is represented by a polynomial of degree
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at most n (for n = 0, C~![a, b] denotes the set of bounded functions on [a, b). The spline
is periodic if s(¥)(a) = s®)(b) for k=0, ...,n—1.
Let {t;}}_, be a sequence such that

1
a=$0Sto<$o+-2-h1,

1 1 .
(C) -Tj—'2'hj<tj<xj+§hj+l (]=1,...,N—1),

a:N—%hN<tn§mN=b,
We define 6 = max; 6; where
(zi—ti)+ | (ti—zj)+
6 = +
! h; hjt1
forj=0,..., N and (z)4 is 0 if z <0 or z if z > 0. Under (C) we have 0 < § < 1.
For any sequence of data {yj}ﬁ-v:(), we show that the interpolating spline s(-) of
degree 1 such that s(t;) = y; (j = 0, ..., N) exists, and if f(-) € C?a,b] and
yj = f(t;) G =0, ..., N) then

1 = sl < [ 2215
and 1 —8)8~v(A 1
Y (L R e

We extend this result to histosplines. We consider any sequence of data {y;} f’=1, we
show that a spline s(-) of degree 0 such that
'tj

| s©de=v G=1...0

tj
tji—1

(1-68)6v(A) 1

1 = sl < [S 2B 1 20

The proofs of these results are based on the diagonal dominance property of a tridi-
agonal matrix, and on the Peano Kernel Theorem.
We also present similar results for the periodic cases.

exists, and if f(-) € C'[a,b] and y; = f&)d¢ G=1,..., N) then
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