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ALGÈBRES DE BOOLE NON COMMUTATIVES 

YVES DIERS ET ÉLIE KOUDSI 

RESUME. Une notion d’algèbre de Boole non commutative est introduite. On montre qu’elles 
sont représentables par des faisceaux d’ensembles bipointes sur des espaces topologiques boo- 
16ens. Une notion d’espace booléen non commutatif est introduite et une dualité de Stone est 
établie. Il est prouvé qu’une telle structure est toujours présente lorsqu’une structure algébrique 
peut être naturellement représentée par un faisceau booléen d’algèbres simples. 

ABSTRACT. A notion of noncommutative Boolean algebra is introduced. It is shown that they 
cari be represented by sheaves of bipointed sets on Boolean spaces. A notion of noncommutative 
Boolean space is introduced and a Stone duality is stated. It is proved that such a structure 
always appears whenever an algebraic structure cari be naturally represented by a Boolean sheaf 
of simple algebras. See the English extended abstract at the end of the paper. 

Introduction. La théorie des algèbres de Boole est bien connue. Ses applications sont 
multiples, variées, concrètes, dans de nombreuses disciplines : mathématiques, informa- 
tique, électronique, automatique, électrotechnique, gestion, recherche opérationnelle, etc. 
Nous proposons de développer ici la théorie des <{algèbres de Boole non commutatives>> 
en présumant qu’elle puisse s’appliquer dans les disciplines précédemment citées. Nous 
avons effectivement trouvé des applications dans la représentation des algèbres par des 
faisceaux booléens d’algebres simples. 

Les <<algèbres de Boole non commutatives >>, appelées dans la suite, algèbres booloïdes 
ou booloïdes, sont définies à partir de deux éléments distingués notés 0 et 1 et trois 
opérations binaires notées respectivement l , *, + qui représentent l’<< intersection non 
commutative D, la << réunion non commutative D, la << différence symétrique >> commuta- 
tive. On peut montrer que cette notion est équivalente à celle d’{< algèbre à comparaison >> 
introduite par J.F. Kennison mais définie à l’aide d’une opération de comparaison qua- 
ternaire 

Une algèbre de Boole est une algèbre booloïde dont les éléments distingues sont 0 
et 1, et les operations sont : a l  b = a A b, a * b = a V b, a + b = (a A b’) V (a’ A b). 

Réciproquement, une algèbre booloïde dont l’opération l  est commutative, est une algèbre 
de Boole pour les opérations : a A b = a . b, a V b = a * b, a’ = 1 + a. Un élément 
a d’une algèbre booloïde A est dit symétrique si a + 0 = a. L’ensemble sym(A) des 
éléments symétriques de A est une algèbre de Boole isomorphe au quotient de A par 
la relation d’équivalence associée à une relation de préordre sur A. C’est l’algèbre de 
Boole couniverselle associée à l’algèbre booloïde A. 

La théorie des algèbres booloïdes se développe en parallèle avec la théorie classique 
des algèbres de Boole jusqu’à un analogue de la dualité de Stone. 
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Les espaces booloïdes sont définis comme étant des espaces topologiques séparés 
étalés sectionnés sur des espaces topologiques booléens. L’ensemble des sections ouvertes 
et fermées d’une espace booloïde est une algèbre booloïde. La dualité booloïdienne 
exprime que toute algèbre booloïde est précisément de cette forme. 

Une théorie algébrique booloïde est une théorie algébrique ayant au moins deux 
constantes notées 0 et 1 et trois opérations binaires notées l , *, + vérifiant les axio- 
mes de booloïdes et une condition de compatibilité. On montre que les algèbres d’une 
théorie algébrique booloïde sont naturellement représentables par des faisceaux booléens 
d’algèbres simples, et réciproquement qu’une théorie algébrique ayant au moins deux 
constantes séparées et dont les algèbres sont naturellement représentables par des fais- 
ceaux booléens d’algèbres simples est nécessairement une théorie algébrique booloïde. 

De nombreuses preuves sont omises. 

1. Algèbres booloïdes. 

1.1 Définition. Une algèbre booloiiie ou booloide est un ensemble A muni de deux 
éléments distingués, notés 0 et 1, et trois opérations binaires notées respectivement . , * 
, + satisfaisant les axiomes suivants : 

(1) L’opération l  est associative, symétrique (c’est-à-dire vérifiant a l  b l  c = b l  a . c), 

et admet 1 comme unité à gauche. 
(2) L’opération * est associative et admet 0 comme unité. 
(3) L’opération + est commutative et vérifie a + a = 0. 

(4) L’opération l  est distributive par rapport à * et distributive à gauche par rapport 
à +. 

(5) a . (a * b) = a. 

(6) (a + b) * 1 = 1. 
(7) (a + b) * a = (a + b) * b. 

L’opération + est parfois notée -1. 
On note B891 la catégorie des booloïdes et morphismes de booloïdes i. e. applications 

préservant les opérations. 

2. Exemples de booloïdes. 

2.1 Les ensembles bipointés. Un ensemble bipointé est un ensemble A ayant deux 
éléments distingués 0 et 1. C’est un booloïde pour les trois opérations : 

a 
a-b= 

si a = 0 b sia=O 0 sia=b 

b sia#O 
a*b= 

a sia#O 
a+b= 

1 sia#b 

2.2 Les anneaux fortement réguliers [l, 91. Un anneau fortement régulier est un 
anneau unitaire vérifiant la propriété suivante : pour tout a E A, il existe ü f A tel que 
a2â = a. C’est un booloïde pour les opérations suivantes : 

a. b = aâb, a*b=a+(l - aà)b et a -i b = (a - b)(a - b). 

Les anneaux réduits réguliers et les anneaux commutatifs réguliers sont des cas particu- 
liers. 
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2.3 Les anneaux de Baer commutatifs [SI. Un anneau de Baer commutatif est un 
anneau commutatif unitaire A muni d’une opération unaire e satisfaisant les axiomes 
suivants : 

(1) e(0) = 0; 
(2) e(x2) = e(x); 
(3) Xe(x) = x; 
(4) +Y) = @e(Y)* 

Un anneau de Baer commutatif est un booloïde pour les opérations suivantes : 

X’Y = +$Y, J: * Y = X + (1 - +))y et x -l y = e(x - y). 

2.4 Les E-anneaux [7]. Un E-anneau est un anneau unitaire A muni d’une opération 
unaire e vérifiant les six axiomes suivants : 

e(x) est idempotent central. 
Xe(x) = x 

(El) 

(E2) 

(E3) 

(E4) 

(Es) 

(E6) 

D’aprè 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 

e (4x>> = 44 
e(-x) = e(x) 
e(1 - e(x)) = 1 - e(x) 

e(e(x)y > = e(+o > 

[4] les quatre axiomes suivants sont suffisants. 

e(x) est un élkment central 

4O> 
- - 0 

Xe(x) = x 

4Ye(z)) = e(Y)+) 
Un E-anneau est un booloïde pour les opérations suivantes : 

a l  b = e(a)b, a*b= a+@- e(a))b et a i  b = e(a - b). 

2.5 Ensemble des sections globales d’un espace étalé. Soit E un espace étalé séparé 
sur un espace booléen X muni de deux sections globales continues notées SO et SI. 
L’ensemble I’(E) des sections globales continues de E est un booloïde pour les opérations 
suivantes : 

s(x) si s(x) = sa(x) 
(s l  t>(x) = { qx> 

t(x) si s(x) = sa(x) 

si s(x) # SO(X); (’ *t)(x) = { s(x) si s(x) # SO(X); 

(s -t t)(x) = 
1 

SO(X) si s(x) = t(x) 

SI(X) si s(x) # t(x). 

2.6 Ensemble des sections ouvertes fermées d’un espace étalé séparé sectionné sur 
un espace booléen. Soit E un espace étalé séparé sur un espace booleen X muni d’une 
section globale continue notée 01. Une section ouverte fermée de E est un couple (U, s) 
formé d’un ouvert fermé li- de X et d’une section continue s de E au dessus de U. 
L’ensemble A(E) des sections ouvertes fermées de E est un booloïde dont les opérations 
sont définies par 

- la section nulle est (0,0) 
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- la section unité est (X, a1 ) 
- (u,s)‘(V,t)=(UnV,tlu~v> 
- (U,s)*(V,t)=(UuV, ) r où T est la section définie par T(Z) = s(z) si =r: f U 

et r(z) = t(x) si x f V - U 
- (U,s) + (v, t) = (W,qlw) où w = {x E u u v : s(x) # t(x)}. 

2.7 Booloïdes commutatifs et algèbres de Boole. Un booloïde A est dit commutatif si 
l’opération . est commutative. Ce sont exactement les algèbres de Boole. En effet, tout 
booloïde commutatif A est une algèbre de Boole pour les opérations : 

aAb=a-b, aVb= a*b et a’=I+a, 

et alors l’opération + est la différence symétrique. Inversement, 
A est un booloïde commutatif pour les opérations : 

algèbre de Boole 

a-b=aAb, a*b= aVb et a+b=(aAb’)V(a’Ab); 

2.8 Booloïdes et algèbres à comparaison [3, 61. Une algèbre à comparaison est un 
ensemble A muni de deux éléments distingués notes 0 et 1 et d’une opération quaternaire 
c vérifiant les six axiomes suivants : 

(Cl) c(a,a,x, y) = x. 
(C2) c(a, b,x,x) = x. 

c3 C(a, b, x, Y) = c( 4 a, x, Y>* 
(C4) c(a, b, a, b) = b. 

(W c(o, l,X,Y) = Y- 

Km C(a,b,C(xl,Z2>23,x4),C(Yl,Y2,Y3>Y4)) = 

C(C(% b, Xl, Yl), C(a, k x2, Y2), C(a, b, x3, Y317 4% 4 x47 Y4))- 

Une algèbre à comparaison A est un booloïde pour les opérations suivantes : 

a-b=c(O,a,O,b), a*b=c(O,a,b,a) et a+b=c(a,b,O,l). 

Réciproquement, un booloïde A est une algèbre a comparaison dont l’opération quater- 
naire c : A4 --+ A est définie par c(a, b, x, y) = [1 + (a + b)] l  x * (a + b) l  y. En fait, il y 
a une équivalence entre les deux notions. 

3. Quelques règles de calcul dans les algèbres booloïdes. Dans tout booloïde, on a les 
règles de calcul suivantes : 

(Bl) 1 est un élément absorbant à gauche pour l’opération *. 
(B2) 0 est un élément absorbant pour l’opération l . 
(B3) Les deux opérations l  et * sont idempotentes. 

_---. 

(B4) (a + b) l  1 = a + b 
(B5) (a + 1) * a = 1. 
(B6) a + 0 = a. 1. 
(B7) 1 + 0 = 1. 
(BS) (a * b) 9 a = (b * a) l  a = a. 
(B9) (a * b) l  1 = (b* a). 1. 

(BlO) (a * b) l  (a + b) = u + b. 
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I (Bw 
(BW 
(BW 
(B 14) 
(B 1% 
CO) 
(Cl) 
vo 
(W 
W) 
(W 
C6) 
(cn 
(cs) 
cg) 

KW 
Cil) 
(Cl2) 
(Cl3 

cm 

L’opération * est distributive à gauche par rapport à l’opération 0. 
a-b=bUa*b=a. 

(a l  b = a et b l  a = b) + a = b. 

a*b=OC4b*a=O. 

a+b=OHa=b. 

L’élément a’ = 1 + a . 1 s’appelle le complément de a. 
a l  a ’  = a ’  l  a  = 0 

(a + 0)’ = a’ 

a+a'=l 
0 et 1 sont des éléments compléments l’un de l’autre. 
a’* b’ = b’*a’. 

a-b=0 

a*b=l > 
+ a = b’. 

(a l  b)’ = a’ * b’. 

(a * b)’ = a’ l  b’. 

( > a I I =a4. 
a’ + b’ = b l  a’ * a l  b’. 

(a + b)’ . a = (a + b)’ . b. 

a~b*a’~c=a’-c*aeb. 
a-b=aec 

a’  g  b  = a ’  l  c  

1 

+b=c. 

Un élément e est dit symétrique s’il vérifie l’une des propriétés suivantes : 
(Sl) e + 0 = e 
(S2) e * 1 = 1 
(S3) e l  1  = e 

(S4) e’*e= 1. 

(S5) 3a 3b, e = a + b. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer directement ces formules à partir des 
axiomes ou bien, comme le propose Jean Bénabou, d’utiliser la représentation d’un 
booloïde comme un sous-booloïde d’un produit d’ensembles bipointés, et se contenter 
alors de vérifier les formules pour les ensembles bipointes. 

3.1 Théorème. L’en.semble des éléments symétriques de A, noté sym(A), forme un 
sous-booloïde commutatif de A, donc une algèbre de Boole. C’est l’algèbre de Boole 
couniverselle associée à A. 

4. Relation de préordre dans un booloïde. 

4.1 Définition. Dans un booloïde A, on définit la relation de préordre, a < b, par l’une 
des relations équivalentes suivantes : 

(1) a = bea. 

(2) a*b-l=a-1. 

(3) a 9 b’ = 0. 

(4) b’-a’= b’. 
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4.2 Théorème (Bénabou). Le préordre sur A induit l’ordre habituel sur l’algèbre de 
Boole sym( A), et l’injection sym( A) + A est une équivalence d’ensembles préordonnés 
(i.e. de catégories) dont l’équivalence quasi inverse e : A + sym(A) associe à l’élément 
a, l’élément e(a) = a l  1. 

4.3 Corollaire. A est une préalgèbre de Boole i.e. un prétreillis distributif borné pré- 
complémenté dans lequel a 8 b est une borne inférieure de a et b, a * b est une borne 
supérieure de a et b, 0 est borne inférieure de A, 1 est borne supérieure de A, 0 est une 
borne inférieure de a et a’, et 1 est une borne supérieure de a et a’. 

4.4 Corollaire. La relation d’équivalence associée au préorde : a = b si et seulement si 
a-1 = b 9 1, est compatible avec les opérations 9 et * et le complémentaire, et le quotient 
AJ = est une algèbre de Boole isomorphe à sym(A). 

4.5 Corollaire. 

(EO) e(x) = 0 w x = 0. 
(El) e(1) = 1. 
(E2) e(e(x)) = e(x). 
(E3) x *e(x)= e(x)= e(x)* x. 
(E4) e(x) l  x  = x  = x  * e(x). 

(ES) e(x l  y) = e(y l  x) = e(x) l  e(y). 
(E6) e(x *y)= e(y*x)= e(x)*e(y>. 
(EV x  l  Y 

= e(x) l  y .  

(E8) e(x) = x +O. 

5. Idéaux, filtres et congruences. 

5.1 Définition. Un idéal I d’un booloïde A est un sous-ensemble de A tel que : 

(1) 0 f I 
(2) (a E A et x f 1) + x l  a E I 
(3) (x E I et y E 1) * x * y E I 

Un idéal propre est caractérisé par la condition supplémentaire 1 $ I. 

5.2 Proposition. x f I si et seulement si e(x) c I. 

5.3 Proposition. 

(1) Si I est un idéal de A, l’ensemble sym(I) = Insym(A) est un idéal de sym(A). 
(2) Si J est un idéal de sym(A) l’ensemble IJ = {x f A : e(x) E J} est un idéal 

de A. 
(3) Il y a un is0morphism.e entre l’ensemble ordonné des idéaux de A et l’ensemble 

ordonné des idéaux de sym(A). 

5.4 Proposition. Tout idéal de A est engendré par l’ensemble de ses éléments symé- 
triques. 

5.5 Proposition. 

(1) Si I et J sont deux idéaux de A, alors I . J = {x l  y : x f I et y c J} est un 
idéal de A. En outre, I s J = I n J. 

(2) Si I et J sont deux idéaux de A, alors I * J = {x * y : x f I et y c J} est un 
idéal de A. C’est l’idéal engendré par l’union I U J et c’est la borne supérieure 
de I et J dans l’ensemble ordonné des idéaux de A. 
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(3) Soit ( Ji )iEr une famille d’idéaux de A et soit P l’ensemble des parties finies de 
I. Alors *iEIJi = UloEP (*iCIO Ji> est un idéal de A. Cet idéal est la borne 
supérieure de (Ji)ieI dans l’ensemble ordonné des idéaux de A. 

5.6 Proposition. L’idéal principal de A engendré par un élément a E A est (a) = {x E 
A :aex = x}. 

Démonstration. En effet soit (a) = {x f A : a l  x = x}. Alors 0 E (a). Si b E A et 
x f (a), alors a*(b*x) = bmaex =bexdoncb-x~(a).Enoutre,sixQa)ety~(a), 
onaa*(x*y)=a*x*a*y = x * y d’où x * y E (a). Par suite (a) est un idéal de A 
contenant a et c’est clairement le plus petit. Cl 

5.7 Proposition. Tout idéal jînimen t engendré est principal. 

Démonstration. Considérons IG où G est un ensemble fini. Si G = 0, IG = (0) = (0). 
SiG= {gl,g~,~.~,gp},POSOnSg=gl*g~*~*~*gg.~orsIG =(g)car(gp***g,)g; = 
gi donc gi f (g) et (g) est clairement le plus petit idéal contenant gl , . . . , g,. CI 

5.8 Définition. Soit I un idéal de A. On définit sur A la relation modula I par x = 
y(modI)Hx+yEI. 

5.9 Proposition. x = y(mod 1) w 3a f I tel que a’ l  x = a’ l  y .  

Démonstration. Si a = (x + y) f 1, alors a’ s x = a’ l  y car (x + y)’ l  (x + y) = 0. 
Réciproquement, si a’ l  x = a’ . y et a E I alors a’ . (x + y) = 0 et a f I donc 
(x + y) . (1 + a l  1) 

= 0 et par suite x + y = (x + y). (a l  1) E 1 car a l  1 E 1. Cl 

5.10 Proposition. Lu relation modulo 1 est une relation d’équivalence compatible avec 
la structure du booloiite i.e. une congruence de booloïde. 

Démonstration. Cette relation est immédiatement réflexive et symétrique. Supposons 
XE y(mod1) et y = x (mod 1). Alors il existe a, b E I tels que a’ l  x = a’ l  y et 
b’ . y = b’ . z (proposition 5.9). L’ék?ment c = a * b f I est tel que c’ l  x = a’ . b’ . x = 
b I . a’ l  y = a’ l  b’ . z = c’ l  z. Par conséquent x = z(mod1). La relation est donc 
transitive. Supposons x = y(mod 1) et x1 = y1 (mod I). Alors il existe a, b E I tels que 
&x = a’ l  y et b’ l  1x31 = b’ 1 yl. Considérons 1’6lément c = a * b de I. Alors c’ . x . x1 = 
a’-b’ex-xl = a’ex-b’-xl = a’-y*b’*yl = d-y-y1 c’est-à-dire x0x1 = y-yl(modI). 
Demême,c’~(x*xl)=a’~b’~x*a’~b’~xl =a’*b’ey*a’*b’*yl =c’*(y*yl).En 
outre c’ l  (x + x1) = a’ l  b’ l  x + a’ l  b’ l  xl = a’ l  b’ l  y + a’ l  b’ l  y1 = c’ l  (y + yl). La 
relation est donc compatible. Cl 

5.11 Notation. La congruence modulo l’idéal engendré par un élément symétrique e 
s’appelle la congruence modulo e et se note mod(e). 

5.12 Proposition. x G y(mod(e)) si et seulement si e l  (x + y) = x + y. 

5.13 Proposition. Pour tout booloide A, l’application qui associe à un idéal I de A, la 
congruence modula 1, établit une correspondance biunivoque entre I’ensemble ordonné 
des idéaux de A et l’ensemble ordonné des congruences sur A. 

Démonstration. Soit I un idéal de A. On sait que la relation modulo 1 définie dans le 
booloïde A est une congruence. Réciproquement, si R est une relation de congruence 

,, ’  . 
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surA&={zEA:z-O-(R)} t es un idéal de A. On a x f I w x + 0 E I w  x G 

0 l  (mod (1)) ti x f ImOd (11, donc I = Imod (1). En outre, on a d’une part 

x  E y  l  (R) +P x + y = (y + y) l  (R) + x + y  = 0 l  (R) 

jX+yEIR=$X_yo(mod(IR)) 

et d’autre part 

X -y=(mod(&))Jx+y=O*(R) 

+ (0 * x  = [(x + y) * x ]  l  (R) et 0 * y = [(a: + y) * y]. (R)) 

+ x G y.(R). 

Il en résulte R = mod (IR). 0 

5.14 Définition. Un filtre F d’un booloïde A est un sous-ensemble de A tel que : 

(1) 1 E F 
(2) (a E A et x E F) + a * x E F 

(3) x f F, y f F + x 9 y E F. 

Un filtre propre est caractérisé par la condition supplémentaire 0 4 F. 

5.15 Proposition. x E F si et seulement si e(x) E F. 

5.16 Proposition. 

(1) Si F est un Jiltre de A, l’ensemble sym( F) = F (I sym( A) est un filtre de 

sYm(A)- 
(2) Si fD est un jYtre de sym(A), l’ensemble F<p = {x E A : e(x) E a} est un jZtre 

de A. 
(3) Si F est un filtre de A, l’ensemble I(F) = {x E A : 3a E F, a l  x = 0) est un 

idéal de A. 
(4) Si I est un idéal de A, l’ensemble F(I) = {x E A : 3a E 1, a * e(x) = 1) est 

un Jiltre de A. 

5.17 Corollaire. Il y a un isomorphisme entre l’ensemble ordonné des filtres de A, celui 
des$ltres de sym(A) et celui des idéaux de A. 

5.18 Proposition. Le Jiltre principal de A engendré par un élément a E A est )a( = 

{x E A : x -a = a}. 

Démonstration. Soit )a( = {x f A : x l  a = a}. Alors 1 E )a(, car 1 l  a = a. Si b E A 

et x E )a(, alors (b * x) l  a = b l  a * x l  a = b l  a * a = (b * a) l  a = a donc b * x E )a(. 

Enfin, si x E )a( et y f )a(, on a x l  y l  a = x l  a = a d’où x l  y E )a(. Par suite )a( est 
un filtre de A contenant a et c’est clairement le plus petit. CI 

5.19 Proposition. Tout Jiltre jïniment engendré est un Jiltre principal. 

Démonstration. Considérons FG où G un ensemble fini. Si G = 0, FG = (1) = )l(. Si 
G={g~,g~,...gp.),pos~nsg=g~~g~~...~g~alorsFG=)g(carg~~g~~g~~...~g,= 
g1 ‘92 l  l  ‘- l  g, donc g; E )g( et )g( est clairement le plus petit filtre contenant gl, g2, , 
. . . , g!r cl 
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, 5.20 Définition. Soit F un filtre de A. On définit sur A la relation modula F par 
X ry(modF)~%~Ftelquea*x=a*y. 

5.21 Proposition. La congruence modula un jiltre F est identique à la congruence 
modulo l’idéal I(F). 

Démonstration. Soit x = y(mod F). Il existe a f F tel que a l  x = a l  y; alors 

a l  (x + Y) 
= 0, donc x + y E I(F) et x = y( mod I(F)). Réciproquement, supposons 

XL: y(mod I(F)). Alors x + y E I(F) donc, il existe a E F tel que a l  (x + y) = 0. 
Alors a l  x = a. y avec a E F. Donc x G y(mod F). Cl 

5.22 Proposition. Pour e, f E sym(A) les relations suivantes sont équivalentes : 

(1) e G f 
(2) )f( c 14 
(3) mod )f( C mod )e(. 

En outre, mod)e * f( = (mod)e() n (mod)f(). 

6. Idéaux premiers, filtres premiers et booloïdes simples. 

6.1 Définition. , 

(1) Un idéal I est premier s’il est propre et vérifie x l  y E I + (x E I ou y f 1). 
(2) Un idéal I est maximal s’il est propre et n’est proprement contenu dans aucun 

idéal propre de A. 

6.2 Proposition. Pour un idéal I d’un booloitie A, les assertions suivantes sont équiva- 

(1) I est un idéal premier. 
(2) sym( 1) est un idéal maximal de sym(A). 
(3) I est un idéal maximal. 
(4) I est propre et, pour tout x c A, x E I ou x’ E I. 
(5) Pour tout couple ( J1, J2) d’idéaux de A, on a J1 l  J2 c I + (J1 c I ou 

J2 c I). 

6.3 Définition. 

(1) Un filtre F est premier s’il est propre et vérifie x * y f F + (x E Fou y E F). 
(2) Un filtre F est maximal s’il est propre et n’est proprement contenu dans aucun 

filtre propre de A. 

6.4 Proposition. Pour un jîltre F d’un booloide A, les assertions suivantes sont équi- 
valentes : 

(1) F est un filtre premier; 
(2) F est propre et pour tout x de A, x E F ou x’ E F; 
(3) F est un filtre maximal. 
(4) sym(F) est un filtre maximal de sym(A). 
(5) I(F) est un idéal premier 

6.5 Définition. Un booloïde A est simple si 0 # 1 et les seuls idéaux de A sont (0) et 
A ou de façon équivalente, les seuls filtres de A sont { 1) et A. 
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6.6 Proposition. Pour un booloïde A, les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) A est simple. 

(2) sym(A) = (0, 1). 
(3) A est isomorphe au quotient d’un booloïde B par un idéal (resp. Jiltre) premier. 

6.7 Proposition. Les booloides simples sont exactement les ensembles bipointés par deux 
points distincts et les morphismes de booloides simples sont les applications injectives 
préservant les deux points. 

Démonstration. Soit A un booloïde simple. Il est bipointe par 0 et 1. Nous savons que 
amb= e(a) l  b et que e(a) est un élément symétrique. Donc si a # 0, e(a) # 0 et 
a l  b = 6. En outre 0 l  b = 0. Donc 

a sia=O 
a-b= 

b si a # 0. 

La proposition (3) entraîne pour a # 0, a * b = a, donc 
b sia=O 

a*b= 
a si a # 0. 

De plus, si a # b, a + b # 0. Puisque a + b est symétrique, a + b = 1. Donc 

a+b= 
{ 

0 sia=b 

1 si a # b. 

A est donc le booloïde canoniquement associé à un ensemble bipointé (exemple 2.1). 
Réciproquement, dans le booloïde canoniquement associé à un ensemble bipointé A, on 
au-1 = 1 pour a # 0, donc a = 1 si a est symétrique. Donc sym(A) = (0, 1) et A est 
simple. 

Soient A et B deux boolloïdes simples, et f : A -+ B une injection vérifiant f(0) = 0 
et f(l) = 1. Si a = 0 alors a l  b = a et f(a) = 0, donc f(a l  b) = f(a) = f(a) l  f(b). 
Si a # 0 alors a l  b = b et f(a) # 0, donc f(a l  b) = f(b) = f(a) l  f(b). On en déduit 
f(a*b) = f(a)*f(b)- 0 n montre d’une façon analogue les relations f (a * b) = f(a) * f(b) 
et f(a + b) = f(a) + f(b). Par conséquent, f: A -+ B est un morphisme de booloïdes 
simples. Réciproquement, un morphisme de booloïdes f : A --+ B vérifie f (0) = 0 et 
f(1) = 1. Il est injectif puisque si a # b alors a+ b = 1, donc f(a)+ f(b) = f(a+ b) = 

f(l) = 1, donc f(a) # f(b). q 

7. Spectres premiers. Soit A un booloïde et X A l’ensemble des idéaux premiers de A. 

7.1 Notation. Pour tout idéal J de A, notons 

(1) V(J) = {p E XA : J C p} 
(2) D(J) = {p f XA : J $f p) 

7.2 Proposition. 

(1) V(A) = 0 
(2) V({o}) = XA 

(3) Pour toute famille ( J&I d’idéaux de A, 

(4) Pour tout couple d’idéaux I et J de A, V(I 9 J) = V(I) U V(J). 
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f 
iv.3 Corollaire. L’ensemble {V(J) : J E Id(A)} est L’ensemble des fermés d’une topo- 
logie sur XA. 

7.4 Définition. On appelle qectre premier de A et on le note Spec(A), l’ensemble XA 
muni de la topologie dont l’ensemble des ouverts est {D(J) : J f Id(A)} et l’ensemble 
des fermés est {V(J) : J E Id(A)}. 

7.5 Notations. Pour e E q-m(A), notons 

(1) V(e) = {p E Spec(A) : e E p}. 
(2) D(e) = {p f Spec(A) : e 4 p}. 

7.6 Proposition. 

(1) D(e) = & - v(e) 
(2) D(o) = 0 et D(l) = & 
(3) D(e l  w) = D(e) n D(w) 

(4) D(e * w) = D(e) U D(w) 
(5) D(e’) = XA - D(e) = V(e) 

7.7 Notations. Nous noterons DA l’ensemble ordonne des parties de Spec(A) de la 
forme D(e) avec e f sym(A), et ‘iT)ip l’ensemble ordonné opposé de DA. 

7.8 Proposition. Spec( A) est un espace booléen homéomorphe à Spec(sym( A)) et dont 
l’ensemble ordonné des ouverts fermés est VA. 

7.9 Proposition. Soit f : A --+ B un morphisme de booloi’des. Si p un idéal premier de B, 
alors f ml (p) est un idéal premier de A. L’application Spec( f) : Spec( B) -+ Spec(A) 
définie par (Spec(f))(p) = f-l (p) est continue. 

7.10 Préfaisceau structural. Soit A un booloïde. Définissons le foncteur A: Dip --) 
B001 par A(D(e)) = A/),( et A(D(e) c D(w)): A(D(w)) + A(D(e)) qui applique 
la classe d’équivalence de z modulo )w( sur la classe d’équivalence de x modulo )e(. 

7.H Théorème. A est un faisceau de booloïdes. En outre, la fibre de A au point p f 
Spec(A) est A/p, et le booloïde des sections globales de A est isomorphe à A. 

Démonstration. Soient (D(ei>> iEI1 nl une famille finie de DA et D(e) tel que D(e) = 

UiE[l,n] D(ei). Alors e = el * l  l  l  i e,. Soient Te et Tj” deux éléments de A(D(e)) 
tels que les restrictions de Te et jj e à chaque D(ei) soient égales, i. e. Tei = ye’ 
pour tout i E [l, n]. Alors x = y(nyzl mod)ei(), donc x = y(mod)e(), (proposition 
5.22). Cela signifie que II: ’ = Je dans A(D(e)). Supposons maintenant donnés des 

Vei E A(D(ei)) tels que quelque soient i, j f [l, n], les restrictions de Fei et 2jej à Xi 
(D(ei> n D(ej)) soient égales. Alors x; E xj(mod)ei l  ej() ie. e; l  ej l  x; = e; l  ej l  xj. 
Posons x = el l  xl * e2 l  x2 * l  l  l  * e, l  xxi,. Alors 

e; l  x  = e; l  (q l  x l  * e2 l  x2 * l  9  l  * e, . xn) = e; l  e l  . x1  * e; l  e2 l  x2 * l  l  l  * e; l  e, l  5, 

= e;. e l  l  Xi * e; 9  e2 l  Xi * l  l  l  * e i  l  e, l  Xi = e; l  (el * e2 * e3 l  l  l  * 1  * l  l  l  *en) l  Xi = e; l  Xi. 

Donc x = x;(mod)e;(). Donc il existe un Te f A(D(e)) dont la restriction à D(ei> est 
s; ei pour tout i E [l, n]. Ce qui prouve bien que le foncteur 2 est un faisceau. La fibre 
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de A en p est 

A ; = +(D(e)) = l%A/),( = 1% A/(e’) = 1% A/( e’) = A/p. 

4P 4P 4P e’ Ep 

Enfin, A(XA) = i@(l)) = Aljl( N A. Cl 

7.12 Définition. On appelle faisceau structural sur Spec(A) le faisceau de booloïdes 
sur l’espace topologique Spec( A) défini précédemment sur la base de topologie DA. On N 
le note encore A. 

8. Espaces étalés bisectionnés sur espaces booléens. 

8.1 Définition. Appelons espace étalé bisectionné sur un espace booléen X, un es- 
pace étalé sur X muni de deux sections globales continues disjointes. Il sera noté 
(E, X, T, SO, si) ou simplement E. 

8.2 L’espace étalé bisectionné associé à un booloïde. Soit A un booloïde. Nous utilisons 
les résultats de [4]. 

8.2.0 Notations. Notons EA = {(p, ü) : p E Spec(A) et a E &}, TA : & -+ Spec( A) 
l’application définie par &$(p, a> = p, SO : Spec(A) --+ EA l’application définie par 
SO(P) = (PJ) et s1: Spec(A) --+ EA l’application définie par SI(P) = (p, i>. 

8.2.1 Théorème. (EA, Spec(A),~~,sO,sl) est un espace étalé séparé bisectionné sur 
l’espace booléen Spec( A). En outre, le booloïde I’( EA) des sections globales de EA est 
isomorphe à A. 

Démonstration. Le couple ( EA, TA) est un espace étalé sur Spec(A), d’apres Gode- 
ment [4, chap. 2, pp. 109-1121, dont une base d’ouverts de la topologie sur EA est 
{D(e,T) : e E sym(A) et?? E A/),(}, où D(e,T) = {(p,“) E EA : e 4 p}. De plus, 
d’après [4, chap. 2, pp. 109-1121, l’application 0 : A = A(Spec( A)) + l?( EA) définie, 
pour a E A, par a(a) : Spec(A) -+ EA où a(a)(p) = (PJ) est bijective. Montrons que 
EA est séparé. Soient a, b E A. L’ensemble {p E Spec(A) : a(a)(p) = a(b)(p)} = 

{p f Spec(A) : a z b(mod(p))} = {p E Spec(A) : a + b c p} = V(a + b) est un 
fermé de Spec(A). Donc EA est séparé d’après [4, proposition 2.12.11. Les deux sections 
globales continues a(O) = SO et a(l) = s1 sont disjointes puisque AP = A/p est un 
booloïde simple (proposition 6.7). Donc EA est un espace étale bisectionné sur Spec( A). 

L’application 0 : A + I’( EA) est un morphisme de booloïdes, en vertu de la construction 
du booloïde I’(EA) à partir des ensembles bipointes AP. Donc 0 est un isomorphisme 
de booloïdes. Cl 

8.3 Étude réciproque. 

8.3.1 Lemme. Soit E un espace étalé séparé bisectionné sur un espace booléen X. Si 
x E X, alors p(x) = {s e I’(E) : s(x) = SO(X)] est un idéalpremier du booloïde I’(E). 

Démonstration. On a SO f p(x) et sr 4 p(x). Si s E p(x) et t E I’(E) alors (s . 

w > = S(X) l  t(x) = sa(x) l  t(x) = sa(x) donc s l  t E p(x). Si s, t E p(x), alors 
(s L)(x) = s(x) * t(x) = SO(X) * St)(X) = sa(x) donc s * t f p(x). Donc p(x) est un 
idéal propre de I’(E). Si s 4 p(x) et t $! p(x), alors s(x) # SO (2) et t(x) # SO(X) donc 

(s l  t)(x) = s(x) l  t(x) = t(x) # sa(x) d ont s l  t $ p(x). Par suite p(x) est un idéal 
premier. Cl 
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8.32 Lemme. Si E est un espace étalé séparé bisectionné sur un espace booléen X, 
alors Spec(l?(E)) = {p(x) : 1x1 f X}. 

Démonstration. Rappelons que pour tout s E I’(E), X, = {x E X : s(x) = Q(X)} est 
un ouvert fermé de X. Notons que 

X $#*t = {x E x : (s *t)(x) = Q(X)} = {x E x : s(x) *t(x) = SO(X)} 

= {x E X : s(x) = SO(X) et t(x) = SO(X)} (proposition 3) 

= {X E X : S(X) = Q(X)} n {X E X : t(x) = Q(X)} = x, nx,. 

Notons encore que l’élément symétrique e(s) associé à s dans I’(E) est tel que X+l = 
X,. Soit p un idéal premier de I’(E). Posons X = n.,,X,. Supposons X = 0. Puisque 
X est compact, il existe SI, . . . , sn dans p tels que X,1 n l  l  l  n Xsn = 0. Posons 

1 
l  * sn.  D’après ce qui précède X,(,) = X, = 

X,=$)($> SO(X) et donc e(s)(x) = si(x). Par suite e(s) 
0. Donc pour tout x f 

= sl. Or s E p donc 
e(s) f p (proposition 5.2).. Ce qui est en contradiction avec la définition d’un idéal 
premier. En conclusion l’ensemble X n’est pas vide. Considérons alors un point x E X. 
Si s f p, alors s(x) = SO(Z), donc s E p(x). Si s 4 p, alors s’ E p (proposition 6.2), 
donc s’(x) = SO(X), donc s(x) # SO(X) et s 4 p(x). Il en résulte que p = p(x). 0 

8.3.3 Lemme. Si E est un espace étalé séparé bisectionné sur un espace booléen X, 
alors Spec(I’(E)) est homéomorphe à X. 

Démonstration. Considérons l’application p: X --+ Spec(r( E)) qui associe p(x) à X. 

Elle est surjective d’après le lemme 8.3.2. Montrons qu’elle est injective. Soient x # y 
dans X. Soit U un ouvert fermé de X contenant x et ne contenant pas y. Soit s E I’(E) 
la section définie par S/U = SO/U et S/+U = sJx.-u. Alors s E p(x) et s 4 p(y). 

Donc p(x) # p(y). Il en résulte que l’application p : X -+ Spec(I?( E)) est bijective. Soit 
VV un ouvert de S&I’(E)). Alors IV = D(S) = {p(x) : S(X) # Q(X)} où s E I’(E). 
On a x E p-‘(W) *p(x) E W w s(x) # SO(X). Donc p-l(W) = X - X, qui est un 
ouvert fermé de X. Par conséquent, p est continue. Or X et Spec(r( E)) sont compacts. 
Donc p est un homéomorphisme. Cl 

8.3.4 Lemme. Pour x E X et s, t f I’(E), on a s G t(modp(x)) u s(x) = t(x). 

Démonstration. On a 

SG t(mod(p(x)) w  s + t E p(x) H s(x) + t(x) = Q(X) H s(x) = t(x). CI 

8.3.5 Lemme. Soit E un espace étalé séparé bisectionné sur un espace booléen X. 
EI‘(E) = {(p(x)Jx) : x E X etFx E r(E)/p(x)} es un espace étalé séparé bisectionné t 

sur Spec(r( E)). 

8.3.6 Théorème. Si E est un espace étalé séparé bisectionné sur un espace booléen X, 
1 ‘espace étalé Es est isomorphe à E. 

Démonstration. Soit x E X. D’après le lemme 8.3.4, on peut définir une applica- 
tion injective vx : (E~(E& -+ E, par V,(S) = s(x). Cette application est surjec- 
tive puisque tout élément de E, est germe en x d’une section globale continue de 
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E. La famille des applications ( v;‘)~Ex définit une bijection w : E -+ Eh par 

w(u) = (PW~)~ v;($w) l  

Cette bijection vérifie la relation T~(E) 0 w = p 0 r. 

Par conséquent, c’est un holméomorphisme et le couple (p, w) établit un isomorphisme 
entre les deux espaces étalés E et Es. Cl 

9. Espaces booloïdes. 

9.1 Définition. Un espace booloiiie est un espace topologique séparé étalé et sectionné 
sur un espace booléen. Il sera noté (E, X, T, al) ou simplement E. 

9.2 Proposition. Si E est un espace booloiiie, l’espace topologique E II X est étalé 
séparé bisectioné sur X. 

Démonstration. On considère l’application 4 : E II X -+ X définie par q(a) = r(a) si 
a c E et q(x) = x si x E X. On voit immédiatement que q est un homéomorphisme 
local. Le couple (E II X, q) est donc un espace étalé séparé sur X. Soient s. : X --+ 
E LI X, sl: X --+ E II X, les applications définies respectivement par so( x) = x 
et a(x) = 01 (x). Il est immédiat que SO et s 1 sont continues et disjointes. De plus 
q(so(x)) = q(x) = x et q(sl(x)) = T(OI(X)) = x. Ce qui prouve que E II X est un 
espace étalé séparé bisectiornné sur X. Cl 

9.3 Proposition. Si E = (E, X, T, SO, ~1) est un espace étalé séparé bisectionné sur un 
espace booléen X, alors E - SO(X) est un espace booloi’de. 

Démonstration. L’application SO est ouverte puisque K est un homéomorphisme local 
et elle est fermée puisque SO est une application continue d’un espace compact X dans 
un espace séparé E. Donc SO(X) est ouvert fermé dans E. Soit ~1 = E - SO(X) --+ X 
la restriction de T. Alors le couple (E - sa(X), ~1) est un espace étalé séparé sur X. 
Soit 01: X + E - SO(X) l’application définie par 01 (x) = s1 (x). L’application CT~ 
est continue et vérifie T&(X))= n(sl(x)) = x. On en déduit que E - SO(X) est un 
espace booloïde. Cl 

9.4 Proposition. Sur un espace booléen X, il y a une correspondance essentiellement 
bijective entre l’ensemble des espaces booloides sur X et l’ensemble des espaces étalés 
séparés bisectionnés sur X. 

Démonstration. Soit E un espace étalé séparé bisectionné sur X. Alors E - SO(X) est 
un espace booloïde (proposition 9.3), et (E - sa(X)) II X est un espace étal6 sépare 
bisectionné sur X (proposition 9.2). Considérons l’application u : E -3 (E - sa(X)) It X 

définie par u(a) = r(a) si a E SO(X) et u(a) = a si a 6 SO(X). Il est clair que u est 
bijective et que u-l est définie par u-l(x) = SO(X) si x E X et u-l (a) = a si 
a e E- SO(X). Montrons que u est une application continue. Soit 0 un ouvert de 

( E - SO(X)) LI X. On a 0 = 01 U 02 où 01 = 0 n X et O2 = 0 n (E - sa(X)). 
Alors u-l(O) = u-l (0,) U u-l (02) = ~(01) U 02 où S~(OI) et 02 sont des ouverts. 

Donc u-l( 0) est un ouvert. Soit V un ouvert de E. Alors V = (v n SO(X)) u [v n 
L 

-n 

(E - sa(X))]. Posons Vl = V n sa(X) et V2 = V n (E - sa(X)). On a U(V) = 

u(K) u u(h) = T( VI) U V2, où K( VI) et Vz sont des ouverts puisque V1 et V2 sont des 
ouverts de E. Donc u(V) est un ouvert. Il résulte que l’application u est ouverte donc 
est un homéomorphisme. Soit a E E. Si a f SO(X), on a (q o u)(a) = q(r(a)) = T(a)( 
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proposition 9.2). Si a 6 SO(X), on a (q o u)(a) = q(a) = r(a) (proposition 9.2). En 
outre, on a U(S&$) = +&)) = x = SO(X) et u(Q(x)) = SI(X) (proposition 9.2). 
On en déduit [4, chapitre 2, no 1, p. 11 l] que u est un homéomorphisme d’espaces étalés 
bisectionnés E --+ (E - SO(X)) IIX. Soit maintenant E un espace booloïde. Alors E IIX 
est un espace étalé séparé bisectionné sur X (proposition 9.2), et (E II X) - sa(X) est 
un espace booloïde (proposition 9.3). Or SO(X) = X, donc (E I-l: X) - sa(X) = E. Cl 

9.5 Définition. Une section ouverte fermée d’un espace booloïde E est un couple (U, s) 
formé d’un ouvert fermé U de X et d’une section continue s de E au-dessus de U. 

9.6 Théorème. Si E est un espace booloiile, l’ensemble A(E) des sections ouvertes 
fermées de E est un booloii;le dont les opérations sont définies par 

- la section nulle est (0,0). 

- la section unité est (X, ai). 
- (Q) l  (V,t) = (U n V,tlunv)* 

- (U,s) * (V,t) = (U u v ,  ) r où r est la section décfinie par r(x) = s(x) si x f U 
et r(x) = t(x) si x E V - U. 

- (u,s) + (V, t) = (W,q Iw) où w = {x f u u v : s(x) # t(x)}. 

Démonstration. Nous allons considérer l’espace étalé EIIX (proposition 9.2) et montrer 
que l’ensemble I’( ELIX) est en bijection avec l’ensemble A(E). Pour tout s f I’( EIIX), 
posons 

ws = {X E x : s(x) # SO(X)} = {x E X : s(x) E E} = s-l(E). 

C’est un ensemble ouvert fermé dans X’! On considère l’application f : F(E LI X) --+ 
A(E) définie par f(s) = (*Ws,s~w,). On a W& = 0, donc f(so) = (QI). De même 
W 

51 = X et f(si) = (X,al). S oient s, t E I’(E II X). On a 

x E WS n Wt * s(x) # SO(X) et t(x) # SO(X) * (se t)(x) = t(x) et t(x) # SO(X) 

* (s l  t)(x) #  SO(X) * II: E ws*t* 

Réciproquement 

x  E Wset * (s l  t>(x) # SO(X) * s(x) # SO(X) et t(x) # SO(X) * x E WS n Wt. 

On en déduit WS n Wt = WS.t et 

f(S l  t) = (Ws*t,s l  tlw,.,) = (wS.t,tlw,.,> = (Ws,slw,> ’  (Wt,tlw,> = f(s) l  fW 

D’autre part, on a x E W, U Wt w  (s(x) # SO(X) ou t(x) # SO(X)) H (S * t)(x) # 

SO(X) @ x E Wt#*t. En outre si x E Ws, alors s(x) # SO(X) donc (s *t)(x) = S(X). Et 
si x C Wt - WS, alors s(x) = SO(X) # t(x) donc (s *t)(x) = t(x) # sa(x). Il s’en suit 
f(s *t) = (W, U Wt, f) où r(x) = s(x) si x f WS, et r(x) = t(x) si x f Wt - WS. On 
adonc f(s*t)=(W,.+)*(Wt,t)= f(s)*f(t).MontronsqueWS+t = {X E WsUWt: 

44 # WI- 0 n a JI f WS+t * (s + t)(x) # SO(X) * s(x) # t(x) et (s(x) # SO(X) 

OU t(x) # s&>) + s(x) # t(x) et II: E WS U Wt. Réciproquement s(x) # t(x) et 
(s(x) # SO(X) ou t(x) # SO(X)) * (s + t>(x) = s(x) + t(x) # SO(X). Alors, 

f(s+t)=(Ws+t,a1lw,+t)=(W,,slw,)+(Wt,tlwt)=f(s)+f(t). 
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Il en résulte que l’application f préserve les opérations définies précédemment. Il est 
immédiat que f est injective. Soit (IV, s) E A(E). Considérons l’application 2 : X -+ 
E II X définie par S(z) = s(x) si x f W et S(x) = SO(X) si 1x3 4 W. Soient x f X et 
U II V un ouvert de E II X tel que S(x) f U II V. Supposons x E W. Comme W ouvert, 
il existe un ouvert Y tel que x f Y c W et s(Y) C U Il V, donc pour tout y e Y, on a 
y f W et par suite S(y) = .~(y) E U II V, d ont S(Y) C U II V. Supposons x $! W i. e. 
x E X - W. Comme X - vci- ouvert, il existe un ouvert Y tel que x E Y C X - W. Alors 
pour tout y E Y, Is( y> = so( y> c U II V. On en déduit que 2 est continue. Si x E W, on 
a Q(W) = Q(s(X)) = x. Si x $ W, ~(T(X)) = q(s~(x)) = x. Donc S e I’(E LIX). 
En outre, 7’ (E) = {x E X : S(x) E E} = {x E X : S(x) # SO(X)} = W. Alors 
f(Z) = (W, s). Il s’ensuit que f est bijective. Il résulte que A(E) est un booloïde. El 

9.7 Théorème. Si A est un booloide, l’ensemble E(A) = {(p, ü) : p c XA et Ü c 
A/p - (0)) est un espace booloikle sur Spec( A). En outre, le booloide A (E(A)) des 
sections ouvertes fermées de E(A) est isomorphe à A. 

Démonstration. Posons XA = Spec(A). D’après le théoreme 8.2.1, EA = {(p, a) : 
p f Spec( A) et ü f Alp) est un espace étalé séparé bisectionné sur XA. On a E(A) = 
EA - SO ( XA). D’après la proposition 9.4, EA N E(A)IIXA. Il s’en suit un isomorphisme 
de booloïdes I’(EA) N I’( E(A) II XA). D’après le théorème 8.2.1, le booloïde I’( EA) 
est isomorphe à A. D’après la preuve du théorème 9.6, le booloïde I’( E(A) II XA) est 
isomorphe à A(E(A)). Il s’en suit un isomorphisme entre A (E(A)) et A. Cl 

9.8 Théorème. Si E est un espace booloide, alors l’espace booloïde E (A( E )> associé 
au booloide des sections ouvertes fermées de E est isomorphe à E. 

Démonstration. D’après le. théorème 8.3.6, l’espace étalé séparé bisectionné E II X est 
isomorphe à Er(Eux). On en déduit que l’espace booloïde E est isomorphe à E (I’( E II 
X)). D’après 9.6, le boolo’rlde I’( E Il X) est isomorphe à A(E). Par suite les espaces 
booloïdes E(r(EIIX)) et E(A(E)) sont isomorphes. Il s’en suit l’isomorphisme entre 
les espaces booloïdes E et E (A( E)) . CI 

10. Dualité booloïdienne. 

10.1 La catégorie EspBOd des espaces booloïdes. Soient X et Y deux espaces boo- 
léens, cp : X -+ Y une application continue, F = (F, Y, T, s1 ) un espace booloïde sur Y. 
L’ensemble p*(F) = ((2,~) E X x F : v(x) = n(v)} muni de la topologie induite par 
celle de X x F et muni de l’application y~*( T) : v*(F) -+ X définie par p*( T)(x, v) = x 
est un espace étalé séparé sur X[4, chap. 1, pp. 120-1221. En outre, il est sectionné par 

l’application continue ‘~*(SI): X -+ v*(F) définie par ~~*(SI)(X) = 
(x7 Sl w>) l  

C’est donc un espace boolc;ide sur X, appelé espace booloide image réciproque de F 

Par cp* 
Soit E = (E,KP,h) et F = (FJ, T, si) deux espaces booloïdes. Un morphisme 

de E dans F est un couple (p, f) constitué d’une application continue y : X + Y 
et d’une application continue injective f : cp*( F) -+ E vérifiant p o f = V*(T) et 
f o ~*(SI) = tl. Soit G = (G,Z,q,al) un espace booloïde et soit (‘pl, f’) : F -+ G 
un morphisme de F dans G. Le morphisme composé (q’, f’)(q, f) est le morphisme 
(y’ o cp,f l  f’) de E dans G où f l  f’: (# o y)*(G) --+ E est l’application définie par 
(f l  f’)(x, 4  = f (2, f’(cp(z), w>)* 
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La catégorie EspB&l des espaces booloi’des a pour 
pour morphismes les morphismes d’espaces booloïdes. 

objets les espaces booloïdes et 

10.2 Théorème (La dual&! boolloïdienne). La catégorie EspBGl des espaces booloï- 
des est équivalente à la duale de la catégorie B801 des algèbres booloides. 

Esquisse de démonstratiox On définit un foncteur C : BGl”P -+ EspBGl comme 
suit. Si A est un objet de 43981, C(A) est l’espace booloïde E(A) sur XA précédem- 
ment défini. Si f : A --+ B est un morphisme de BGl, C(f) : C(B) -+ C(A) est le 
morphisme (Spec(f), @f) où Spec( f) : Spec( B) -+ Spec(A) est l’application définie 
par Spec(f)(q) = f-l(q) et où @f : Spec( f>* (E(A)) -+ E(B) est l’application définie 

Par $(%a> = (Q, f(a))* 1 nversement, on définit un foncteur r0 : EspB801 -+ B681°P 
comme suit. Si E est un objet de EspBGl, I’o( E) est le booloïde A(E) des sections 
ouvertes fermées de E. Si (y, f) : E -) F est un morphisme de EspB681, l’application 
ro(% f> : A(F) --+ A(E) assigne a la section ouverte fermée (IV, s) de F, la section 
(cp-‘(w),foP*w) de E- 0 n montre que ces deux foncteurs sont quasi-inverses l’un 
de l’autre. CI 

ll.Théories algébriques booloïdes. Nous utilisons ici la notion de théorie algébrique 
qui consiste en la donnée d’un ensemble d’opérations et d’identités. Pour une description 
précise, on peut consulter [8] ou [ 101. Les modèles d’une théorie algébrique T sont les 
T-algèbres. Avec les T-morphismes, ils constituent la catégorie Alg(T) des T-algèbres. 

11 .O Notations. Soit T une théorie algébrique possédant au moins deux constantes 
notées 0 et 1. 

(1) 

0 

(3) 

Une congruence sur une T-algèbre A est une relation d’équivalence compatible 
avec la structure de A. 
Une congruence est maximale si elle est maximale dans l’ensemble des congru- 
ences propres. 
Une T-algèbre A est simple, si elle possède seulement deux congruences dis- 
tinctes à savoir la congruence unité RI et la congruence égalité &. 

11.1 Proposition. Une congruence R sur une T-algèbre A est maximale si et Seulem*ent 
si AIR est une T-algèbre simple. 

Ii .2 Notations. Soit T une théorie algébrique possédant au moins deux constantes 
notées 0 et 1. 

(1) Un faisceau de T-algèbres simples sur un espace topologique X est un faisceau 
de T-algèbres de base X dont les fibres sont des T-algèbres simples. 

(2) Un espace étalé ex, T-algèbres est un espace étalé tel que le faisceau associé 
soit un faisceau de T-algebres. 

(3) Un espace étalé en: T-algèbres simples est un espace étalé tel que le faisceau 
associé soit un faisceau de T-algèbres simples. 

(4) Si (E, X, p) et (F, Y, q) sont deux espaces étalés en T-algèbres, un T-morphis- 

me de E dans F est. un morphisme d’espaces étalés (9, f> : E -+ F tel que, pour 
tout x f X, l’application f3: : F,(,) -3 E, soit un morphisme de T-algèbres. 

11.3 Définition. Soit T une théorie algébrique possédant au moins deux constantes notées 
0 et 1. On dit que 0 et 1 sont séparées, si toute T-algèbre A dans laquelle on a 0 = 1 
est telle que A = { 0). 
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11.4 Définition. Une théorie dgébrique booloide est une théorie algébrique T possédant 
au moins deux constantes notées 0 et 1 et trois opérations binaires notées 0, *, + vérifiant 
les axiomes de booloïdes et la condition de compatibilité suivante, pour toute opération 
n-aire w de T 

a l  w(bl, b;!, . . . , b,) = aa w(a l  bl, a l  bz,. . . , a l  b,). 0 

Considérons une théorie algébrique booloïde T. 

11.5 Proposition. Si A est une T-algèbre, la congruence modula un idéal de A est une 
congruence sur l’algèbre A. 

Démonstration. Soit I un idéal de A. La relation modulo 1 est une relation d’équivalence 
compatible avec la structure de booloïde (proposition 5.10). Montrons que cette relation 
est compatible avec les opérations w de T. Supposons zi E y;(mod 1) pour i f [l, n]. 
Alors 3a; E I tel que ai l  xi = ai l  y;. (proposition 5.19). Posons a = a1 * a2 * l  . l  * a,. 
On a a E 1 et, pour tout i E [l,n], 

a’-x; = (a1 * a2 * l  l  l  * a,)’ l  Xi = (ai . ai . . . aiml l  a:+l l  l  . a:) l  a: l  Xi 

= a\ oa; . . . ai-1 l a:+l l  l  l  cl: l  a: l  ?Ji =Ui*--CLL*y; =(q*a2*-+w,)‘~yi = U’*yi. 

Donc 

a’ l  u)(51,52,. l  l  
,x,)=a’~w(a’~xl,a’~x2 ,... ,a’ax,) 

= (1’ l  w(a’*Y~,a’*Y2,.- ,a’*Y,)=a’~zo(yl,Y2,... ,Y,>. 

Par conséquent wfxi, x2,. . . , xn) f w(yi, ~2,. . . , y,)(modI) (proposition 5.19). Cl 

11.6 Corollaire. Pour une T-algèbre A, il existe une 
les congruences sur A et les idéaux du booloide A. 

CO rrespondance biunivoque 

11.7 Proposition. Les T-algèbres simples sont les T-algèbres pour lesquelles la structure 
de booloi’de est simple. 

11.8 Théorème. Les algèbres d’une théorie algébrique booloïde sont naturellement re- 
présentables par des faisceaux booléens d’algèbres simples. 

Démonstration. Soit T une théorie algébrique booloïde et soit A une T-algèbre. Alors 
A est un booloïde, donc XA = Spec(A) est un espace booléen (proposition 7.8). D’après 
la proposition 11.5. le faisceau structural A (théorème 7.12) est un faisceau de T-algèbres. 
D’après le théorème 7.12. et la proposition 11.7,x est un faisceau de T-algèbres simples, 
et de plus, A(Spec( A)) es isomorphe à A. L’espace étalé EA sur Spec(A) associé au t 
faisceau 2 est donc un espace étalé en T-algèbres simples et l’application aA : A -+ 
r(&) définie, pour a E A, par aA : Spec(A) -3 EA où q&)(P) = (pJ) est un 
isomorphisme de T-algèbres. Soit f : A --+ B un morphisme de T-algèbres. Alors f 
est un morphisme de booloïdes. Le couple (Spec(f), f”) est un morphisme de l’espace 
étalé ED dans l’espace étalé EA, ayant pour fibre au point 4 f Spec( B), l’application 
fi: A/f-l(q) -+ B/q définie par fi(E) = f(a). Or f; est un morphisme de T-algèbres. 
Donc (Spec(f), f”) : Eg --+ EA est un T-morphisme (notation 11.2). De plus, on a 
r(spec(f), fO) o aA = oB o f. 0 

11.9 Notation. Soit T une théorie algébrique possédant au moins deux constantes 0 et 
1. On note Tb la théorie algébrique booloïde obtenue à partir de T en adjoignant les 
opérations de booloïdes et Wifiant la condition de compatibilité (C). 
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11.10 Proposition. Les Tb-algèbres sont les T-algèbres munies d’une structure de boo- 
loïde et véri!ant la condition de compatibilité (C) et dont les éléments distingués 0 et 1 
sont ceux de la T-algèbre. 

11.11 Proposition. Soit T une théorie algébrique ayant au moins deux constantes 0 
et 1 et soit E un espace étalé séparé en T-algèbres sur un espace booléen X. Alors 
l’ensemble I’(E) des sections globales continues de E est une Ta-algèbre. 

Démonstration. L’espace étalé E est muni de deux sections continues aO, g1 : X ;3 E 
définies par a@) = O(z) et ai(z) = l(z). Il résulte de 2.5 que l’ensemble I’(E) est un 
booloïde. Notons aussi que I’(E) est une T-algèbre. Soient w une opération n-aire de T 
et sl, S2, l  9 Sn, des sections globales continues de E. Soit x E X. Si S(X) = ao( 

alors 

(S ’  W(S l  Sl, S ‘S27.. . 7  S ’  Sri))(X) = S(X) l  W((S ’  SI)(X), . . l  7  (S ’  Sri)(X)) 

=a,(X)*w((S'Sl)(X),**. ,(s'Sn)(S>)=60(X)=00(~)'W(S1(5),S2(X),... ,Sn(X)) 

= s(x) l  W(Sl(X), . . 
l  bon)= (s’w(sl~s27~~* ~~n))(z>* 

Si s(x) # Q(X), alors 

(S l  W(S l  Sly S l  S2,. l  l  7 S ’ Sri))(X) = S(X) ’ W((S ’ SI)(X), . . . , (S l  Sri)(X)) 

- - 
~(51(2)7SZ(X~~~~- ySn(z>) =S(X)'W(S,(,>,,,(X),..= ,Sn(X)) 

Donc 
S-W(S*Sl,S*S2,... ,S*Sn)=S*W(SlySZ,*** ,Sn)* 

Il résulte de la proposition 11.10 que I’(E) est une Tb-algèbre. Cl 

11.12 Représentation des algèbres par des faisceaux booléens d’algèbres simples. 
Soit T une théorie algébrique possédant au moins deux constantes notées 0 et 1 et soit A 
une T-algèbre. On note XA = Spec,,,(A) 1’ ensemble des congruences maximales sur 
A, Congo (A) l’ensemble des congruences finiment engendrées sur A, & la congruence 
égalité et RI la congruence unité sur A. Pour toute congruence R sur A, on note D(R) = 
{m E XA : R (f m} et V(R) = {m E XA : R c m}. Si (a, b) f A x A, on note 
D((a, b)) = {m E XA : (a,b) 4 m} et V((u, b)) = {m f XA : (a, b) E m}. 

Supposons que XA possède la propriété suivante : il existe une topologie booléenne sur 
XA dont les ouverts fermés sont de façon unique de la forme D(R) où R E Congo (A). 
Considérons R E Congo (A). Alors V(R) = XA - D(R) est un ouvert fermé de XA. 
Donc V(R) est de la forme D(R’) où R’ E Congo(A). Alors D(R) II D(R’) = XA 
et D(R”) = XA - D(R’) = D(R). Par conséquent, pour tout m E XA, on a m E 
D(R) w m 4 D(R’) c-r, R’ c m. Si R c S, alors D(R) c D(S), donc D( S’) c D(R’) 

et S’ c R’. On peut alors définir sur XA un préfaisceau de T-algèbres A comme suit. 
Pour un ouvert fermé D(R) de X A, on pose A(D(R)) = AIR’. Pour D(R) C D(S), 

l’homomorphisme de restriction A(D(S)) -+ A(D(R)) applique la classe d’équivalence 
de x modulo S’ sur la classe d’équivalence de x modulo R’. Cl 

r ’  
. - 
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11.12.1 Définition. On dit que les T-algèbres sont naturellement représentables par 

des faisceaux booléens d’algèbres simples, si les conditions suivantes sont vérifiées : 

(1) 

(2) 

(3 

11.12.2 

Pour toute T-algèbre A, Specmax( A) est muni d’une topologie booléenne dont 
les ouverts fermés sont de façon unique de la forme D(R) où R E Cong,( A). 

Le préfaisceau booléen de T-algèbres A sur Spec,,,( A) défini par A(D(R)) = 

AIR’ est un faisceau. 
Tout morphisme f : A -+ B de T-algebres est tel que l’image réciproque d’une 
congruence maximale sur B est une congruence maximale sur A. 

Théorème. Toute théorie algébrique possédant au moins deux constantes sépa- 
rées et dont les algèbres sont naturellement représentables par des faisceaux booléens 
d’algèbres simples, est nécessairement une théorie algébrique booloide. 

Démonstration. Soit T une théorie algébrique possédant au moins deux constantes 
separées notées 0 et 1. Soit A une T-algebre. Alors on a un faisceau 2 de base 

XA = $?eCmax (A) défini par X(II(R)) = A/R’. Puisque tou te congruence sur A est 

réunion des congruences finiment engendrées, la fibre de 2 en m f XA est 

- 
A 1% @(.a)) = i lim AIR 

I 
m= 

RECongo(A) l  R’ECongo(A) 

mED(R) R’Cm 

Donc A est un faisceau booléen de T-algèbres simples. On a aussi A(XA) = A(o( RI)) 
- - AIR N A. Soit EA l’espace étalé attaché à 2. C’est un espace étalé en T- 

algèbres * simples tel que r’( EA ) N A. Soient a, b E A. L’ensemble {m f XA : 

à= bdans A/m} = {m E XA : a G b(mod(m))} = {m E XA : (a,b) f m} = 
V((a, b)) est un fermé de Specmax (A). Donc EA est séparé [3, proposition 2-12-l]. 
Par conséquent, l?( EA) est .une Tb-algèbre (proposition 11.11). Par suite A est une Tb- 
algèbre. Soit f : A --+ B un morphisme de T-algèbres. Montrons que l’application 
Spec(f) : XB + XA définie par Spec( f)(m) = (f x f>-‘(m) est continue. Soit 
R E Congo (A). Notons f*(R) la congruence sur B engendrée par (f x f)(R). Alors 
f*(R) est finiment engendree et (Spec(f)) -’ (D(R)) = {m E XB : (Spec( f)) (m) e 

D(R)} = {m f Xg : (f x f)-‘(m) f D(R)} = {m f Xg : R c (f x f>-‘(m)} = 

{m f XB : f*(R) 6 m} = D(f*(R)) est un ouvert de XB. Définissons l’application 

f#: Spec(f)*(&) + EB par f”(m, ((f x f>-l(m),à)) = (m,f(a)). C’est un mor- 

phisme d’espaces étalés sur XB ayant pour fibre en m E Spec,,,( B), l’application 

fi: Al(fxf)-l(m) -+ B/m donnée par j&(ü) = f(a). Or jk est un morphisme de 
T-algèbres simples. C’est aussi un morphisme de booloïdes (proposition 6.7). Donc le 
couple (Spec( f), fg) est un Tb-morphisme de EB dans EA. Par suite I’( Spec( f), f’> est 
un morphisme de Tb-algebres. On en déduit que f est un morphisme de Tb-algèbres. Il 
résulte alors de [ 81 ou [ 101 que la théorie algébrique T coïncide avec la théorie Tb donc 
est une théorie algébrique booloïde. Cl 
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11.13 Anneaux booloïdes. 
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11.13.1 Définition. Un anneau booloi’de est un anneau unitaire A muni d’une opération 
binaire notée 0, idempotente, associative, et vérifiant les deux conditions suivantes : 

(1) a l  (bc) = (a l  b)c = (a b b)(a l  c) 

(2) a*b=O=+b*a=O 

11.13.2 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

11.13.3 
tes : 

(1) 
(2) 

Proposition. Dans un anneau booloide 

a(a.1) =(ad)a =.= a. 
a l  b = (a. 1)b. 
a l  b = 0 + ab = 0. 
a l  (b + c) 

=a~b+a*ceta~(b-c)=a*b-sec. 
Les éléments de forme a l  1 sont idempotents centraux. 
a*O=O*a=O. 
e4= e *(l-e)4= l-e. 

Théorème. Pour un anneau unitaire A, les assertions suivantes sont équivalen- 

A est un anneau booloide. 

(3) 

A est muni d’une structure de booloïde telle que 0 et 1 sont ses éléments dis- 
tingués et a l  (bc) = (a l  b)(a l  c), pour tout a, b et c. 
A est un E-anneau. 

Démonstration. 1) =+ 2) : On a a* b = (a- l)b. En particulier, pour a = 1, on a 1. b = b. 
Donc 1 est élément unité à gauche pour l’opération l . De plus a . b l  c = a l  ((b l  1)~) = 
(a l  l)(b l  1)~ = (b l  l)(a l  1)~ = b l  a l  c. Donc l’opération . est associative symétrique. 

Définissons maintenant l’opération * par a * b = a + b - a . b = a + (1 - a . 1)b. On 
a (a * b) l  1 = a . 1 * b . 1. En effet, appliquant la proposition (1 l- 13-2) on a d’une part 

(a*b)~[a4+(l-a4)~(b4)] =(a*b)*[l-(l-ad).(l-bd)] 

= (a*b)4-(a+b-a*b)e(l -ad)*(l-b-1) = (a*b)d-(l-d)~(a+b-a*b)*(l-bol) 

=(a* b). l-O-(1- a* 1). b. (l- b. l)+O =(a*@ 1 

et d’autre part 

(a*b)*[ad+(l-ad)*(bd)] = (a+b-a*b)=a=l+(a+b-aeb)*(l-a+(b*l) 

= a. (a + b - aeb) l  1 + (1 --a4)*(a+b-a*b)*(bd) =a*ad+(l-a+b*(bd) 

= a-1+(1-a+(b*l) = ad+[(l-aQl](b*l) = ad+(l-ad)(bd) = a=l*bL 

On en déduit que (a * b) l  1 = a l  1  * b l  1. 
L’opération * est associative puisque 

(a * b)* c = a + (l- a* l)b+ (l- a l  l-(1- a l  l)(bd))c 

=a+(l-a~l)b+(l-a~.L)(1-b~l)c=a+(l-a~l)(b+(l-b~l)c) =a*(b*c). 

En outre, O*u = O+u-0.a = a (proposition 11.13.2), et a*(a*b) = a*(a+b-a-b) = 
aeu = a. On a 

ae(b*c) = a++c-bec) = a*b+aec-aebec = a~b+a~c-a~b~a~c= aeb*aec. 
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Également, on a 

(a * b) l  c = ((a* b). 1)~ = ((as l)* (b. 1))~ = (a. l+ b. 1-a-b. 1)c = 

=aq:+bec-a*b*c=a*c+b*c-aqz*bec=a*c*bec 

Définissons l’opération 4 par a -i b = (a - b) l  1. On a a -i a = (a - a) . 1 = 0 l  1 = 0 
(proposition 11.13.2). En outre, l’opération -i est commutative puisque 

a -l b = (a - b) l  1 = [-I:(b - a) l  l)(b - a)] l  1 = [((b -a) l  l)(a - b)] l  1 

= (b - a) l  (a - b) l  1 = (a - b) l  (b - a). 1 = (b - a). 1 = b -l a. 

Aussi 
a l  (b -l c) = G: l  (b - c) 9 1 = (a l  b - a l  c) l  1 = a l  b -l a l  c. 

Enfin, (a -l b) * 1 = (a 4 b) + 1 - (a i b) .l = 1 et 

(a -l b) * a = (a -l b) + a - (a - b) l  (a - b + b) 

= (a -i b) + a - (~5 - b) - (a - b) l  b = (a -l b) + b - (a -l b) l  b = (a -l b) * b. 

Donc les trois opérations précédentes définissent sur A une structure de booloïde tel que 
ses éléments distingués sont 0 et 1 et vérifie aussi l’égalité a . (bc) = (a l  b)( a . c). 
2) =+ 3) : Posons e(a) = a l  1. On a e(0) = 0 et aussi ae( a) = a( a l  1) = a. Si 
e(a)b = a. b = 0 alors b l  a = 0 d’après 3, donc b l  (a l  1) = 0, donc be(a) = b(a . 1) = 0 
(proposition 11.13.2). En outre, e(a) est idempotent puisque e(a)e( a) = (a . l)(a l  1) = 
a-a-1 = a-1 = e(a). On a (o(a)be(a)-be(a))e(a) = 0 car e(a)(e(a)be(a)-be(a)) = 0. 
Donc e(a)be(a)-be(a) = 0,et par suite be(a) = e(a)be(a) = (a*b)(ad) = a*b = e(a)b. 
Donc e(a) est un élément idempotent central. Enfin, e(a)e(b) = (a l  l)(b l  1) = a l  b l  1 = 
((a. l)$* 1 = e(e(a)b). 
3) + 1) : Soit A un E-anneau. 
a*a = e(a)a = a et 

(a l  b) . c = e(e(a)b)c 

Définissons l’opération . par a l  b = e(a)b. Alors 

I : = e(a)e(b)c = e(a)(e(b)c) = a l  (b l  c). 

On a 

a. (bc) = e(a)bc = (a l  b)c = e(a)e(a)bc = e(a)be(a)c = (a l  b)(a l  c). 

Soit a l  b = 0. Alors e(a)e(ir) = e( e(a)b) = e(a . b) = 0 donc 

b l  a = e(b)a = e( b)e(a)a = e(a)e(b)a = Oa = 0. Cl 

11.13.4 Proposition. Un anneau fortement régulier est un anneau boolode pour l’opé- 
ration a l  b = aàb. 

Démonstration. On a a 9 a = aEa = a2Tï = a et 

(a l  b) l  c =: aEbZ& = (aE)2 bbc = aabbc = a 9 (b l  c). 

De plus, 

a l  (bc) = aàbc = (a l  b)c = (aà)2bc = aàbaàc = (a 9 b)(a 9 c). 

Enfin, 

a. b = 0 + aàb = 0 + ab = 0 + ba = 0 + bba = 0 + b. a = 0. 

Donc les anneaux fortement réguliers sont des anneaux booloïdes. Notons que 

a*b=a+(l - aà)b et a -1 b = (a - b)(a - b). CI 
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11.13.5 Proposition. Les anneaux booloi’des simples s’identifient aux anneaux. 

Démonstration. Supposons que A est un anneau et définissons l’opération . par ao b = a 
si a = 0 et a l  b = b si a # 0. L’opération l  est idempotente puisque a *a = a et associative 
puisque 

De plus, on a 

a l  (bc) = (a l  b)c = (a l  b)(a l  c) = { b, Si 13 0 
. 

Enfin, a l  b = 0 + a = 0 ou b = 0 =+ b l  a = 0. Alors A est un anneau booloïde. Les 
opérations * et -l du booloïde sont définies par 

b 
a*b= 

a 

sia=O 

sia#O 
aib= 

0 sia=b 

1 si a # b. 

Donc A est un anneau booloïde simple (théorème 11.13.3 et proposition 6.7). Recipro- 
quement, tout anneau booloïde simple est un anneau. Cl 

11.~3.6 Proposition. Les anneaux booloi’des tels que l’opération 9 soit commutative sont 
exactement les anneaux de Boole. 

Démonstration. Soit A un anneau booloïde tel que l’opération l  soit commutative. Alors 
a-b = a-(lb) = (ad)b = (La)b = ab. Donc l’opération . coïncide avec le produit dans 
l’anneau. On en déduit que A est simplement un booloïde commutatif, donc une algèbre 
de Boole. Il est alors muni d’une structure d’anneau de Boole qui coïncide précisément 
aveclastructuredonnéed’anneaucaronaa*b=a+(l-a~l)b=a+b-ab. Cl 

English extended abstract. A notion of noncommutative Boolean algebra in introduced. 
It is shown that they cari be represented by sheaves of bipointed sets on Boolean spaces. 
A notion of noncommutative Boolean space is introduced and a Stone duality is stated. 
It is proved that such a structure always appears whenever an algebraic structure cari be 
naturally represented by a Boolean sheaf of simple algebras. 

The “noncommutative Boolean algebras” are called booloid algebras or booloids, 
and are sets equipped with two distinguished elements denoted by 0 and 1, and three 
binary operations denoted by l , *, + which respectively represent the “noncommutative 
meet”, the “noncommutative join”, and the commutative “symmetric difference”. The 
commutative booloid algebras i. e. those whose operations are commutative, are precisely 
the Boolean algebras. Any booloid algebra is naturally equipped with a complemented 
prelattice structure with chosen meets, joins and complements. The quotient lattice 
associated to this prelattice is a couniversal Boolean algebra associated to the booloid 
algebra. 

Any bipointed set has a natural booloid structure. Any von Neumann commutative ring 
is canonically a booloid. If E is a Hausdorff etale space over a Boolean space equipped 
with two distinguished continuous global sections, then the set of global continuous 
sections of E has a natural structure of booloid. 
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The theory of booloid algebras develops in the same way as the classical theory 
of Boolean algebras, including ideals, filters, prime ideals and filters, and spectra. The 
booloid algebras which are simple i. e. with no nontrivial ideal, are precisely the bipointed 
sets with two distincts distmguished points. The simple quotients of a booloid algebra 
A are the fibres of a sheaf on the Boolean space Spec(A) and the set of global sections 
of this sheaf cari be identified to A. 

, 

A booloid space E is defned as being a Hausdorff etale space over a Boolean space 
X, equipped a global continuous section. The set of clopen sections of E is a booloid 
algebra. We state a booloid.al Stone duality proving that any booloid algebra is of that 
form. More precisely we prove that the category of booloid spaces is equivalent to the 
dual of the categoy of booloid algebras. 

A booloid algebraic theory is an algebraic theory T which has at least two constants 
denoted by 0 and 1, and three binary operations denoted by ., *, + satisfying the axioms 
of booloid algebras and the following compatibility axiom, for any n-ary operation w in 
T . . 

x  l  w(x1, x2,. . . ,x,) = x  l  w(x l  x1 ,x  l  x2,. . . $  x  l  xn). 

We prove that the T-algebras for such a theory are naturally represented by Boolean 
sheafs of simple algebras, and conversely, that any algebraic theory with two separate 
constants and whose algebras are naturally represented by Boolean sheafs of simple 
algebras, is necessary a booloid algebraic theory. 
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