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CODES ET PARTITIONS COHÉRENTES 
DANS LES GRAPHES RÉGULIERS 

ANDRÉ MONTPETIT 

RÉSUMÉ. En généralisant aux graphes des notions de théorie des codes, on relie les codes 
avec les partitions cohérentes. On trouve ainsi un nouveau paramètre associé à un code. On 
montre que l’ensemble des valeurs propres de la matrice associée à chaque partition cohérente 
contenant un code comprend les indices des termes non-nuls de la distribution duale du code. 

ABSTRACT. Generalizing to graph theory some notions of coding theory, we connect codes 
and coherent partitions. We find a new parameter associated to a code. We show that the 
indices of the non-zero terms of the dual distribution of a code are in the set of eigenvalues 
of the matrix associated to each coherent partition which contains the code. 

1. Introduction. Soit F, le corps à 4 éléments. Sur l’espace vectoriel Fy on définit la 
métrique de Hamming d comme suit: pour x, y  f  FF, d(x, y) est le nombre de composantes 
où x et y  diffèrent. Un code Y de longueur n sur l’alphabet F, est une partie de Fy munie 
de la métrique induite. 

Dans [2], Camion, Courteau et Delsarte caractérisent les codes complètement réguliers 
(codes Y tels que card{y E Y ] d(x, y) = i} ne dépend que de d(x, Y)) en fonction d’une 
propriété de la partition (X0, X1, . . . , X,} de l’espace de Hamming Fr où X; = {x E Fy 1 
d(x, Y) = i}. Cette propriété peut s’énoncer ainsi: 

pour tout i,j f  {O,l,. . . , p}, pour tout x E Xj, le nombre de y  E X; 

tels que d(x,y) = 1 est un nombre a;j ne dépendant que de i et j. ( > * 

Ils démontrent de plus que pour tout code linéaire Y, c’est-à-dire un sous-espace de Fy, 
les translatés de Y fournissent un schéma d’association (voir [4]) si et seulement si le code 
Y est réunion de classes d’une partition vérifiant la propriété (*) et ayant s’ + 1 classes, s’ 
étant la distance externe du code Y (voir [4]). La partition en question est définie par 

x N y  <+ card{z E Y ] d(x,z) = ;) = card{z f  Y ] d(y,z) = i) pour tout i 5 p. (w) 

Lorsqu’on remplace l’espace de Hamming Fy par l’ensemble des sommets d’un graphe 
et la distance de Hamming par la distance du plus court chemin, les partitions qui ont 
la propriété (*) sont déjà connues des chercheurs en théorie des graphes. Schwenk [lO] 
est l’un des premiers à définir la notion sous le nom de partition équitable. Peu de temps 
après, Higman [7] 1 a retrouve et lui donne le nom de partition cohérente. Cvetkovic et 
al. [3] appelle diviseur avant d’un graphe une notion équivalente. McKay [8] se sert de 
ces partitions pour calculer le groupe d’automorphismes d’un graphe sommet-coloré. Nous 
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184 Codes et partitions cohérentes dans les graphes réguliers 

adopterons la terminologie de Higman “partition cohérente” pour désigner les partitions 
qui vérifient la propriété (*). 

L’origine graphique de la propriété (4) nous invite à généraliser les résultats de Camion 
et al. aux graphes tout en particularisant la relation entre distance externe et partition 
cohérente. Pour cette étude, on se restreindra aux graphes réguliers, ce qui nous permettra 
d’utiliser certains résultats sur l’algèbre d’adjacente du graphe. 

Pour chaque partie Y des sommets du graphe, on définit l’ensemble annulateur Sy de 
Y. C’est l’ensemble minimal des valeurs propres de la matrice d’adjacente A du graphe tel 
que le vecteur caractéristique de Y est contenu dans la somme directe des espaces propres 
de A. 

D’autre part, on dira qu’une partition cohérente est admise par Y si Y est la réunion de 
classes de la partition. L’ensemble des partitions admises par Y a un plus grand élément 
~y. La cardinalité de TY est invariante par les automorhismes du graphe. Dans l’espace 
de Hamming, la cardinalité de c/ry est donc un nouveau paramètre du code Y. 

Dans ce travail, nous établirons une relation entre l’ensemble annulateur de Y et la 
partition TTY en montrant que les éléments de S’y sont des valeurs propres de la matrice 
O= (Oij) associée à la partition Ty. 

D’abord on généralise la récurrence de Camion et al. sur les colonnes de la matrice des 
chemins du code Y dont l’élément en position (zc, j) est le nombre de chemins de longueur 
j entre z et le code Y. La récurrence est donnée par les coefficients du polynôme dont les 
racines sont les éléments de l’ensemble annulateur de Y. 

On montre ensuite que chaque partition cohérente admise par Y est plus fine que la 
partition définie par (**) avec égalité si la matrice des chemins a tard Sy lignes distinctes. 
De plus, la matrice & fournit une récurrence sur les colonnes de la matrice C* obtenue 
de la matrice des chemins en ne conservant qu’une ligne par classes de la partition. En 
utilisant les deux récurrences, nous aurons le résultat voulu. 

Les résultats de cet article constituent une partie de la thèse de doctorat de l’auteur [g] 
écrite sous la direction de Bernard Courteau à l’Université de Sherbrooke. 

2. Codes dans un graphe régulier. Soit I’ = (X, E) un graphe connexe, régulier de 
degré V. Soit A la matrice d’adjacente de I’ définie par 

1, si {x,y} E E; 
A(x,y) = o sinon 

1 

Soit IV 1’ ensemble des valeurs propres de A. On a que N C R et ‘u E IV. L’algèbre A(I’) 
engendrée par la matrice d’adjacente A de II’ est semi-simple; elle a donc une base (J, 1 
a E IV} formée des matrices de projection orthogonale sur les sous-espaces propres IV* de 
A . 

J rI 
A-PI 

cY= -. 

PEN\W a - P 

Une partie Y non-vide de X sera dite code dans le graphe P. On dira qu’il est e-correcteur 
s’il n’y a pas de chemin de longueur inférieure à 2e + 1 entre deux mots de Y. Posons Qiy 
‘I ,, . . . % -7 .,A . le vecteur caractéristique de 

Le vecteur by = (by(a))&N est la distribution duale de Y si 

bu(a) = 
kardX) Qt J @ (cardX) 11 J,fDyII. 
(cardY)2 y  cy y  = (cardY)2 

Y dë~ni par 

@Y(X) = 
1, si II: E Y; 

0, sinon. 



A. Montpetit 185 

On vérifie les propriétés suivantes: 

(1) Pour tout a E IV, &(a) est un réel non-négatif et by (w) = 1. 

(2) CaEN by(a) = (cardX)/(cardY). 

(3) bd4 = 0 - @y c cE&N\((Y) Y@ 

L’ensemble Sy = {a E N 1 bY@) # o} sera dit ensemble annuhteur de Y. Posons 
s = card(Sy \ {v}). L e o p Zy nôme annulateur de Y est le polynôme 

q(z) = n (2 - a> = C/!?i2. 
esy i=o 

Remarquons que Qy E eaESy IV& mais @y $! $<rES, WY quelque soit S’ c Sy, S’ # Sy. 
On a que S’y”2 C Sy U Sz. De plus, &\y = S’y, bX\y(v) = by(v) = 1 et, pour tout 
CII # V, (cardX \ Y)2bX\y(a) = (cardY)2by(a). 

On appellera matrice des chemins associée à Y la matrice Cy définie par 

Cy(x, i) = F4 A+, y). 
Y- 

Pour tout x E X, Cy(“I:,i) est 1 e nombre de chemins de longueur i entre x et les sommets 
dans Y. Si, pour k E N, Cy(k) désigne la ke colonne de Cy alors Cy(0) = @y, C+(k) = 
ACy(k - 1) et Cy(k) = A’QiY. 

REMARQUE. Ces concepts trouvent leur origine dans la théorie algébrique des codes. Par 
exemple, dans le cas d’un code linéaire Y la distribution duale de Y est la distribution 
des poids du code dual Y -L = {y E FF 1 (x, y) = 0, pour tout x E Y} relativement au 

produit scalaire standard (x, y) = X:c. x; y;. L’ensemble annulateur de Y est dans ce cas 
l’ensemble (n(q - 1) - qwi 1 i = 0, . . . , s’} où les wi sont les poids du dual Y ‘. 

Nous allons tout d’abord généraliser la récurrence obtenue par Camion et al. [2] sur les 
colonnes de la matrice des chemins associée à Y. La récurrence d’ordre minimal est fournie 
par le polynôme annulateur de Y. 

THÉORÈME 1. L’ensemble 

f m  I m \ 

p(x) = F4yiz’ C yiCy(i + k) = 0,pour tout k E N 
i=o i=o 

est un idéal de ê[z] engendré par le polynôme annulateur q(z) = X:I!: Bizi de Y où ê est 
le corps des nombres complexes. 

DÉMONSTRATION: Pour tout k f  N, 

i=o i=o i=o aEN 
s+l /S+I \ 

L .  -  -  /  
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Si a E Sy, ~~~~ Piai = q(a) = 0. Si a E N\Sy, by(a) = 0 d’où ]]J*@y]] = 0 et J,@Y = 0. 
Supposons que EL, $'y(i+k) = 0 pour tout k E N alors xaESy (CE0 y&) J,Qy = () 
et, pour tout p E Sy , 

- - 

Comme by(‘) # 0, EL, y# = 0. 

COROLLAIRE 2. Soit q(z) = ~~~~ 

Q&JpQy = (tard Y)” 

0 

Ojzi le polynôme annulateur de Y. Alors, 

CY(S + 1+ -> = - ~P&(i + k), pour tout k E N, 
i=o 

est la récurrence d’ordre minimal sur les colonnes de Cy . 

COROLLAIRE 3. Le rang de Cy est s + 1. 

REMARQUE. Dans [4], D 1 e sarte définit la matrice B des distances de Y dans laquelle le 
terme en position (+) est le nombre d’éléments de Y à distance i de x. Il montre [5, 
théorème 3.21 que, dans un espace de Hamming, le rang de B est s + 1 et les s + 1 
premières colonnes de B forment une base de l’espace colonne de B. Ce résultat découle 
des corollaires 2 et 3 car les matrices B et Cy sont reliées par une matrice triangulaire ([2]). 
Si on n’est pas dans un schéma d’association, le lien entre Cy et B n’est plus aussi direct 
et la relation entre le rang de B et s n’est plus vraie. Notons, de plus, que les colonnes de 
la matrice B ne vérifient pas de récurrence linéaire contrairement à Cy. 

3. Partitions cohérentes. La partition r = (x,, Xi,. . . ,X,} de X sera dite partition 
cohérente de P = (X, E) si, pour tout i, j E (0, 1, . . . , r}, pour tout x E Xi, le nombre de 
y  E Xi tels que {x, y} E E est un nombre aij ne dépendant que de i et j. On dira que le 
code Y admet la partition ~TT s’il existe L C (0, 1, . . . , r} tel que Y = UiEL X;. - 

Remarquons que la matrice 0 définie ici est la transposée de celle considérée par Camion 
et al. [2]. De plus, la matrice cr est définie à une permutation près des classes de r. 

Si {X0,X1,. . . ,X,} est une partition cohérente alors 

r 

A@ x; = x Oij+Xj l 

j=O 

Dol-K {@x0 I )  @Xi ’ l l . , a~,,} engendre un sous-espace invariant par A. 
Puisque P est régulier de degré V, X admet la partition grossière {X}, la matrice associée 

étant 0 = (w). Tout code Y admet la partition discrète r = {{x} ] x E X}; la matrice 
0 est ici la matrice d’adjacente A de I’. Si Y admet la partition K = (X0, X1, . . . , Xr}, il 
existe L C {O,l,. . . ,r} tel que Y = Uj~~ Xj. Donc X \ Y = Uj~~o i - 9 9.‘. j r}\L xj et x \ y  
admet K. 

Les partitions cohérentes de I’ forment un ensemble partiellement ordonné Coh: si 7r et 
K’ sont deux partitions cohérentes 

r=d <=> - les classes de K’ sont des réunions de classes de K. 
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La partition discrète est le plus petit élément de l’ordonné Coh et la partition {X} le plus 
grand. De plus, l’ordonné Coh est un treillis complet, le supremum étant le même que 
celui du treillis des partitions de X. Donc, pour tout code Y, l’ensemble des partitions 
cohérentes admises par Y n’est pas vide et possède donc un plus grand élément que nous 
appellerons partition modula Y et que nous noterons xy. 

Si 4 E Aut le groupe d es automorphismes de r et si Y admet la partition T = 

{X0,x1,*. . ,X,) alors $(Y) admet T’ = {4(X0), $(Xl), . . . , 4(XT)}, la matrice 0 associée 
à 7r est aussi associée à 7~‘. Si G est un sous-groupe de Aut et si 0 est l’ensemble des 
orbites pour l’action de G sur X alors 0 est une partition cohérente. McKay [8] a montré 
que si cardn > cardX -4 ou si cardr E {cardX- rn, cardX - rn - l}, rn étant le nombre 
de classes de Gqui ne sont pas des singletons, alors toutes les partitions cohérentes T’ telles 
que 7~’ < 7~ sont de cette forme 0. - 

Soit 7r = {Xo,X1,...,X,} une partition cohérente de I’. En comptant la quantité 
card{(x,y) E Xi x Xj 1 {~,y} E E} d e d eux façons différentes, on obtient 

aij(cardXj) = aji(cardXi). 

Donc le vecteur (tard X0, tard X1, . . . , cardX$ est un vecteur propre de 0 associé à w 
puisque 

r r r 

c 
aij tard Xj = 7: aj; tard X; = cardX; >) aji = v  cardX;. 

j=O j=O j=O 

Si 7T = {XO,X1,...,Xr} et 7T’ = {XA,Xi,...,XL,} sont deux partitions cohérentes de 
I’ de matrice associée 0 et c’ respectivement telle que T < T’, considérons la matrice kf - 
définie par 

Mij = 
1, si Xi C Xi; - 
0, sinon. 

Alors Ma’ = aM puisque, d’une part 

k=O 

pour Z tel que Xi C Xi et d’autre part, - 

(~M)ij = k OikMkj = O;k x 
k=O .& cxj’ 

= 7, card{y E & 1 {~,y} CZ E) avec x E X; 
xk sx! 

= car& E Xi 1 {x, y} E E} avec x E X; & Xf 

= Ofj 

pour Z tel que Xi C Xi. Remarquons que le rang de M est r’ + 1. - 

THÉORÈME 4. 
(1) Si x 5 T’, O’U = X u <+ ~MU = X MU. 
(2) Pour toute partition cohérente, o est diagonalisable. 
(3) Si K < T’, le polynôme caractéristique de a’ divise celui de CT. 
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DÉMONSTRATION: 

(3) 

Si a’u = X u alors M&L = XMu et donc ~MU = X MU. Réciproquement, si 
~MU = X MU alors Ma’u = XMu et MtMa’u = XMtMu. Comme (MtM)ij = 
Sij card{X- E T 1 Xk z Xi}, et que card{Xk E T 1 Xk & Xi} # 0 pour tout 
i E {O,l,. . . , rl) MtM est inversible et cr’u = X u. 
Comme la partition discrète est plus petite que K, il existe une matrice M telle que 
Ma = AM. Soit {ui 1 0 < i < cardX} une base de vecteurs propres de A. Alors 
pour tout i 5 cardX, at(Mtui) = MtAui = XM’u;. Donc {M%i 10 5 i 5 cardX} 
est un ensemble de vecteurs propres de 0 ‘. Comme la matrice M est de rang ?- + 1, 
ces vecteurs engendrent un espace de dimension r‘ + 1 et on peut en extraire une 
base. at est donc diagonalisable. D’où 0 est diagonalisable. 
Si X est une valeur propre de 0, X est valeur propre de 0’. La fonction (u, u’) w 
ütMt Mu’ = (MU)~( MU’) est un produit scalaire sur V”‘+‘. Si {ug , ur , . . . , ul} est 
une base orthonormée de l’espace propre de o’ associé à X pour ce produit scalaire 
alors {MU~, MU~, . . . , Mur} est un ensemble orthonormal de vecteurs propres de 
a pour le produit scalaire usuel sur êrS1. C’est donc un ensemble linéairement 
indépendant. La multiplicité de X comme valeur propre de 0 est au moins égale à 
sa multiplicité comme valeur propre de CT’. Donc le polynôme caractéristique de 0’ 
divise celui de a. 0 

Donc, pour toute 7~ E Coh, l’ensemble NT des valeurs propres de la matrice associée CT 
est un sous-ensemble de N et la multiplicité de chaque valeur propre de 0 ne peut dépasser 
sa multiplicité comme valeur propre de A. Nous allons maintenant montrer que l’ensemble 
des valeurs propres de 0 est l’union des ensembles annulateurs Sxi des classes Xi de la 
partition K. 

PROPOSITION 5. Soit Y C X et Cy la matrice des chemins associée. Si Y admet la - 
partition cohérente ~TT = (X0, X1,. . . , X,} de matrice associée o alors 

(1) Pour tout i E (0, 1, . . . , Y}, x, y f Xi, j E fU, 

CY(XLi) = CY(YLi)* 

(2) Les nombres Ci*j = Cy(x,j) p our x E X; satisfont à fa récurrence linéaire 

r 
C * ij = c akiCl,j-1* 

k=O 

(3) Le nombre de lignes distinctes de Cy est at2 plus r + 1. 
(4) s < r. 

DÉMONSTRATION: (par induction sur j) Puisque Cy(0) = @Y et que Y est une réunion de 
classes de 7~ le résultat est vrai pour j = 0. Supposons que, pour tout j E (0, 1, . . . , rn - 1) 
et pour tout x E X, le nombre Cy(z, j) ne dépende que de la classe XI contenant x. Soit 

j = m et x E Xi. Pour chaque chemin y  de longueur rn reliant x et un sommet dans Y, 
il existe un unique k tel que y  soit la concaténation d’un chemin de longueur 1 entre x 
et x’ f  Xk et d’un chemin de longueur rn - 1 entre x’ et cet élément de Y. Comme ak;, 
le nombre de chemins de longueur 1 entre x et Xk, ne dépend que de i et k et que par 
hypothèse Cy(x’,m - 1) = Cl m-l, le nombre de chemins de longueur rn - 1 ne dépend 

que de k, cY(x, m> = c;=o ~ki’C;,,_, ne dépend que de i. Les parties (3) et (4) découlent 
immédiatement. Cl 
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REMARQUE. Dans le cas d’un espace de Hamming, la cardinalité de ~TTY est un paramètre 
nouveau associé au code Y. Si r = cardry - 1, alors on a les inégalités e < p < s’ < r où - - - 
e est la capacité correctrice de Y, p son rayon de recouvrement et s’ sa distance externe. 
Les deux premières inégalités sont dues à Delsarte [5]. 

On appellera partition de I’ par les chemins relativement à Y la partition ~y de X 
définie par 

x = y M Cy(x,j) = Cy(y,j) pour tout j E N. 

La partition ~y n’est pas nécessairement cohérente. Considérons, par exemple, la partie 
Y = {0,2,4} de Z12 dans le graphe P = (&,E) où {ut’, y} E E e y  - x E {3,4,8,9}. 
La matrice des chemins associée à Y est 

La partition qy est donc 

5 
‘Y = 6 

7 
8 
9 
10 
11 

0 1 2 3 4 . . . 

‘1 1 5 17 67 . . . 
0 1 4 16 64 . . . 
1 0 4 14 62 . . . 
0 1 4 16 64 . . . 
1 1 5 17 67 . . . 
0 1 4 16 64 . . . 
0 1 3 15 61 . . . 
0 1 4 16 64 . . . 
0 2 4 18 66 . . . 
0 1 4 16 64 . . . 
0 1 3 15 61 . . . 

,O 1 4 16 64 . . . 

r)Y = {{OA, (17% 5, w ll), w, v4w, WI* 

Cependant cette partition n’est pas cohérente car (2,ll) E E mais {2,3} $ E. La partition 
modulo Y est la plus grossière de toutes les partitions cohérentes plus fines que la partition 
yy. La partition modulo Y est 

TY = HW, U,3,%7L PL (5’1% {6,10>, WI 

de matrice associée 

Remarquons que les valeurs propres de CT sont {4,2,1,0, -1, -3) alors que l’ensemble an- 
nulateur de Y est Sy = {4,2,0, -1). Voici une condition suffisante pour que la partition 
des chemins relativement à Y et la partition modulo Y coincident. 

PROPOSITION 6. Si Cy a s + 1 lignes distinctes, la partition qy est cohérente. 

DÉMONSTRATION: Soit ~y = {&, Z1, . . . , 2,) la partition de P par les chemins relative- 
ment à Y. Pour tout i E (0, 1,. . . , s}, x f  2;) k f  N, C~(X) k) = C’dc par définition de Zi. 
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. , .>- - \ 

Pour tout ;,j c {O,l,. . . ,s} et x c Zi, posons aj(x) = card{y f  Zj 1 {~,y} c E}. Alors 
pour k E N*, x E Zi, CY(X, k) = CT=, aj(~)C~,+~ = C& Si x,x’ E Zi, 

0 = Cy(x, -> - Cy(x’, k) = C(~(X) - q(x’))C& 
j=o 

pour tout k E N”. Puisque le rang de Cy est s + 1, on peut extraire de ces équations 
un système de s + 1 équations indépendantes à s + 1 inconnues. Donc, pour tout j E 

(0 1 ’ ,*** ’ 4’ q(x) - &‘) = 0. D'où ~y est une partition cohérente. CI 

La condition précédente n’est pas nécessaire comme le démontre l’exemple suivant. Con- 
sidérons le graphe II’ = &z,E) défini par {~,y} E E <q y  - x E {1,2,6,10,11}. La 
matrice des chemins associée à (0) est 

C 
5 

{OI 
- - 

6 
7 
8 
9 
10 
11 

01234 5 

‘1 0 5 6 69 220 ::: 
0 1 0 15 36 301 . . . 
0 1 1 15 40 301 . . . 
0 1 2 12 52 265 . . . 
0 0 2 9 52 256 . . . 
0 0 3 6 64 220 . . . 
0 0 2 10 52 260 . . . 
0 0 3 6 64 220 . . . 
0 0 2 9 52 256 . . . 
0 1 2 12 52 265 . . . 
0 1 1 15 40 301 . . . 
0 1 0 15 36 301 . . . \ 

Ce qui nous donne que la partition q{o) est 

V{o} = Wh (1’ 111,P’ 1% P,% -F, 81, (5, v, w). 
Cette partition est cohérente et sa matrice associée est 

(0 1 1 0 0 0 1 
2111010 
2101200 
0111110 
0021012 
0101110 

\l 0 0 0 1 10 

Comme la matrice d’adjacente de II’ a 6 valeurs propres distinctes (5, d3,1, -1, -43, -3)) 
s + 1 < 6. En fait, s + 1 - = 6. Remarquons que 1 est valeur propre double de 0. 

THÉORÈME 7. Si Y admet Ia partition cohérente T de matrice associée CT, les éléments de 
son ensemble annulateur S’y sont valeurs propres de 0. 

DÉMONSTRATION: Si on pose, pour k E N, Cl = (Cz,, Cik,. . . , C&)” on a Ci = atCkBI 

et Cl = (d)“C’g pour tout k f  N. Soit p&) = EL’: a,zi le polynôme minimal de 0 

alors 0 = p&+o* = Cizo +’ ai(at)%$ En multipliant par (at)m pour T-TX c N, on obtient 

0 = zL:t a&~~)~+“Cl = ~~~~ a$r+m. Donc, pour tout rn E N, 0 = ~~~~ a&(i + m>. 

Par le théorème 1, on a que, pour tout CII f  S, CLzi a;& = 0. Donc CII est valeur propre 
dea. Cl 
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COROLLAIRE 8. Soit T = {X0, X1,. . . , X,} E Coh alors 1 ‘ensemble Nx des valeurs propres 
de la matrice CT contient l’ensemble annulateur Sxi de tout Xi E TL 

PROPOSITION 9. Soit 7~ = (X0, X1,. . . , X,} f  Coh alors N, = UT = O Sx i 

DÉMONSTRATION: Soit npEN,& - @/a - p) = x7& y#. Donc 

72 

J,axi = c 
j=O 

On a bxi(a) = 0 pour tout i < r si et seulement si J&xi = 0 pour tout i < r. Alors, - 
comme {a~,} est linéairement indépendant X~I, yjgik = 0 pour tout i, k, c’est-à-dire 

xYJ=-j rjaj = 

ni-=, N \ sxi 

0. Donc le polynôme minimal de 0 divise &-N,o 5 pour tout a E - 
= Ur=, Sxi. Donc le polynôme minimal de (T divise leur plus grand commun 

diviseur 

rI 
x- P 

PEU 
a- l r sx; 

P 
i=o 

Donc l’ensemble des valeurs propres de 0 est contenu dans ULzo Sxi. q 
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