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ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES COUPLÉES 
A DES ÉQUATIONS DE LA CHALEUR: 

RÉSOLUTION PAR UNE MÉTHODE 
DE POINT FIXE EN DIMENSION INFINIE 

MAURICE GAULTIER ET MIKEL LEZAUN 

RÉsuMÉ. À l’aide d’un nouveau théorème de point fixe en dimension infinie, on démontre 
des résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour un système d’équations aux dérivées 
partielles non-linéaires qui modélise le mouvement laminaire d’un fluide incompressible en 
régime stationnaire. 

ABSTRACT. With a new fixed point theorem in infinite dimension we prove existence, 
uniqueness and regularity results for a system of nonlinear partial differential equations which 
represents the laminar motion of a stationary and incompressible fluid. 

1. Introduction. Le présent article est consacré à l’étude du mouvement laminaire d’un 
fluide en régime stationnaire. Ce problème est modélisé par un système d’équations aux 
dérivées partielles non-linéaires couplant une équation de Navier-Stokes en dimension 2 et 
des équations du type équation de la chaleur. Plus précisément soit 52 un ouvert borné 
de R2 de frontière l?; il s’agit de trouver, u = (u1,u2), une fonction scalaire p et s = 
(SI,. . . , SN) vérifiant 

div(u) = O dans R 
(*){ -/AU + C:=, UiDiu +Op = g(s )  dans R 

dans R. -VAS + X:=l uiDis = O 

et des conditions aux limites de Dirichlet en u et mixtes en s. 
La fonction g est déterminée à partir de l’hypothèse de Boussinesq. 
Lorsque N = 1, le système (*) est relatif à un transport de chaleur, le scalaire s est alors 

la température du fluide. 
Lorsque N 2 2, le système d’équations (*) intervient dans l’étude de fluides non ho- 

mogènes et en particulier dans des problèmes d’épuration. La première composante du 
vecteur s est la température du fluide, notée 8, et s2,. . . , SN représentent les concentra- 
tions de constituants du fluide. La nature physique du problème impose des conditions 
aux limites de même nature pour chacune des composantes du vecteur s et par conséquent 
la résolution de ce problème n’est pas différente de celle du cas N = 1, seules les notations 
sont plus compliquées. Aussi pour des raisons de clarté de l’exposé, nous traitons le cas 
N = 1. 

Nous prenons pour R un rectangle car ce domaine est très bien adapté aux conditions aux 
limites en température: sur deux cotés parallèles la température est maintenue à des valeurs 
constantes (paroi chaude et paroi froide) et les deux autres sont thermiquement isolés. 
D’autre part, un tel domaine nous a permis d’expliciter des constantes qui interviennent 
dans les résultats d’existence et d’unicité (et qui sont très utiles pour les essais numériques). 
Naturellement, nos résultats sont valables pour d’autres domaines assez réguliers du plan. 

Nous avons choisi de présenter ici une méthode de point fixe en dimension infinie 
pour résoudre le problème posé, Cette méthode est techniquement moins compliquée 
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2 Équations de Navier-Stokes 

que la méthode variationnelle habituelle ([2],[7],[14]) qui utilise de manière essentielle un 
théorème de point fixe en dimension finie (variante du théorème de Brouwer). S’il y a un 
certain couplage supplémentaire dans les conditions aux limites (voir Remarque 4.2)’ le 
problème (*) n’a pas de formulation variationnelle dans le cadre fonctionnel habituel, p a r  
contre notre  m é t h o d e  p e r m e t  d’obtenir un résul tat  d’existence e t  d’unicité. 

Dans la deuxième partie de l’article, nous établissons un certain nombre d’inégalités dans 
le but de préciser quelques constantes qui seront utilisées dans la quatrième partie. Enfin, 
nous terminons par la démonstration d’une nouvelle inégalité d’interpolation concernant 
les éléments de H1(R), nuls seulement sur une partie de la frontière de R. 

La troisième partie de l’article est consacrée à la démonstration de deux théorèmes de 
points fixes dans des espaces de Banach. 

Les principaux résultats font l’objet de la quatrième partie de l’article: 
(a) nous démontrons l’existence d’au moins une solution si une condition peu restrictive, 

portant sur les données, a lieu. Cette condition sera discutée avant la démonstration 
du Lemme 4.1. L’utilisation de la méthode variationnelle standard conduit exacte- 
ment à la même condition. 

(b) la géométrie du domaine et des résultats d’interpolation nous permettent d’établir 
un résultat nouveau de régularité pour ce type de problème. 

(c) une condition supplémentaire sur les données prouve l’unicité. 

2. Résultats préliminaires. Soit R un ouvert borné de R2,  de frontière r. Nous sup- 
posons que R est localement d’un même côté de F et que l? est une variété de dimension 1, 
au moins localement lipschitzienne. Nous serons amené à envisager les espaces suivants: 

V = {‘p E (D(S2))2, div(’p) = O} 

V = adhérence de V dans (Hi(R))2 = {u E (Hi(R))2, div(u) = O}. 

dans (L2(R))2. 
Pour des raisons de commodité d’écriture, nous noterons 1 

Nous désignerons par Di la dérivée partielle première par rapport à ai .  
Sur V nous plaçons la norme du gradient: 1 1 ~ 1 1  = IVul, puis nous désignons par II II*, la 

1 la norme dans L 2 ( 0 )  OU 

norme duale et par ( , ) le crochet dualité entre V’ et V. 

LEMME 2.1. Pour chaque (u,cp,Q) E V x H1(R) x H1(S2), on a: 

2 ”  

DÉMONSTRATION: Soit (u, ‘p) E V x H1(R), on a: 

d’où: 
2 2 2 

i=l i=l i=l  

Par conséquent: 

2 ui(z)Di’p(a)’p(z) da = div(’p u)(a)’p(a)  da = - ‘p(a)u(a)  . V’p(z) da, 
i = l  
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Or l'application (u ,  cp, Cp) + xy=l Jn u,(z)~icp(z)cp(z) cis est continue sur v x H'(R) x 
H 1 ( R )  et comme d'autre part V est dense dans V ,  on en déduit que xy=l JR U i ( ~ ) D i ~ ( ~ )  
~ ( z )  da: = O ,  V(U, 'p) E V x H'(R) ce qui implique 

Il suffit alors de développer les calculs, pour avoir le résultat souhaité. 

LEMME 2.2 (INÉGALITÉ DE FRIEDRICHS [il]). si 1 et L sont des dimensions d'un rect- 
mgie circonscrit à 0, on a: 

DÉMONSTRATION: Pour ( s 1 , z ~ )  E n, nous définissons: cq(z2) = inf(t,(t,xz) E Cl}  et 
a z ( 2 z )  = S U P { ~ , ( ~ , X ~ )  E O} et az(z2) - al(22) 5 L (L est l'une des dimensions du 
rectangle circonscrit à R et dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées). 

Soit Q E D(0) : $'(XI, 2 2 )  = s:ll(zz) Dip(<, 2 2 )  d t .  
Par l'application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit successivement: 

De manière analogue: 

Par conséquent 191 5 2-1/2 min(Z,L)IVpl et le résultat suit par densité. Nous dé- 
finissons sur (Hj(R)2 x (H;(R))' x (H;(R))' la forme trilinéaire suivante: 

Cette forme est continue ([9],[13]), donc il existe une constante positive C, qui ne dépend 
que de R, telle que: 

Ib(% v ,  41 ClluIl 11v11 I I 4  
Notre but est de préciser une valeur de la constante C et nous avons dans ce sens le: 
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LEMME 2.3. Pour chaque (u ,  v, w) E (H,'(R)' x (H,'(R))' x (H, ' ( f2) )2:  

DÉMONSTRATION: 

Pour le rectangle, l'inclusion algébrique et topologique H,'(R) L) L4(R) a lieu ([Il]), on 
a donc: 

( I I ~ : I I L ~ ( ~ ) I D ~ ~ ~ I )  I I ~ ~ I I L Y ~ )  1 
Appliquons deux fois l'inégalité de Cauchy-Schwartz: 

Il est d'autre part bien connu que ([4], [9]): lluil/L4(n) 5 21/41ui11/21Vui1'/2 et de même 
pour wj.  Ainsi: 

Ib(u,v,w)l I Jz (1.1 IVul IwI 1 ~ ~ 1 ~ 1 ~ 2 1 1 ~ 1 1 *  

Mu,  0, w>I I 4 k l J z  lVu12 k l J z  Ivw12)1/2 1b11 = kllull 11v11 IIwII. 

Posons k = min(Z, L )  et utilisons le Lemme 2.2, il vient alors: 

On peut donc choisir pour la valeur de C le plus petit des deux nombres 1 et L. 0 
Puisque la forme trilinéaire b est continue sur V x V x V ,  pour chaque u E V ,  il existe 

un élément unique B(u)  dans le dual V* de V tel que b(u,u, w) = ( B ( u ) , v ) ,  Vv E V ,  et le 
Lemme 2.3 admet alors le 

COROLLAIRE 2.1. Pour chaque (u,v) E V x V ,  on a: 

llB(u) - B(.>ll* 5 min(W(II~II  + 1 1 ~ 1 1 ~ 1 1 ~  - vil. 

( B ( u )  - B ( v ) ,  w) = b(v ,  u - v, w) + b(u - v, u, w) 

DÉMONSTRATION: Pour chaque (u, v, w) E V x V x V ,  nous écrivons: 
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ainsi 

llB(4 - B(4ll* 5 A n ( 4  L>(lI41 + 1 1 ~ 1 1 ~ 1 1 ~  - 41 
et a fortiori 

llB(u> - B(v>ll* 5 max(llUII’ 1 1 ~ 1 1 > 1 1 ~  - 41 
si nous avons posé X = 2 min(I, L )  = 2k. 0 

L’ouvert R est ici le rectangle suivant: 

0 = {(Xl’XZ) E FI2, O < 21 < L, oc 2 2  < Z} 

Nous définissons: Z(R) = {w E H1(R), 2, = O sur ü r2}. Sur Z(O), nous plaçons 
la norme du gradient et nous la notons 1 )  111. Nous allons étendre aux éléments de Z(R) 
l’inégalité’ d’interpolation. 

PROPOSITION 2.1. Pour chaque v E Z(fl), l’inégalité s u i m t e  est vérifiée: 

DÉMONSTRATION: La famille de fonctions { g 5 n , p  1 (n ,p)  E N x N*} définies par $ n , p ( z )  = 
COS (y) sin (y) est totale dans Z(R) et orthogonale dans L2(R) et dans H1(R) ([SI). 
Il nous suffit donc de faire la démonstration lorsque w est combinaison linéaire finie de ces 
fonctions. 

- 
Soit R- le symétrique de R par rapport à Oz2 et R = {(z1,22) E R2 1 -L < 2 1  < L ,  O < 

2 2  < 1). Puis on définit 2; sur R par V(x)  = w(x) si z E s2, V ( x )  = cos (3) ~ ( - 2 1 ,  x2) si 
z E 52- et V(O, 5 2 )  = 

- 
an,p sin (y). 



6 Équations de Navier-Stokes 

Posons, pour simplifier les écritures, rn = $. On obtient facilement: 

D'autre part 

et de même, puisque G(z1, O) = O: 

Par conséquent 

- 
Intégrons sur !2 et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwartz: 

Dans l'inégalité précédente, nous majorons JD2vl par lVvl et dans le crochet 1vI2 par 
1,  T1D2v1'. On en déduit alors l'estimation 
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Définissons la constante H par: H = max (i, 1) si L 2 4 et H = m max 

Alors 
a v e c m = $ s i L < g .  

llfiIl&a) < - 2 ~ 1 1 4 1 ~  1112 IVv 

IIVIIL4(Q) 5 2H1/41v1'/21Vvlf/2, V v  E Z(R). 
Finalement : 

O 

3. Théorème de points Axes. Soit X un espace de Banach réel réflexif dont le dual est 
noté X* et Y un sous-espace dense de X. On désignera par II II la norme dans X ,  par II I I *  
la norme duale et par ( , ) le crochet de dualité entre X *  et X .  

Soit A et F deux opérateurs de X dans X * .  Dans ce qui suit nous serons amenés à 
envisager certaines des hypothèses suivantes: 
('HI): A est linéaire borné et il existe une constante positive v telle que (Av,v) 1 

('Fl2): F, en général non linéaire, est borné et de plus 
v11v112, vu E x. 

(i) il existe f E X *  tel que (Fv,v) = ( f , v ) ,  Vv E X 
(ii) de chaque suite ( u n )  de X ,  bornée, on peut extraire une sous-suite { u n p }  qui 

converge, dans la topologie faible de X ,  vers un élément u et telle que si p -$ +oo 
( F u n p , v )  -i (Fu,v), vw E Y .  

IlFu - F4* I [ p  + max (IIuII, 11.11)] IIu - v(1, vu E x, v v  E x. 
('H3): Il existe deux constantes non négatives p et X telles que 

THÉORÈME 3.1. Sous les hypothèses ('HI) et (7&), l'équation Au = Fu a au moins une 
soiu tion . 
DÉMONSTRATION: On pose P = A - F 

O P est un opérateur borné de X dans X* 
( P V )  = (Av,v) - ( f , v )  1 v11v1I2 - Ilfll* 11v11 et donc limii~,ii++Co((p.,~)III~II> = 
+oo 

Soit {un}  une suite de X telle que un -i ü dans X faible, Pu, -i A dans X* faible et 

Il existe une sous-suite extraite de la suite {un} ,  notée { u n P } ,  qui vérifie la deuxième 

Soit v un élément quelconque de Y .  (Punp,  unP - v) = (Punp ,  un,) - (Punp,v) et par 

D'autre part: 

lim ~ u p ~ + + ~  (Pu,, un) 5 (A,  U ) .  Nous allons démontrer que A = Pü. 

partie de l'hypothèse ('Hz), avec u = ü. 

passage à la limite supérieure: limsupp,+,(Punp, un, - v) 5 ( A , U  - v). 

(Punp,unp - v )  = (Aunp,unp) - ( A u n , , ~ )  - (Funp,unp) + (Funp ,v )  

et par passage à limite inférieure: 

liminf <   PU,^,^,^ - v) 2 liminf(Aunp,unp) - (AU,v) - (f,") +   fi,^). 
p + + m  p-++a 

- - Or (Aunp,unp) 2 (Aunp,u)  + (AU,unp - u), ce qui implique liminfp,+Co(Au,p,u,p) 2 
( A E , E )  et par conséquent : 

liminf < (PunP,unp - v) 2 (AU,U) - (AU,v) - ( f , U )  +   fi,^) 
p-rSCo 

liminf <   PU,^,^,^ - v) 2 (P.,U- v). 
P - + + C o  
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On a ainsi démontré que (Pu,ü - v) 5 ( A , Ü  - v), Vu E Y et donc aussi Vu E X. Par 
conséquent A = Pu. 

L’opérateur P est partout défini sur X ,  borné, coercif et de “type M” ([g]), il est donc 
surjectif, en particulier il existe au moins un élément u E X tel que Au = Fu et de plus 

REMARQUE 3.1. A est un isomorphisme de X sur X *  et IIA-lI1c(x,x*) 5 v-’. 

Le Théorème 3.1 prouve que l’opérateur T = A-lF a au moins un point fixe. 

llull I v-lIlfll*. 

THÉORÈME 3.2. Si les hypothèses ( X I ) ,  ( X Z ) ,  (Es) sont vérifiées et si de plus v > 
1/2 [p  + (pz + 4Xllf11,)1/2], l’équation Au = Fu a une seule solution, non nulle si f # O. 

DÉMONSTRATION: Les hypothèses (XI) et ( X 2 )  impliquent que l’opérateur T = A-lF a 
au moins un point fixe. Supposons qu’il existe deux points fixes u et v (u # v); on a alors 
Au = Fu et Au = Fu,  ou encore A(u - v)  = F u  - Fu,  qui implique: 

IIu - VI1 I v-lIIFu - Full* I v- l[p+ max(llull, 11V11)l IIU - 2111. 

Or nous avons déjà remarqué que llull v-lllfll* et aussi 1 1 0 1 1  5 v-’llfll* et donc 
[lu - V I [  5 v-l(p + Xv-lllfll*) [lu - v11 et puisque, par hypothèse, u # v,  il en résulte que 
v 2  -pv- X l l f l l ,  5 O, soit v 5 1/2 [ p  + ( p 2  + 4Xllf11,)1/2]. L’unicité est ainsi démontrée. O 

Voici un autre résultat de point fixe. Soit X et Y deux espaces de Banach réels, A et 
F deux opérateurs de X dans Y et nous désignons, respectivement, par R(A)  et R ( F )  les 
rangs de A et de F. 

(3i4): A est linéaire, borné, injectif et il existe une constante positive v telle que II A-l f l lx  

(‘lis): F est (en général) non linéaire, R(F)  c R(A)  et il existe deux constantes non 

Nous faisons les hypothèses suivantes: 

v-l IlfllY, Vf E R(A).  

négatives p et X telles que: 

lp - FVllY I [ p  + max(llullx, Ilvllx)l llu - vllx, vu E x, E x. 
On définit ensuite l’opérateur T de X dans lui-même par: Vu E X, Tu  = A-’Fu. On 

pose (Y = I/FOlly puis, pour chaque r > O: 

B(0,r) = {u E X, llullx < r }  et B(0,r) = {u E X, llullx I r } .  

THÉORÈME 3.3. 
(1) Si X = O et si v > p, T a un point fixe unique de norme au plus égale à a / ( v  - p ) .  
(2) Si X # O, a = O et v > p, T n’a dans g(O,(v - p ) / X )  que le point fixe O. 
(3) Si X # O, (Y # O et v >_ p + 2&, il existe une constante positive R telle que dans 

Lorsque u > p + 2 6 ,  il existe une constante R’ > R telle que dans B(0, R’)\B(O, R) ,  
B(0, R) ,  T a un point fixe unique. 

n’a pas de point fixe. 

DÉMONSTRATION: D’une manière générale, nous avons: 

IlTu - Tvllx v-~I IFu - Fvlly 

I v-l [ P +  max(llullx, I I V l l Z ) ]  IIu - V l ( x ,  V ( W )  E x x x 
IITullx I IlTu - TOllx + IlTOllx I v-l(Xllull2X + pllullx + a) ,  vu E x. 
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(1) X = O et v > p:  

et avec L = v - l p  < 1, T est donc une contraction stricte de X 

Posons R = a/(. - p )  et soit r 2 R. 
Si llullx 5 r ,  llTullx I v-'(pr + a) = v-'[-(v - p ) r  + a] + r ,  donc I(Tullx L 

v-'[-(v - p)a / ( v  - p )  +a] + r = r ;  ainsi llTullx 5 T ,  quel que soit llullx 5 r .  
Par conséquent dans toute boule B(0, r ) ,  de rayon 2 R, T a un point fixe unique. 

Il en résulte que T a dans X un point fixe unique de norme au plus égale à a/( v - p ) .  
(2) X # O, a = O et v > p: 

Soit r < (v - p ) / X :  

si (Iu((x 5 r et JIv)Jx I r ,  JITu - TvJJx L v - l ( p  + Xr)Jlu - u I I x ,  JITu - TvJlx L 
Lllu - vllx, avec L = v - l ( p  + Ar)  < 1. 

conséquent dans la boule B(0, (v - p ) / X ) ,  T n'a que le point fixe O. 

Posons cp(z) = Xz2-(v-p)z+a. Puisque v 2 p+2&,cp(z) a deux racines réelles 
(éventuellement confondues) qui sont: R = 1/(2X) [v - p - J ( v  - p)2 - 4 h  et 

R' = 1 / ( 2 ~ )  [v - p + ~ ( v  - p>2 - 4 ~ a  et si z vérifie R 5 z 5 RI ,  cp(z> 5 O. 11 en 
résulte que pour chaque r tel que R 5 r 5 R' et 1)uJ)x L r ,  on a: 

si llullx 5 r ,  llTullx a 7- 

Ainsi dans toute boule B(0,r)  où T < (v - p ) / X ,  T a un point fixe unique; par 

(3) X # 0 , a # 0 e t v > p + 2 & :  

1 
1 

où L = v - l ( p  + AR') = v-l  [ p  + [v - p + J(v - p ) 2  - 4x01 /2 < 1. Ainsi dans 
toute boule B(0, r )  où R r 5 R', T a un point fixe unique, donc dans la boule 
B(0, R) ,  T a un seul point fixe (qui n'est pas O). 

Lorsque v > p + 2 6 ,  R < R' et donc B(0, RI) \B(O, R)  ne contient aucun point 
fixe de T. O 

1 1  

4. Résultats d'existence, de régularité et d'unicité. L'ouvert Q de frontière r est le 
rectangle figuré ci-dessous dont les dimensions sont 1 et L. 



10 Équations de Navier-Stokes 

a 

On cherche (u ,p ,  8) tel que (équations normalisées): 

2 

-PAU + uiDiu + Op = -y(8, O)  dans R 

div( u )  = O dans R 

(4.1) 

(4.2) 

-UA8 + uiDi6 = O dans R (4.3) 

u=osuI.r (4.4) 
(4.5) 

i= l  

2 

i= l  

8 = -1 sur ri, 6 = 1 sur F2 et d6/dzl = O sur r0 
- p ,  u et y sont des constantes positives. 

2x2 - 1, puis 6 = 6 - T ,  nous sommes conduits à des conditions 
aux limites homogènes. Pour éviter des notations inutilement compliquées, nous écrivons 
dans ce gui suit 6 au lieu de ë. 

On cherche (u ,p ,  6 )  tel que : 

Si nous posons ~ ( z )  

2 

-PAU + uiDiu + V p  = -r(û + T ,  O) dans s2 (4.6) 

(4.2) 

-VA8 + ujDi8 = -2u2 dans R (4.7) 

(4.4) 
(4.8) 

i= 1 

div( u )  = O dans R 
2 

i = l  

u = O sur l? 
8 = O sur ri u r2 et d8/dzl = O sur ro. 

Nous avons déjà introduit: 

~ ( 0 )  = {V E H ~ ( R ) ,  v = O sur ri u r2}. 
Posons: 

x = v x Z(R), 
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muni de la topologie produit habituelle. 
Définissons les formes bilinéaires et trilinéaires: 

2 .  

2 .  

Définissons les opérateurs A et F. Soit (u ,  0) E X et désignons dans ce qui suit par ( , ) 
aussi bien le crochet de dualité entre V* et V qu’entre Z(R)* et Z(R) 

(1) A = (A1,As) où : 

(( , ) désigne le produit scalaire dans L2(R)). A est donc un opérateur linéaire 
borné de X dans X*. 

( 2 )  F = ( F i ,  F2) où: 

Dans tout ce qui suit, nous supposons réalisé la condition suivante: 

3~ > O tel que p - &(y + 2 ) / 4  > O et v - k(y + 2 ) / ( 4 e )  > O 

où Ic = min (1, L). Puis nous posons: 

6 = min [p  - ke(y + 2)/4, v - Ic(y + 2 ) / ( 4 e ) ] .  

Il s’agit de la  cond i t ion  d o n t  i l  a é t é  quest ion d a n s  l’ introduction; elle est  phys iquemen t  
p e u  restr ic t ive  car  POUT u n e  ‘yorte” viscosité,  elle exige seu lemen t  u n e  ‘yaible” d i f f u s ion  et 
i n v e r s e m e n t .  Ce t t e  m ê m e  cond i t ion  apparaît  lorsque l’on uti l ise la mé thode  variat ionnel le  
s tandard 

Notre méthode de point fixe appliquée à la seule équation de Navier-Stokes redonne 
très rapidement les résultats classiques et naturellement n’exige aucune condition pour 
l’existence d’au moins une solution. On trouvera les détails de cette étude dans [ 5 ] ,  où, 
pour le cas non homogène, on utilise des résultats de [l] et de [3]. 

Voici quelques propriétés des opérateurs A et F: 
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LEMME 4.1. A est un isomorphisme de X dans X * ,  plus précisément: 

(A(A), A) 2 611All$, VA E X .  

DÉMONSTRATION: Dans la partie réservée aux résultats préliminaires, nous avons défini 
les normes sur Z(a), V et V*,  notées respectivement II I l1 ,  II II et II 

Soit A = ( u ,  6 )  un élément quelconque de X 

( A ( A ) , A )  = PI1412 + 7(@,u1> + v11@1I2 + 2(u2,6> 

(A(h),A) 2 pIIuI12 + vII6IIS - Y I ~ I  IuiI -2181 Iu2 I .  

Utilisons le Lemme 2.2 avec I = 1, ainsi que l’inégalité [ V I  I: i / f i l /v l l1 ,  Vu E z(R), 
obtenue dans la démonstration de ce Lemme: 

( A ( A ) , A )  2 Pll4I2 + vIl6llS - (7/2 + ~ > ~ l l ~ l l l l l ~ I I  
( A ( A ) , A )  L [P - k e ( 7  + 2~/4111~112 + 1. - -(Y + 2>/(44l l l~l lS* 

Compte tenu de la définition de la constante 6: 

( A ( A ) , A )  2 SllAII$, VA E X .  

L’opérateur A vérifie donc l’hypothèse (“.II). O 

LEMME 4.2. Il existe f E X *  tel que ( F ( A ) ,  A) = (f, A),  VA E X .  
DÉMONSTRATION: Soit A = (u ,  û) E X ,  alors: 

( F ( A ) ,  4 = Pl(% O ) ,  .) + (F2(u, 0)’ 6 )  

(W), 4 = ( -7h 01, 4 + (O,+ 
que nous écrivons: 

Il suffit de choisir f = (-7(r,O),O), pour avoir ( F ( A ) , A )  = ( f , A ) ,  VA E X .  L’opérateur 
F vérifie ainsi la première partie de l’hypothèse (‘Fl2). O 

LEMME 4.3. De chaque suite {un ,ûn}  de X ,  bornée, on peut extraire une sous-suite 
{ ~ , ~ , 6 , ~ }  telle que si p t +CO: unp t u dans V faible, ûnP 6 dans Z(S2) faible et 
lim,,+,(F(unp,enp),(vU)~)) = ( F ( u , û ) , ( v , c p ) ) ,  quel que soit ( v , p )  E X .  
DÉMONSTRATION: Soit { u n ,  en}  une suite de X ,  bornée. Puisque Z(S2) est un sous-espace 
vectoriel fermé de H1(R), il est réflexif. D’autre part, l’injection de H1(R) dans L4(R) est 
compacte et donc de la suite {un,On}, on peut extraire une sous-suite {unp,Onp} telle que 
si p + +CO, unp + u dans V faible et dans (L4((n))2 fort et OnP -+ 6 dans Z(S2) faible et 
dans L‘(il) fort. 

D’autre part, pour chaque (v,cp) E X ,  on a: 

(F(unp , onp 1’ (v, 9)) = -b(unp, unp ? .) - 7 ( r ,  211) - 4 u n p  ? enp 7 P) 

Ib(unp,unp,v)  - b(u,u,v)I = Ib(unp - u , v n p )  - ~ ( ~ , v , u n p  - .)I 
Ib(unp, unp, - b(u, u, .II I: Ilun, - u I I ( ~ 4 ( n ) ) z  1141 I b n p  l l ( ~ 4 ( n ) ) 2  

+ I I ~ I I ( L ~ ( ~ ) ) ~ I I ~ I I  l1unp - U I I ( L ~ ( ~ W  

1b(unp, unp, v) - b(u, u, I: ci ivi i  iiunp - u i i ( L 4 ( n ) ) 2  

(a) Ib(Unp,Unp,V) - b(u,u,v)l = I @ n p , V n p )  - b(u,’U,u)I 
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où C est une constante positive. 
II en résulte que limp++w b ( u n p ,  unp, V )  = b(u, U ,  v). 

(b) de manière analogue: 

où C’ est une constante positive. On a ainsi: 

(c) on déduit de ce qui précède que: 

La deuxième partie de l’hypothèse (3-12) est donc vérifiée avec Y = X .  O 

d’existence et de régularité: 

THÉORÈME 4.1. Les équations (4.1)--(4.5), ont au moins une solution 

Les Lemmes précédents 4.1, 4.2 et 4.3 nous permettent de prouver le résultat suivant 

(u ,p ,û)  E ( H ~ ( R ) ) ~  x ~ ‘ ( n )  x (z(R) n P(n)). 

DÉMONSTRATION: Si ( u , p , S )  E V x L2(s2)/R x Z(R) est solution de (4.2)’ (4.6)’ (4.7)’ 
alors A(u, S) = F ( u ,  û). 

Inversement, les lemmes 4.1, 4.2 et 4.3 nous permettent d’appliquer le théorème 3.1: il 
existe alors au moins un élément (u ,  O )  E V x Z(R) tel que A(u, 0) = F(u ,  6). De plus un 
théorème de De Rham ([12]) prouve l’existence d’un élément unique p E L2(R)/R tel que 
( u , p , û )  vérifie (4.2)’ (4.6)’ (4.7). 

Les conditions aux limites de/dz1 = O sur I‘o sont une conséquence d’une propriété de 
régularité de u que nous allons démontrer. 

Reprenons (4.6): 
2 

-PAU + uiDiu + Vp = h dans R 
i=l 

où nous avons posé h = -r(û + .,O) E (L2(R))2. Pour chaque i = 1,2,ui E H;(R) - 
L8(R), par conséquent ujDiuj E L8j5(52), ainsi -pAu+Vp = h-Cy=, uiDju E (L8/5(R))2. 

D’après les théorèmes de plongement de Sobolev: H1I3(R) - L 3 ( n )  L+ L8l3(R) et 
par dualité L8/5(R) L+ H-1/3(Q), car D(R) est dense dans H1/3(R). Il s’en suit que 
-PAU + Op E (H-1/3((R))2. D’autre part [H,l(R),L2(R)]2/3 = H1/3(R), et par dualité: 
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Considérons le problème: 

-PAU + Op = F dans R ( F  est donnée) 
div(v) = O dans R 

v = O dans R. 

Les résultats suivants sont bien connus ([6],[9],[13]): si F E (H-1(R))2, (**) a une 
solution unique ( v , p )  E V x L2(R)/R et de plus 1 1 ~ 1 1  5 CIJJFJJ. (Cl est une constante 
positive). Si F E (L2(R))', (**) a une solution unique ( v , p )  E (H2(R))' x HI(R), p est 
défini à une constante près et de plus l lwl l (H~(n) )~  5 C21FI, (C2 est une constante positive). 

Par conséquent, l'application F -t v, qui à chaque F associe l'élément v tel que ( v , p )  
soit solution du problème (**), est une application linéaire continue de (H-1(R))2 dans 
(H'(R>)* et de L2((n))2 dans (H2(R))2. Il en résulte donc ([iû]) que c'est une application 
linéaire continue de (H-1/3(R))2 dans (H5/3(R))2. Or H5l3(R) + C(a), donc -PAU + 
Vp = h - Ci=l u,Diu E (L2(R))2 et ceci prouve que u E (H2(R))2 et p E H1(R) ([6]). 
Puisque u E (H2(R))2, A6 est un élément de L2(R). On en déduit alors que 6 E H2(R) 
(cf [8], Théorème 4.5) et, grâce à la formule de Green, que d6/dx1 = O sur ro, au sens de 

2 

H1/2(ro).  O 

Nous terminons par un résultat d'unicité qui sera une conséquence du: 

LEMME 4.4. Si (u1,61) et ( ~ 2 , 6 3 2 )  sont deux éléments quelconques de X, on a: 

On a donc: 
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Utilisons l'inégalité d'interpolation ([4]) ainsi que le Lemme 2.2 (on a posé k = min (1, L): 

l l o l ) ~ 4 ( ~ )  5 21/41~11/21V~11/2 L & I [ v I I ,  VU E Hi(f2). 
Il en résulte que 

+ 1142 - @ 1 1 1 1 ~ I l ~ l l l  IIVIIL4(Q) 

D'autre part: llpll~4(n) 5 2H1/41p11/21Vp11/2 (Proposition 2.1). 191 5 i / f i lVpl  (voir 
démonstration du Lemme 2.2). Il s'en suit que I I<PIIL~(~) 5 23/4H1/41Vpl. Si nous posons 
h = 23/2H1/2, alors I I ~ I I L ~ < ~ )  5 JhlVpl. 

Notons que k 5 &, donc: 

IP(u1,@1> - F(u2, @z), (2)' $4) I 
5 a " ( I I u 1 I I  + 11u211> llvll + Il@2lllllPllll llu2 - u1II + llu1II llPlll11@2 -@11111 

max(II4lr IlPlIl> L II(~,(P>llX et 1141 + IlPlIl 5 Jz l l (~,P>l lX* 

Nous utilisons les inégalités suivantes: 

Nous avons alors 

I (F(u1,@1> - q u z ,  021, (v, 9)) I 
5 JiCh"IIu1II + lluzll + 11@2111111~2 - % I l  + llu1II Il@z - @1111] II(vf>llx, V(v,cP> E x. 

Par conséquent 

llF(u1,@1) - F(uz,@2)11* L a m ~ [ I l ( ~ l , @ l > l l x ,  11(~2,@2>llXI 

I I F ( ~ l , @ l >  - F(u2,@2)11* L 2 J z J - h m ~ [ / I ( ~ l , @ l ) I I x ,  11(~2,@2>llXI 

x [(1 + Jz)II.2 -%I I  + I l02 - @ilIl] 

x Il(u1,@1) - (uz,@z>llx 
et le lemme est démontré. O 

L'opérateur F vérifie donc l'hypothèse (Es) avec p = O et X = 2 f i  Jich où k = min (1, L )  

On en déduit alors le 
et h = 23/2H1/2. 

THÉORÈME 4.2. Si la constante 6 vérifie i'inégaiité suivante: 
6 2  > 27/4yH1/4(L/3)1/2k3/2 

les équations (4.i), (4.2), (4.3)' (4.4) et (4.5) ont une et une seule condition ( u , p , @ )  E 
(H2(f2))2 x Hl(f2) x (Z(R) n H2(f2)) ( p  est défini à une constante près). 

DÉMONSTRATION: Soit f l'élément de X* défini au Lemme 4.2. Pour chaque ( v , p )  E X, 
nous avons (f, (v, 9)) = (-y( r ,  O), w), par conséquent 

I(f,(w>)I 5 rl(r,v1>l L Ylrl1~11 (. = (74 ,v2>> .  

D'autre part (rI2 = Ja(2a2 - 1)2 da = L/3. 
Utilisons le lemme 2.2: 

l ( f 7  (2)' 9)) I 5 Y I m m  J z > k  1141 
d'où I l f l l .  5 y/fik(L/2)'l2. On a ainsi: X l l f l l .  5 2y(l  + Js/L)1/4(L/3)1/2k3/2 et donc 
S2 > X l l f l l * .  L'unicité résulte du théorème 3.2. O 
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REMARQUE 4.1. Si S2 2 4Xa, avec a = IIF(0)ll. et ici IIF(O)ll* 5 ~ ( L / 3 ) l / ~ ,  on peut 
résoudre le problème (4.1)-(4.5) avec le théorème 3.3. 

En effet, (7-l~) implique ( ? i d ) ,  R(F)  = R(A) donc (7-l~) n’est autre que (X3). Par suite, 
si S2 2 4Xa, dans la boule B(0, R )  de X ,  où R = 1/(2X [6 - (6’ - ~ A ( Y ) ~ / ~ ] ,  il existe A 
unique tel que A(A) = $’(A). 

Compte tenu du Lemme 4.2, toute solution de l’équation Av = Fv vérifie 1 1 ~ 1 1 ~  5 &-la; 
or S-la < R donc il existe un unique élément A de X tel que A(A) = F ( A ) .  

REMARQUE 4.2. Soit le problème suivant: 
Trouver u = ( u l ,  uz),p,e,c vérifiant (4.1), (4.2)’ (4.3), l’équation 

2 

-pAc + u$;c = O dans R ( p  constante positive) (4.9) 
i=l 

et les conditions aux limites 

UI  = O et u2 = -pdc/ôx2 sur r 
8 = -1 et c = -1 sur ri 

û = 1 et c = 1 sur r2 
d6/dsl = &/dxi = O sur ro 

P est une fonction donnée, définie sur r, égale à une constante positive Pi sur ri et à une 
constante positive P 2  sur r2. 

C’est l’un des problèmes envisagés dans l’introduction, il s’agit d’un transport de masse 
et de chaleur dans une cavité rectangulaire. 

Le théorème 3.3 permet de prouver que ce problème admet au moins une solution 
(u ,p ,  e ,  c) E v x L ~ ( R ) / R  x W(R) x ^ W ( S ~ ) ,  avec: 

w(n) = Z(R) n f l 2 ( R )  

La démonstration de ce résultat sera prochainement publiée. 
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