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Résumé 

Le théorème de Chevalley et Shephard-Todd caractérise les groupes finis en- 

gendrés par des pseudo-réflexions et permet de dégager des invariants numériques 

des groupes appelés les exposants. 

Dans ce travail, une signification géométrique de ces invariants est donnée 

selon K, Saito et tI. Terao, à l’aide des champs de vecteurs logarithmiques. 

Le cas particulier des arrangements du Coxeter est traité et il est montré 

que le complément des hyperplans de réflexions, après complexification, est un 

K(r, 1) -espace dont le groupe fondamental est un groupe de tresses. 

Cette étude permet d’envisager la situation d *un arrangement quelconque 

Phyperplans. 



Chevalley and Shephard-Todd% theorem characterizes the finite groups 

generated by pseudo-reflections and gives some numerical invariants of the groups, 

cal led the exponents. 

According K. Saito and H. Terao, we give a geometric meaning of these in- 

variants using logarithmic vector fields. 

The particular situation of the Coxeter arrangements is studied and it is 

shown that the complement of the reflection hyperplanes after complexification is a 

K(n,l) -space whose fundamental group is a group of braids. 

Then it will be possible to consider the more general situation of any ar- 

rangement of hyperplanes. 

0. Introduction 

Un arrangement d’hyperplans est une famille finie de sous-espaces de codi- 

mension 1 d’un espace vectoriel. L’exposé de P. Cartier [SI au Séminaire Bourbaki, 

intitulé If Les arrangements d f hyperplans: un chapitre de géométrie combinatoire” 

présente une synthèse de la théorie en 1980. Le but de ce travail est de compléter 

et de mettre à jour les différents rgsultats de cette théorie en essayant d’établir 

les liens entre divers aspects: groupes de réflexions, modules de champs de vec- 

teurs logarithmiques, cohomologie du complément d *un arrangement (complexe), homo- 

topie de ce complément, combinatoire. 

Dans la partie 1, nous ne considérons que les arrangements définis par des 

groupes finis de réflexions. L’avantage en est de dégager le concept d’ exposant 

d’une manière algébrique: l’action d’un groupe G sur un k-espace vectoriel V 

s’étend naturellement en une action sur l’algèbre symétrique R = R(V*) . Alors 

qu’en général RC , la partie invariante, est une algebre de Cohen-blacaulay, G est 

un groupe fini de réflexions si et seulement si FG . = k(J3 , e . . ,en) où les Oi sont 
1 

des polynômes homogènes de degrés &tl, les d i étant les exposants du groupe G. 



Tout ceci est développé dans la Section 1, la seconde section étudiant plus préci- 

sément les groupes de Coxeter. La Section 3 s’éloigne apparemment du sujet: on Y 

présente les groupes de tresses qui apparaissent naturellement comme groupes fonda- 

mentaux des compléments d’arrangements de Coxeter (i.e. arrangements définis par 

des groupes de Coxeter). Nous avons choisi de les introduire à ce moment car, d’une 

part le groupe de monodromie d’un germe simple est un groupe de Coxeter et l’homo- 

morphisme de monodropie est 1 *homomorphisme du groupe de tresses dans le groupe de 

Coxeter du type correspondant. D *autre part, le lien avec la théorie des singula- 

rités sera repris dans la partie II où nous montrerons que l’ensemble de bifurcation 

du déploiement universel d’une singularité isolée est une hypersurface libre. 

La Section 4 nous amène à la notion d’arrangements libres. Pour cela nous 

introduisons une autre notion d’exposant pour la situation complexe (qui coYncide 

avec la précédente dans le cas réel) et qui s’avère plus satisfaisante d’un point 

de vue géométrique. Nous interprétons (R % V*) G comme le G R -module libre des 

1- formes différentielles invariantes à coefficients polynomiaux et (R 3 V)G comme 

le c R -module libre des champs de vecteurs polynomiaux tangents aux hyperplans de 

réflexion: le premier module fournit les exposants définis à la Section 1, le se- 

cond 1 es nouveaux exposants. D’où la définition d’arrangement libre due à H. Terao, 

obtenue en considérant les arrangements pour lesquels le R-module des champs de 

vecteurs tangents aux hyperplans de l’arrangement est libre. Ce sera 1 *obj et de 

la partie II où nous développerons les aspects topologiques de la théorie. 

1. Théorie des invariants 

Dans cette section, on considère un espace vectoriel V de dimension n 

sur le corps k (dans la suite, on prendra k = IR ou c) et une représentation 

linéaire d’un groupe fini G sur V : G -f GL(V). 

Alors G agit aussi sur le dual V* par la représentation contragrédiente 

et donc sur 1 ‘algêbre symétrique s (V*I = T(V*)/I où T(V*) = 6~ (V*)9j est l’ai- 
jr0 

gèbre tensorielle et 1 est 1 ‘idéal (homogène) engendré par les éléments 



x 4b y - y 3 x de V*@‘. En particulier le choix d’une base (el,. . . ,en) de V 

(donc d’une base duale {xl,. . ., xn> de V*) détermine un isomorphisme entre 

S(V*) et R = kCx1, . . .,xnl. Ainsi nous avons une action de G sur R définie 

comme suit: si x E v, fER et CT = o(g) E GL(V), alors kf) (x> = f(a 
-1 x). 

Un des problèmes de la théorie des invariants est de caractériser la SOUS- 

algèbre des invariant s RG = {f E R tels que gf = f, g E G). 

EXEMPLE : Soit G = sn le groupe symétrique sur n éléments et 

sn + GL(V) la représentation où p(g) 

connu que RG est la sous-algèbre des 

permute les coordonnées; alors il est bien 

polynômes symétriques à n variables. 

Avant de commencer 1 *étude de l’algèbre RG9 faisons quelques rappels d’al- 

gèbre commutative. 

Soit A++ B une injection canonique de k-algèbres. B est de &&T hiti 

sur A si B est une A-algèbre de type fini, i.e. l’injection canonique Ac--+ B 

admet une extension surj ective Ah1 ,...,t,l -+ B. 

La dimetiiun de /&CC~ d’une k-algèbre A, notée K-dim A est le nombre 

maximum d’éléments de A algébriquement indépendants. Par exemple 

K-dim k[xl,. . . ,xnl = n. 

Revenons à 1 ‘étude des invariants RG et le premier résultat est le 

suivant: 

THÉORÈME. K-sim R G = n, UÙ n = dim V. 

THÉORÈME (Hilbert, 1980, ClSJ) , \ PG eaX une k-c@&& de Type &hi,. 

La démonstration donnée par Hilbert établit 1 ‘existence d’un homomorphisme 

surj ect if de kCtl,...,tnl sur RG et a l’avantage de pouvoir se géncraliser aux 

groupes compacts en remplaçant l’opérateur de Reynolds par i’int6grale de Faar. 

E. Noether (1916) Cl 71 donne une d’m c onstration différente de ce dernier 

résultat en mettant en evidence les polynômes tl,... ,t 
P 

de la frbasclr. 



(Remarquons que cet avantage a le défaut pouvoir s ‘adapter au cas des groupes 

ompacts): 

THÉORÈME (E. Noether). RG e.4.t wgwdtrEe comr??e k-c@Zbu paf~ au plud 

M+n n ) &@ineti~, 02 n = dim V. 

(Voir [ 91 et Cl41 pour les démonstrations de ces théorèmes .) 

Il est possible de caractériser plus précisément la structure de l’algèbre 

RG . Pour cela rappelons le lemme de normalisation de Noether: Soit A une k-al- 

gèbre de type fini (k corps). Alors il existe un nombre fini d’éléments de 

A: Y,,.*.,Y,, algébriquement indépendants sur k tels que A soit entier sur 

k[Y19*-9 ym3 (i.e. chaque élément de A est racine d’un polyn8me à coefficients 

dans kCyl,. . . ,y 1). On en déduit que K-dim A = m . De plus iyl,...,y,) est m 

A. 

Une k-algèbre de type fini A est appelée dg&bke de Cohetz-MacauLag ~9.1 

existe un système de paramètres {y 1 , . . . , ym} tel que A soit un kCyl,. . .,yml-mo- 

P 
dule libre (i.e. A = G aok[yl,.. *,y 1, ai E A)- 

i=l ’ m 

THÉORÈME (Hochster et Eagon, 1971, L-161). RC wt une a&&btre de Cohen- 

Macautug . 

Outre I ‘article original, on peut trouver des démonstrations de ce résul- 

tat dans C9] et [24]. 

Il est alors naturel de se poser la question suivante: Est-il possible de 

caractériser les groupes (finis) G tels que RG = kLel,...,eni, (i.e. RG est 

l’algèbre de Cohen-Macaulay la plus simple)? Remarquons qu’entre la situation la 

plus générale (algèbre de Cohen-Macaulay) et la plus simple (algèbre polynomiale) il 

existe des cas intermédiaires : 

surface (voir par exemple C241). 

algèbre de Gorenstein, intersection complète, hyper- 

Revenons à notre question. La réponse avait déjà 

été donnée, d’une part par Chevalley (1955) et Serre (1957), d *autre part par 

Shephard et Todd (1954) : 



Rappelons que gc G 

laisse fixe un hyperplan de V 

est une pseudo-réflexion si 

(P . e. pour IR, si 

et 0 = p cg> 

n’a qu’une seule 

valeur propre différente de 1). En fait Chevalley montre que si G est un groupe 

fini de réflexions alors RG = kC81,. . . ,8,1 où te,, . . . ,8 > n est un système homo- 

gène de paramètres. Shephard et Todd établissent une réciproque ainsi que 
n n 

I I G = ll deg 8 . et 1 1 Cd% ei - 1) est le nombre de pseudo-réflexions de G. 
i= 1 i= 1 

PROPOSITION. So/i;t G un gttuupe &Lni de fLé&xlunn c>k RG = k[el'...,enl 

oii te,,..., 0,) ~IX humugdneA. fa etim d i = deg 0 . - I, i = 1,. . . ,n, bu& 1 

Dr où la définit ion: 

DÉFINITION. {dl,. . . , dn} sont appelés les expubatih du groupe fini de ré- 
* 

flexions G. 

2. Groupes de Coxeter 

La classification des groupes (réels) finis de réflexions a été faite par 

Coxeter. 

DÉFINITION. Un groupe w  noté multiplicativement est un gft~up~ de 

CuxeXeh s’il existe un sous-ensemble S de générateurs de tel que: 

2 1) pour tout s E S, s = e, e élément neutre de W; 

2) pour tous s,s* dans S, soit m(s,s*) l’ordre de SS’ et 1 l’en- 

semble des couples (%S’) tels que m(s,s’) soit fini. Alors 1 ‘ensemble généra- 

teur et les relations (SS’) mhs’) = e 3 (s,s’) E 1 forment une présentat 

groupe W. 

Le couple WS) est appelé ~+M%I~ de CUX&VL de rang 1 SI si 

A tout système de Coxeter on associe un 

. 
11 on du 

SI < -w. 

r (W) , 

dont les sommets sont les éléments C~C S et où S et S’ sont reliés par un.e 
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arète de poids m(s,s') si m(s,s’) 2 3. 

N.B. Si m(s,s') = 3, on ne note pas le poids sur l'arete. 

Réciproquement, chaque graphe de Coxeter définit un groupe de Coxeter. 

EXEMPLE. Le groupe symétrique Sn+l est un groupe de Coxeter, de système 

(s n+l,S) où S = i(i,i+l), 1 5 i 2 n). On a m((i,i+l),(j,j+l)) = 2 si 

j = ikl et=3 si j=ikl. Le graphe correspondant est le suivant: 

0 CI w.--w 0 0 

UJI (293) (n,n+l) 

On dit que W est tiE&cZ;ib& si W ne peut pas se décomposer en un produit de 

deux groupes de Coxeter. 

PROPOSITION c31. Un gt~aupe de Caxetc~~ w CM tiEduc%i.b.te a/i ti Feu&- 

ment afi r (W) 

Dans la suite, nous ne considérons que des groupes de Coxeter finis. L’ob- 

jectif est, bien sûr, de montrer que les groupes de Coxeter sont des groupes de 

réflexions. 

DÉFINITION. Soit (W,S) un système de rang l. On définit la forme bi- 

linéaire BV sur l'espace vectoriel réel 1 E de base {es&, par: 

BW(es,es,) = -COS L m(s,s') l  

Notons que Bw(yQ = -COS 7-T = 1. Ainsi on définit la représentation: 

p: W -+ GL(E) par 

( > * P(S)(X) = x - 2BW(es,xles, s E s, x E E. 

En particulier o(s)(e,) = es - 2BW(es9es)es = -es. De plus, pour s E S, o(s) 

est une réflexion qui préserve Bw, i.e. 
Bw(P(s) (x> ,P(s) (Y>) = B&LY) l  Donc 

P w> = O(Bw) 
où O(BW) est le sous-groupe de GL(E) des applications qui préser- 

vent BW' 
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EXEMPLE 1. soit (Sn+ 19 SI le système de Coxeter défini précédemment. No- 

tons pour simplifier si = (i,i+l). D'une part, IR n+l est un S ,+l-module (par 

permutation des coordonnées), d'autre part, et suivant la démarche ci-dessus, soit 

E l'espace vectoriel réel de base {es k-1 
n 

, muni de la forme bilinéaire 
i- 9***, 

facile de constater que E est isomorphe au sous-espace BS . Il est 
ntl n-i-1 

c x. = 
i=l 1 

a. = (O,...,O,l, 1 

E lRntl tels que 0 en posant e = 
si 

a. - 1 ai+l où 

0 0) 9 i-ième vecteur unitaire de ilR n+l 
9***9 . Les demi-droites 

d l es et lR+ . e 
S. 

font un angle de ~-7~/3 = 2~/3 car 
i 1-l-l 

-Cos r/rn = cos(7WT/m). (Sn+l)! E est le groupe des symétries du polyèdre régulier 

dont les sommets sont les permutations de (-l,-l,...,-1,n) E Bi n+l . 

m 
EXEMPLE 2. ------ . A ce graphe, on associe le système de Coxeter 

(W,S) où S = Is,d, s2 = sf2 = e, (sst)m = e, W est ie groupe diédral dOor- 

dre 2m que nous pouvons réaliser comme le groupe engendré par les symétries du 

plan par rapport à m droites passant par 0 et faisant entre elles un angle égal 

à un multiple entier de 

THÉORÈME (Witt) . Sui-t w  un gttuupe de Coxe,tti. A.&ti w  cd &i.ni. hi e2 

Ce théorème signifie que les groupes finis de Coxeter sont réalisés comme 

groupe de réflexions dans des espaces euclidiens. 

tibLe. 

THÉORÈME. SO-Lt wm 
Sun g4uphe de CuxeXek ebt xnc(ma4phe à un deA g4apheA bu/ivanLd: 

*n 

Bn 

(n 2 1 

(n 2 2 bammed) 
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b 

4 
F4 - 

h 0 

6 
G2 o- 

H3 
5 0 r\ 0 

5 
H4 

Q 3 

m 
I,(m) - (m = 5 Ou m27). 

An et I,(m) ont été décrits comme des graphes associés à des groupes 

de réflexions dans les exemples ci-dessus. Voyons les autres: 

Bn: C’est le groupe des symétries du n-cube de sommets (+l,.. . $1). 

Dn: C’est un sous-groupe d’indice 2 du précédent. 

H3: C’est le groupe de symétries de l’icosaèdre, 

E6,E7,E8: Ce sont les groupes de symétries des polytopes de Gosset de W 6 7 8 ,R ,R . 

F4 et H4: Ce sont aussi des groupes de symétries de polytopes réguliers de R 4 . 

En considérant les groupes de Coxeter (finis) comme des groupes de réflex- 

ions, on peut leur associer leurs exposants comme définis dans la section précé- 

dente. 

Exposants des groupes de Coxeter: 

An : 1,2,3,.. .,n. E7 : 1,5,7,9,11,13,17. 

Bn : 1,3,5 ,+.., 2n-1. E8 : 1,7,11,13,17,19,23,29. 

D2n : 1,3,5,... ,4n-3,2n-1. F4 : 1,5,7,11. 

D 2n+l ’ 1,3,5 4n-1,2n. ,..., G2 : 1,5. 

E6 : 1,4,5,7,8,11. etc. 
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3. Groupes de tresses 

Abordons dans ce chapitre 1 ‘aspect topologique. Un groupe de réflexions 

détermine une famille d’hyperplans vectoriels. Par exemple, soit le groupe noté 

An 
associé au système de Coxeter (s n+l”)* Ce groupe définit une structure de 

s ntl n-+-l 
ntl -module sur R donc aussi sur (I: par complexification. Les hyperplans 

de réflexions sont orthogonaux aux vecteurs (0 ,...,O,l,O,,..,O,-1,O ,..., 0), donc 

sont les hyperplans diagonaux 2. = z., 
1 3 

i + j. Le complément de la réunion de ces 

hyperplans a une structure particulièrement simple: c’est un K(V ,l) -espace (i-e. 

un espace d’Eilenberg-MacLane) dont le premier groupe d’homotopie se décrit comme 

un groupe de tresses (voir Arnol’d C 11. 

Décrivons d t abord ce groupe. 

DÉFINITION. Une p4Q’--h~AAe h n kti est une famille de n fonctions 

continues (les brins) fl,. . . ,fn de CO,11 dans (f telles que pour tout 

t E CO,11 les fi(t) sont 2 à 2 distincts, f.(O) = i pour tout i = l,...,n 
1 

et Ifi(l),...,f n (1)) = (1,2 ,..., n}. 

Exemples de pré-tresses à 2 brins: 

On peut aussi représenter les pré-tresses de la façon suivante: 
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n-l/ I \ 1 w- 
j- 

n-l 

j 

i 

1 

/ 

et considérer les classes d'homotopie. Ainsi par exemple: 

représentent deux pré-tresses homotopes. 

DÉFINITION, Une &UN a n titi est une classe dthomotopie de pré- 

tresses a n brins. 

Il est possible de ~fcomposer~r les tresses en les mettant “bout à bout” et 

lkn obtient ainsi un groupe, Le groupe de tresses à n brins noté B(n) admet 

la présentation suivante: 

- un ensemble de générateurs gl,...,gnsl Où gi croise le i-ième et 

Ci+l)-i2me brins, 
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gi 

A 

/ 

\ / itl 

- les relations: 

n-l 

n 

-1 
gi 

i 

\ 

4 / ii-l \ 

n-l 

n 

‘ .  

gi l gj = gj * gi si (i-j1 > 1, 

i 

it-1 

it2 

gi l gitl l gi = gi+l l gi l gi+l, i = 1,2,...,n-2. 

itl 

De plus, on définit l*homomorphisme surjectif p: B(n) -+ sn qui associe 

à chaque tresse la permutation 1 n 
o(1) . . . a(n) 1 

où o(i) est l'extrémité du 

i-ième brin. 

DÉFINITION. Le noyau Ker(p) est le sous-groupe des /I~LCAWA CO~WZ@U. 



85 

Dans les exemples ci-dessus, l’image de p est la permutation: 

(1) (11) (III) (III’) 

On peut alors interpréter une tresse colorée à n brins comme une classe 

d’homotopie de lacets de Q? - X diag 
pointé en (1,2,. . . ,n) où Xdiag est la 

réunion de tous les hyperplans diagonaux. Ainsi Ker(p) - ‘rrl ((l?-X diag’ (l,**‘,n)I 

et B(n) ‘L Rl(cn/Sn - ‘diag; (1,)) où sn opère sur n C par permutation des 

coordonnées, ce qui aurait pu être la définition des tresses. 

D’où la généralisation naturelle: Soit G un groupe (réel) fini de ré- 

flexions (supposé irréductible) opérant dans un espace vectoriel réel Rn donc 

dans le complexifié Gn. Soit {Hi& les hyperplans de réflexions dans 
9.*-a 

P. 
p P 

On définit ainsi deux hypersurfaces AG = U Hi dans (fn et DG = p(Ao) où 
i=l 

p: (En + an/G est la projection canonique, ainsi qu’un revêtement 

cn - AG + Cn/G - D G dont le groupe de transformations est G. 

DÉFINITION. Le groupe d’homotopie d’ordre 1 de Q?/G - DG (resp. 

a” - AG) est appelé L~~~UUPQ ck &Qcl&&$ CJ&&&&? (resp. CJ&UU~C! de f-Uh&h 



culb4éeb génwé. 

Fox et Neuwirth [XI] démontrent ce théorème pour C = An; Arnol’d c4] 

complète ce résultat pour certains groupes de Coxeter en utilisant le fait que 

an - AG est une fibre localement trivial sur un espace de base qui est un W-LW 

espace, la fibre étant une courbe affine complexe. La suite d’homotopie de cette 

fibration donne le résultat. Deligne [7] montre un résultat plus général englobant 

comme cas particulier la situation précédente. 

Nous montrons, en appendice, comment les groupes de tresses généralisés et 

les groupes de Coxeter apparaissent dans l’étude des singularités isolées d’hyper- 

surfaces. 

4. Les exposants d’un groupe de réflexions 

Dans la Section 1, nous avons vu que les groupes finis de réflexions sont 

caractérisés par leur algèbre des invariants qui est polynomiale, i.e. 

RG = kCel, . . ..enl où el>...,en sont des polynômes homogènes de degré d+,..., 

d,+l. Les entiers di, qui sont indépendants du choix des 8.) sont les exposants 
J 

du groupe G. Dans cette section, nous allons donner une autre interprétation de 

cette notion d’exposants, ce qui nous amènera à la définition de nouveaux inva- 

riants numériques ayant une signification géométrique. 

Pour commencer, voici une autre caractérisation des groupes finis de ré- 

flexions: 



Seule la condition nécessaire nous est utile. Pour montrer que R est de 

type fini, il suffit de remarquer que le polynôme P(X) = l-l Wgxl s’annule pour 
!FG 

x= x et d’utiliser le résultat suivant: si B est une A-algèbre de type fini, 

alors B est un A-module de type fini si et seulement si B est entière sur A. 

Pour montrer que R est un G R -module libre, définissons l’algèbre des 

coinvariants RG = R/IG OÙ IG est 1 ‘idéal de R engendré par @ RG n Si(V*) . 
i>O 

Alors il est possible de montrer que toute C-base {Fj} de l’espace vectoriel RG 

définit une base {zj} du G R -module R. (Pour une démonstration complète, voir 

L-141.) 

DÉMONSTRATION. Soit un G-module gradué M = @ M. 
j20 ’ 

(G étant un groupe fini); 

alors de la série PM(g“,t) = 1 Pj (gltjt g E G, où pj est le caractère de G - 
j20 

correspondant au module M. on en déduit la série de Poincaré 
J PM(t) = 

c 
. 

(dim M,)t’, en prenant 8 = 1. Dans le cas qui nous intéresse où G est un 
js0 J 

groupe fini de réflexions, R est un G-module gradué et, en diagonalisant o fg), 

on obtient la formule de Molien: PR($?,t) = I-I (l- 
iln 

w$g)t)-l, où wi(g> sont 

les valeurs propres de P (Ed ’ 

Nous savons que si tZil est une a-base de RG, alors k.) est une base 

du G G1 R -module libre R. De PIUS 1 sizi I-t 1 Si 3 (zitIG), si E R , définit un 

isomorphisme de G-modules gradués R ^Y R G B RG. Soit ‘I le caractère de 
9 cRG) q' 

Comme l’action de G sur RG est triviale, on obtient: 

-l,t1 = FP(g-’ ,t)/P WI \ RG 

d. 

= ~ (1-t l)/ ~ (l-wi(g)t) 
i<n i<n 

car 
m.d. d. 

p 
RC 

J 
(t) = l t l l = l/ n: (l-t l) l  

mi20 iln 

iin 
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En faisant tendre t vers 1, on obtient 1 T (g) = 0 si g # 1 
9 q 

d'où le résultat. 

N.B.: Par un G-module, nous signifions un ECG]-module. 

THÉORÈME [22]. SOL~ M un G-mod&t ~imptk, G E-tart2: un gttuupe &hL de 

nE&tkxi.anA . keou (R xb M*)G ut un G R -moduk L&e. 

DÉMONSTRATION. Soient M et N deux G-modules. Alors Hom(CCM,N) est un C-mo- 

dule pour (g@) (x) = g($(g-l(x))), x E M, g E G et $ E Hom@l,N) . De plus 

CHom(ECW) lG := HomG(M,N) est l'ensemble des morphismes de G-modules. L'isomor- 

phisme d f espaces vectoriels Homa:(M,N) % N @ M* est un isomorphisme de G-modules 

et induit un isomorphisme HOmG(bf,N) rk [ (N ‘3 hi*) lG. Ainsi la dimension de 

C(RG)k 9 M*l 
G est égale à la multiplicité de bd dans cRG) k' celle de M dans 

RG étant n = dim (M). aI Soient ql (M) , , . . ,q, (M) les degrés des composantes homo- 

gènes, comptés avec leurs multiplicités. On a n = 1 qi(r\l). De R î R G '3 RG, nous 

G i 
déduisons R ,QQ M* z R '3 RG 68 M* et, puisque l'action de G sur R G 

est triviale, 

(R -;3 M*) G ru RG a (RG f;3 M*)G. G Soient {u,, . . . ,un} une a-base de (RG ,+ M*) , où 

n 
Soit {yl, . . . ,y,) une a-base de M*. Alors ui = 1 a. . ‘3 y. où 

j=l 13 J 

a ij E (Rc)si(M) pour i = l,...,n. Orlik et Solomon Cl81 montrent que det (ai;) 

est non nul et ne dépend que de M (à une constante multiplicative près) 

précisément en utilisant un résultat de Gutkin Cil], nous obtenons: 

pour M=V, 

pour M = V*, 

eH-1 
det(aij) = F OH 

HcA - 

det(aiJ) = II QH 
HEA - 

où Q, 
I-I 

est une forme linéaire définie sur V dont le noyau est 1 f hyperplan H, eH 

étant l'ordre de la réflexion correspondante et A la famille des hyperplans de - 

réflexions (que nous appellerons mangQmw;t des hyperplans de réflexions). Comme 

det (aiJ) est homogène de degré c +CM), 1 qi(V*) est le nombre d'hyperplans de 



A - et 

alors 

1 qi(‘) 

v*cx v 

est le nombre de réflexions de G. 

comme G-modules et 

Remarquons que si 

pourrai t aussi 

est réel 

remarquer 

que eH = 2. 

Ces invariant s numériques, qi(V) et qi(V*), ont un caractère algébri- 

que pour le premier et géométrique pour le second. Nous allons voir qu'en fait, 

les 

1. 

qi (‘1 

Soit 

ne sont autres que les exposants du groupe G définis dans la Section 

M = V. R -tb V* peut être interprété comme 1 *ensemble des l-for- 

mes différentielles à coefficients polynomiaux sur V. 

n 
En notant E = @ E , 

p=o p 
l'algèbre de Grassman de V, i.e. pour p > 0, E 

P 

est le k-espace des formes p-linéaires alternées sur V et E = k, alors R +'* E 
0 

est l'algèbre de Cartan des formes différentielles sur V et est un G-module. 

THÉORÈME 23 . Sui/t G un gmupe &h.i de tLQ’@kxhm et RG = kCe1,. . . ,e 1. n 

Almn ch~qne p-&mne di&$6te&&e h.mi.ante A ’ WLLZ de 6açun unique AULU lu 

1 a. de. A . . . A de. 
i < 1 . . .<i 

P 
il...ip 11 

IP 

G uùa. .ER. 
ll"'lP 

En particulier, les dei, i = 1, . . .,n, forment une base du 
G R -module 

(R @ V")". Ainsi qi(V) =deg ei-l = d i et on retrouve le résultat C91: le jaco- 

bien des invariants de base est égal à 

Supposons maintenant M = V*. Alors 

n% ’ à une constante multiplicative près. 

R '3 V peut être interprété comme 1 *ensemble 

des champs de vecteurs polynomiaux sur V: Le G R -module des champs de vecteurs 

polynomiaux invariants sur V est donc libre et possède une base Xl, . . . ,Xn où 
n 

'i 
a est homogène de degré qi(V*) : = n., en notant X. = 1 a.. - , 1 1 j=O 1-J 32. 

3 
{z ,. 1 ..,z,l étant une base duale de la base (~1,. . .,y,} de V. 

Afin de mieux saisir la portée géométrique des invariants n i, que nous 

appellerons exposants de 1 tarrangement d'hyperplans A (nous en verrons la raison - 

plus tard), il nous est nécessaire d'interpréter les champs 'i uniquement en 



termes de 1 *arrangement A - et non à l’aide du groupe G. Tout d’abord un lemme: 

LEMME. SuieYLt el,...,e n du invattti humuq &na de G &%A que 4” 

RG = k+..,B 1. n CIne bu.~~ de V éIan$ @XE~, aoU J le d@XQtuninati jacubkn 

du 8 ., i = l,..., n. 
1 

A~U f E R véh&$.& g a f = (det g)f poutt kou/t g E G 

G 

DÉMONSTRATION. En remarquant que 

d: RQE-+R**E 

n af f @x. . ..x. t-+ 1 -% X.X. .x. 
‘1 ‘p j=l 3x-j J ‘~.. lp 

où ix . ,.. . ,xn) est une base de V*, est une application 1 k-linéaire qui commute 

avec l’action de G. En identifiant R avec R “3 k par f t-, f r* 1, on a 

dx i = d(xi a 1) = 1 @ x.; donc les éléments de R .a E 1 s * écrivent 
P 

On obtient g(dx1.. .dxn) = det(g-1)dxl.. .dxn et alors 

J dxl...dx, = del...de, = d(gel)...d(ge,) 

= g(dB1). . .g(de,) = g(dB1. l  .de,) 

-1 = g(J dxl.,.dx,) = g l  J l  det(g ) dxl”.dxn 

d’où g l  J = (det g)J. 

Réciproquement , le sous-groupe de G fixant chaque point d’un hyperplan 

de réflexion Hi est cyclique et est engendré par une réflexion g . d’ordre r.. 
ri-1 . 

1 1 

Rappelons de plus que J = c IT @ i Hi ’ c E a*. Choisissons une base de V telle 

que gi(xl’. . . ,xn-l,xn) = (x,, . . . ,xn l,E~ n ), E = det g.. Alors (en supprimant 1 

l’indice i) , g * f = (det g)f entraîne 

f(x1,. . . ,xn @lx,) = f(xl’“*,xn l’Xn)’ 

Différentions 9 fois par rappor t à X n et faisons X = 0. n 
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p aqf (x 
9 

gyq y-‘>Xn.J ,O) = ;+ (x1”..9xn ,,o>. 
n 

aqf pour q = o,l,...,r-1, Ëq f E donc ax (~l,.~=,x~-l,O) = 0 et alors H 
@r-l 

di- 
n 

vise f. De ceci découle f E R l J. Soit f E ptr*J. Alors 

g-p = k*f)/(g”J) = (@et g)f)/Wet g)J) = p 

donc pcRg et VER G 
l J. 

Soit Q = IT @H . Nous sommes en mesure maintenant de montrer que les 
H<A n 

champs de vecteurs X. = 1 a a 
1 

- définis précédemment vérifient ij 32. 
G j=l 3 

Xi(Q) E R l Q ,  c’est-à-dire, sont en /tuti pah.X d’un hype&@an de UZ@kLLwz, Jtan- 

PROPOSITION r26]. Xi(Q) E RG l Q, i = l,...,n. 

n 
DÉMONSTRATION. a Considérons les n champs Xi = 1 a.. - . Alors 

j=l 1-J az. 
J 

[g~(X~~Q>,...,g~(Xn~~~)I = [g*aijI l C~[~:~))>*e.>~ 
1 n 

= Cg*aijl l (det g) l [&, l . l ,m 
. 1 

l 

n 
(d'après le lemme) 

= lg"aijI l (det g) l caQ 
% 

,...,$l l 

n 

82. 
k----% a (g*‘j 1  

n n 
D'un autre côté 1 (g'aij) ~~~ (g*ej) = 1 aij 3 ej. Alors [aij] = [g*aij] l g. 

j=l j=l 
Ainsi Cg0 (X1 .Q) ,gDD,go(XnoQ)l = (det g) l LXlQ,...,X,Q]. 

Notons S q R G et DerV(log Q) := {X E DerV tels que X(Q) E S l Q}, le 

S-module des champs de vecteurs polynomiaux &gatti;thkpti & &wzg de 

xi forment une base de ce module qui est libre. 

n 

THÉORÈME [ 193. Deq/ Uog QI 

xl,...,xn 

455-t un 

de 

En effet: 

Q . 

-teLA que: 
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a) Xi,...,Xn ~onX Wbzhimmn~ hzdQpendan&, 

rl 
b) 1 (deg Xi + 1) = deg Q. 

i=l 

D’où la définition due à H. Terao [21: 

DÉFINITION. Soit A une famille finie d’hyperplans vectoriels de V, dé- - 

finie par Q = 0, et soit S := la sous-algèbre de R = S(V*) des polynômes inva- 

riants par réflexion par rapport à chaque hyperplan de A. Si le S-module - 

D(A) - := l’ensemble des germes à l’origine des champs de vecteurs polynomiaux X 

tels que X l Q E S l Q, est libre, alors A est appelé mangemer& fibU. - 

En particulier, l’arrangement déterminé par un groupe de réflexions est 

libre. 

DÉFINITION (Terao 1261). Si A est un arrangement libre et Xl,. . . ,Xn - 

est une base de D(A), où les Xi - sont des champs homogènes de degré di, alors 

dl’ dn . . . , sont appelés les exponatia de A. - 

REMARQUES . 1) Les entiers di ne dépendent que de A. 

2) Si A est défini par un groupe de réflexions G, alors les di sont - 

les entiers qi(v*). 
n n 

3) Le champ d’Euler: X = 1 zi &-- appartient à D(A), donc 1 est un - 
i=l i 

exposant de A. - 

Conclusion 

Dans cette première partie, nous avons étudié des arrangements d’hyper- 

plans ayant un “haut degré de symétrie” car définis par des groupes de réflexions. 

Deux types d’invariants numériques (qui co!i!ncident dans le cas réel) ont été asso- 

ciés à la situation: l’un algébrique défini à partir du groupe, l’autre de nature 

géométrique. Ce dernier va nous permettre d’envisager l’étude des arrangements 

d’hyperplans qui ne sont plus définis par des groupes, étude qui sera entreprise par 

le biais des champs de vecteurs logarithmiques. Reprenant les travaux de Terao, 



nous chercherons à caractériser les arrangements libres. C’ est une généralisation 

naturelle des arrangements définis par des groupes de réflexions. Cependant, pour 

reprendre les propos de E. Brieskorn 

f? . . . 
fhc! 

dze bymm I&V g e-t45 
ttt2lbti.una b&zwe e.n 

ko uh, and 
diAcaveL . . ” 

et la signification géométrique de la liberté reste encore cachée. C’est la situa- 

tion que nous développerons dans la partie 11 de ce travail. 

Nous avons aussi constaté que les arrangements définis par des groupes de 

réflexions, après complexification, ont un complément ayant le type d’homotopie 

d’un K(m,l)-espace, ou TT est un groupe de tresses. Ainsi K. Saito [191 se de- 

mande si le complément d’un arrangement d’hyperplans complexes est toujours un 

K(T, 1) -espace quand 1 ‘arrangement est libre. Terao a montré que la réciproque est 

fausse, mais la question reste, a ce jour, un problème ouvert. Dans la partie II, 

nous nous consacrerons donc aux aspects géométriques et topologiques du complément 

d’un arrangement et nous verrons comment cette étude nous amènera naturellement à 

la combinatoire, ce qui pourrait être l’objet d’une partie III. 

App end ic e 

Les groupes de tresses généralisés et les groupes de Coxeter apparaissent 

dans l’étude des singularités isolées d’hypersurfaces de la façon suivante: Soit 

f: &n+l -+ (f une fonction holomorphe telle que f(O) = 0 et supposons que f pos- 

sède en 0 un point critique isolé. Le numbhe de MLkuh 1-I f est la 

dimension du G-espace vectoriel quotient de l’anneau a{zo,zl,. . . ,z,} des séries 

convergentes par 1 1 idéal j acobien Jf’ l?emarquons que 1-I < -+c% Soit m-o la 

cfE&hmtian un&tide&& de f définie par F: a”‘1 x 8’ -+ Cc, fonction holomorphe 

telle que E(z,O) = f(z) et $- (z,O)& forment une base de 
i J**‘> P 

dz ,.*.,z I/Jf. 
0 

Soit C c UY n le. Uw-cf~~&wzX, i.e. l’ensemble des X E a’ - 

tels que l’application z » F(z,h) ait un point critique en 0. Soit 

DE = {X E cf’ tels que jlx// < E:, E > 0) et CE = C fl DE. Il est possible de mon- 

trer que le type topologique du couple IDE 9 $1 ne dépend ni de E ni du choix 
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de la déformation universelle, si c est suffisamment petit. De plus, si le germe 

en 0 de f est Ample, i.e. à equivalence près de la forme: 

Ak: 
xktl 

-+- Q, kr 1 

Dk: 2 
XY-+Y 

k-l 
+ Q, kz4 

E6: X3 
4 -4-y tQ 

E7: X3 
3 

-+XY +Q 

E8: X3 
5 

+Y -+Q 

où Q est une forme quadratique des variables restantes, alors D - c E & est un 

K(r,l)-espace où ‘TT est le groupe de tresses généralisé associé au groupe de Coxe- 

ter de type correspondant Ak, Dk, E6, ET, E8* \ 

EXEMPLE. Soit 

f: U+ (I: 

x H xktl, 

k-l 
et (F,k) la déformation universelle définie par F(x,X) = xktl + 1 x xi. 

i En 
i=O 

désignant par xl, l  . ‘,xk+l les racines de F(x,X) = 0, on obtient 

x i-l = (-1) k-ïoi où ai est la fonction symétrique élémentaire 

c . = l,...,k+l. 
l<j ,<. . .<j =<ktl 

xjl.. .Xji, 1 

F(z,X) = g (LV = 0 signifie que 2 est racine double au moins de F(-,A) = 0, 

donc il existe i, j, i + j tels que x- = x.. 
1 3 

Ce sont les points des hyper- 

plans diagonaux de Q: k+l s 
. D’un autre côté (C[ol,.. .,ok+ll = R ktl (algèbre des 

invariants sous l’action du groupe symétrique s k+l) ’ La réalisation du groupe de 

Coxeter de type Ak: (S ktl”) sur 1 t espace E défini par 9 = 0 donne la si- 

gnification des coefficients A., en particulier de lk = 0. Ainsi DE - $ est 
1 

difféomorphe à gk+l 
/S k+l - D où D est l’image de la réunion des hyperplans dia- 

gonaux sous la projection ak+l -f (Ck+l 
/s ktl, et DE - CE est un K(E(ktl),l)-es- 

pace. 



Dans le cas général, DE: - CE est la base d’une fibration d’espace total 

E = { (z,X) E G n+l ’ x ul tels que 11 zll < a, IlXll < E, X 4 CE et F(z,X) = 0) où 

a est assez petit et E assez petit relativement à a. La fibre FZ est difféo- 

morphe à F = { z E (c n+l tels que /I zl/ < a et f(z) = B = OI où B E GI, qui est 

une variété à bord de dimension réelle 2n, ayant le type d f homotopie d’un bouquet 

de 1-I n-sphères. Par conséquent, Hn(&ZJ = z’ et Hi (F,Z) = 0 pour i # n. 

Pour X E DE - CE on obtient un humumonpkinme de manuchmlie: 

IY (D -1 ) -f Aut(Hn(F,d:)), dont l’image 1 E tz 
I’ est appelée g’toupe de munudtrumie de la 

singularité f. Afin de préciser ce groupe, considérons une l*mukh~~hx.Liun~t de f, 

i.e. une fonction voisine de f telle que F reste le même à homéomorphisme 

près, qui admet 1-1 points critiques non dégénérés et 1-1 valeurs critiques dis- 

tinctes cy..,cp contenues dans un disque L ’ homomorphisme canonique 

rl(B - {c,,...,c,}) -f rl(DE E -C ) est surj ectif Cl33 donc IY est déterminé par 

l’image de VT~(B - (c,,...,c$ dans Aut (Hn (F,Z)) . Comme c. est non dégénérée, 1 

chaque fibre au-dessus d’un point ti voisin de c i cent ient une n-sphère 

Si(t) qui s’annule quand ti vient en ci. Tirons les Si(t) en Si dans la 

fibre FZ au-dessus de z 
0. 

0 
Les Ai E Hn(Fz ,C) représentés par les Si sont 

0 

appelés CL@% EVCWMACOZ.& de Picattd-L&chtiz. Le groupe JT~(B - {cl,. ..,c,};z,) 

est libre avec p générateurs yi définis en suivant le chemin u. de z à 
1 0 

t-i9 où les chemins u i n’ont qu’un seul point commun zo, puis en tournant autour 

de c i dans le sens positif et enfin en revenant à z. par ui. Chaque yi dé- 

finit une transformation de monodromie Ti E Aut (Hn(FZ $5)) associée à ui OU à 
0 

A . . 1 De plus, en considérant les nombres intersections <Si,Sj’, on définit une 

forme intersection sur Hn(Fz ,k). Si n= O(mod 4), alors la forme intersection 
0 

est appelée @tune qubtique de LX dngutattit? f. Notons qu *il est possible de 

se ramener c’i ce cas en considkant f(z) t- T y:. Ainsi, dans ce cas, on a 
i=l 

<A i,Ai> = -2 et Ti(a) = a t <a,A.>A. 1 1’ donc T i est la réflexion par rapport à 

l’hyperplan orthogonal au vecteur A . . 1 
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c n+l 

f 

Z 
n 

THÉORÈME L-8 1. Soti n = O(mod 4). 

CuxtiW du ;type cuk.tq3undanX eL P&zamumuttphhme de munucfkumix U;t PhumumuQhiAme 

EXEMPLE, Soit 

f: (c + CC 

z l+ zktl, 

et considérons f(Z) = zk+l - AZ, x > 0. Les points critiques de f sont 

k f m f  l c 5 = e-2’rrim/k 

m' m 
et les valeurs critiques sont c m = -(k/‘ktl)km.<m. 
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C m 

Les chemins {um} déterminent une base de Ho(?(O),Z). Remarquons que le cycle 

A =z -2 m m 0 
convient, où z 

0 
=o, zm= Sm !K, puisque f-l(O) = (2 >...,Zkl. 

0 
Par 

conséquent, <A A > = 2, <A ,A 2 2 
m' m m mT 

> = -1 pour m + m'. D'où pour f(z) + y1 + y2, 

on obtient <A A > = -2, <A ,A 
m' m m rn! 

> = -1 pour m * m!. Par un changement de base, 

on se ramène aux cycles évanescents suivants: '1 = z k - 'k-1' ‘2 = ‘k-1 - ‘k-2’ 

. . . , Ak = z 1 - Z. avec <Ai,Ai> = -2, <Ai,Ai+l> = -1 et <Ai,Aj> ~0 si 

li-jl 2 2. 

On reconnaît ainsi le groupe de Coxeter Ak. Pour plus de détails, nous 

renvoyons le lecteur à GSI et C121. 
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