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FAMILLE LARGE DE CLONES SUR UN UNIVERS FINI' 
Lucien Haddad et Ivo G. Rosenberg 

Soit B = {O,l , . . . ,k-1) un univers fini non-vide. Un clone sur B est 

un ensemble d f opérations f initaires sur B, fermé sous la composition et qui con- 

tient toutes les projections. Les clones sur B, ordonnés par l’inclusion, for- 

ment un treillis algébrique L. Pour k = 2, ce treillis est dénombrable et a été 

compl&ment décrit par E. Post (1941)) mais on ne connaît pas grand chose sur L 

pour k> 2. Un intervalle 1 de L est dit large s* il existe un plongement qui 

préserve l’ordre du treillis P des sous-ensembles de IN = { 1,2,. . .) (ordonné par 

15nclusion) dans 1. En 1959, Janov et Mucnik ont montré que pour k > 2, L pos- 

sède un intervalle large. Un des exemples est l’intervalle [E,F] engendré par 

les clones de toutes les opérations que préservent la relation 

on = (Bn\{O,l}n) U {(x1 ,... ‘xn) E (O,ljn: x1 + . . . + xn = 11, (n = 1,2,...). 

Soit fn l’opération n-aire sur B définie par fn(xl,...,xn) = 0 si 

x1 t . . . t xn = 1, et fn(xl, . . . ,xn) = k-l sinon. Dans cette première partie de 

notre travail, nous décrivons le clone engendré par l’ensemble if n’ n E (NI, puis 

nous montrons que l’intervalle de clones engendré par if 
X' 

x E Xl (X c IN) est - 

large mais non booléen (i.e. n ‘est pas isomorphe en tant que treillis à IJ . Fina- 

lement, nous mentionnons que pour k > 1, le treillis des clones partiels est large. 

‘Recherche subventionnée par le C.R.S.N.G. ainsi que par le F.C.A.R. 



Abstract 

Let B={O,l ,. ..,k-1) be a finite nonempty universe. A clone on B is 

a composition closed set of finitary operations on containing a11 proj ections. 

The clones on B, ordered by inclusion form an algebraic lattice L. For k=2 

the lattice is countable and completely known (E. Post 1941) while for k > 2 it is 

largely unknown. An interval 1 of L is large if there is an order embedding of 

the lattice P N of subsets of m = {1,2,...) (ordered by inclusion) into 1. In 

1959 Janov and Muinik showed that for k> 2 the lattice of clones has a large in- 

terval. One of the examples is the interval [E,FI generated by the clones of a11 

operations preserving the relation 

on = (Bn\(o,l}n) U c(x,,...,x ) n E {O,l)n: x1 + . . . t x n = 11, (n = 1,2 ,... ). 

Let fn denote the n-ary operation on B which equals G if 

‘1 ’ l  ‘* + ‘n = 1 and k-l otherwise. In this first part of our work, we describe 

the clone generated by the set {f 
n’ n E ml, then we show that the interval of 

clones generated by {fx, x E Xl (X c UV) - is large but not boolean (i-e. is not 

lattice isomorphic to 0). Finally we mention that for k > 1, the lattice of 

partial clones is large. 

1. Introduction 

Dans ce qui suit, B est un ensemble non vide fixé: (appelé univers). 

Pour tout entier n 2 0, une ap&tiun n-aire sur B est une application 

f: Bn -+ B (pour n = 0, une opération O-aire est simplement un élément fixé de 

Bl l  
Nous dénotons par 0 n ( > l’ensemble de toutes les opérations n-aires sur B 

CO 
etpar c:= U 0 ( > n . Une paire B := <B;X> 

n=l 
avec X C 0 est une algèbre uni- -N 

verselle sur B. De l’ensemble X nous pouvons cr6er de nouvelles opérations par 

composition. Ceci signifie 

il nous pouvons remplacer une variable d’une opération de X par une au- 

tre opération de X et 

ii) nous pouvons obtenir de nouvelles opérations en permutant ou identi- 
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fiant certaines variables. 

Nous suivrons les définitions de E141. Pour décrire la composition et les clones, 

nous introduisons un groupoYde * avec trois opérations C,T et A etunélé- 

ment particulier 2 
el sur 0. 

Soit feOn, g60m et r= ( > ( 1 mtn-1. Nous définissons f*g E 0 r ( 1 

en posant: 

(f*g) (xl  = f(g(y l  l  l  ,x  m 1 Jmt l  9  ’  l  l  J  r > 

2 
pour tout x  = (x,, . . .,xr) E BT, et ei(xljx2) =X i (i = 1,2) pour tout 

(x,,x,> E B 

2 
. 

1 Il est facile de voir que <$*,e,> est un monoYde d’élément neutre 

1 
el = id B’ 

posant : 

pour tous xl,.. 

m~xl’***,x > n = f(X2’“*,XnJ9 

(Tf)(Xl,..., x n ) = f(X2,Xl ,..., x n ) 

WI Cx, 9.. . ,x n > = f(X1,X1,X2,X3,...,Xn) 

,x EB. n 

Pour n =l, <f=Tf=Af=f. 

’ 1, nous définissons gf CO”, TfEO” c > ( 1 et Af E O(n-1) en 

L’algèbre MB = <$*,<,T,A,eL> 1 est appelée ~Q..@&c) po&-tiéWve de 

btah.cv sur B. Un sous-univers de MB est dit un Chi (sur B). Ainsi un clone 

2 C est un sous-monoYde de CE,*> qui contient el et satisfait r;(C) c C, - 

-r(C) c C et A(C) c C, - - ou c’est encore une extension analogue d’un mono!i!de d’auto- 

applications de B (ou d’un groupe de permutations sur B) à plusieurs variables. 

Vensemble J = {ey: 1 5 i 5 n} des projections remplace 1 *identité id 1 
B (ou y) 

et nous avons c9 T, et A afin de manipuler les variables (qui sont évidemment 

absentes dans le cas des applications de B dans lui-même). Il existe d’autres 

types de compositions mais celles-ci reflètent bien les constructions standard en 



logique (calcul propositionnel), en algèbre (groupes, anneaux, treillis, etc.), en 

algèbre universelle et en théories des modèles, 

Nous dénotons par L l’ensemble des clones sur B et soit LB = (L,c) . - 

Il est bien connu que LB est un treillis algébrique. En commençant par le plus 

petit univers non-trivial, disons B = 2 = {O,l}, l’ensemble 0, est alors l’en- - 

semble des fonctions booléennes O-l (dites aussi fonctions de l’algèbre de la lo- 

gique) . L’étude de 0, a débuté en 1848 (G. Boole). En 1941, E. Post Cl61 déter- 

mina complètement le treillis L2 des clones sur 2, (une partie des résultats 

furent trouvés indépendamment par C. Benzaken [2,3]). Cependant en tirant une ci- 

tation de [12, p. 7.4.241: 

ffFotiy &ive yeam a&ta ti pu6Lht-tiun~, PU&~~ papa ud 1941 aLll.t 
accupiU a Un@e and /ina&&d tichc in Ahe annu& 06 clone XhQO&y.” 

Effectivement peu de choses sont connues sur LB pour IB 1 > 2. Pour un bout de 

temps, on croyait que pour un entier k > 2, les clones sur k = {O,. . .,k-1) - 

étaient essentiellement (mais en plus compliqué) de même nature, en particulier si 

B est fini avec [B/ > 2, le treillis LB est aussi dénombrable (par exemple pour 

la question concernant les bases finies des clones (voir [IlO, p. 781)). Ainsi ce 

fut une surprise quand Janov et MuCnik dans “Existence of k-valued closed clas- 
H 

ses without a finite basis” [ll]; montrèrent que pour IBI > 2, il y a 2 ’ clones 

sur B (un résultat similaire a été mentionné par Ehrenfeucht, mais sa construc- 

tion est perdue). Janov et Muznik donnèrent une construction basée sur les opé- 

rations f i (introduites à la Section 2). En utilisant des relations, ceci a été 

reformulé en [19, p. 166.71 et en C5,91. Naturellement la question “quels sont les 

clones sur B qui contiennent 2 HO sous-clones?f1 se posait. L’exemple de Janov 

et Mucnik était facilement modifié (essentiellement en allant plus bas dans le 

treillis des clones) pour répondre par l’affirmative pour la plupart des clones 

maximaux (voir C81) (qui sont des coatomes ou atomes duaux de L, i.e. les clones 

couverts par 0 C10,17,19)). L’unique exception est Ie clone maximal des opcra- 

tions affines (ou quasi-linéaires X7]) qui contient seulement un nombre dénombra- 

ble de sous-clones (mais qui n’existe que pour 1 B 1 = la puissance d’un nombre pre- 

mier) . La classe suivante de clone; maximaux nécessite un traitement spécial. 
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Soit s une permutation de B et on dénote par Pol s l’ensemble de toutes les 

opérations fCOn ( 1 qui satisfont f(s(xl), , . . ,s(x,>) = s(f(xl, . . .,x,)), pour tous 

. 
xl3 . . . . xn E B, (1.e. s est un automorphisme de <B,f>). Si s est une permuta- 

tion sans point fixe et dont tous les cycles ont la même longueur P (un nombre 

premier), alors Pol s est un clone maximal. Dans une série d’articles [S-9,14,151, 

il a été montré que pour IB[ &? et s une permutation de B, le clone Pol s a 

aussi 2 NO 
sous-clones. Le cas 35IBII4 et s une permutation cyclique de 

B nécessite une analyse bien plus détaillée 1141. Demetrovics a modifié 1 V exemple 

de Janov et Mu&ik de 3 façons (une d’entre elles était pour répondre par l’af- 

firmative à la question suivante posée par R. McKenzie: Existe-t-il 2 ’ clones 

sur B qui contiennent chacun toutes les constantes?). Dans cet article qui .est 

la première partie de notre travail (la seconde contient des résultats plus impor- 

tants que celle-ci paraîtra dans ce même journal), nous introduisons les notions re- 

quises d’Algèbre Universelle, nous décrivons le clone engendré par l’ensemble 

If n’ n E IN), puis nous montrons que l’intervalle 1 de L engendré par 

if 
X' 

x E x) (X c N) - est large mais non booléen (i .e, il existe un plongement 

qui préserve l’ordre du treillis 0 des sous-ensembles de IN = (1,2,. ..) ordonné 

par 1 t inclusion dans 1, mais ce plongement n’est pas un isomorphisme de treillis). 

Les opérations fi peuvent être interprétées comme étant des extensions 

en un point d’opérations partielles, ainsi les résultats ci-haut montrent qu’il A 
*o A 

* 
existe 2 clones partiels sur tout univers fini avec plus qu’un élément. 

2. Opérations n et relations 

Nous supposerons que B 

P,’ nrl et m 2 1 

= (0 9***9 k-l}, où k > 2. Il sera avantageux de 

dénoter k-l par 03. Une h&tiUK m-aire sur B est un sous-ensemble de B” 

(m 2 1). Soit p une relation m-aire et f une opération n-aire sur B 

(m 2 1, 
11 l  

Nous dirons que l’opération f préserve P si pour toute matrice 

X :=(xij) detype mxn dont toutes les colonnes X T 
*j 

= (x 
lj ’ x~j~~~~>xmj) > 

j = 1,2 ,..., n, sont dans p, alors le m-tuple (f(X1*),f(X2*) ,..., f(Xm*)) E P où 

le vecteur xk* = (xkl ,xk2,. . . $xkn) est la k-ième ligne de la matrice X = (x. .) . 
13 



Pour une relation m-aire p sur B, on note 

Pol p = If E 0: f préserve pl. 

Il est facile de vérifier que Pol p est un clone pour toute relation m-aire p, 

m 2 1. 

Soit Rrn ( 1 l’ensemble de toutes les relations m-aires sur B et 
CO 

R = IJ R(m). Il est connu que tout clone sur B est l’intersection d’une chaîne 
m=l 

descendante au plus dénombrable de clones Pol ol 7 Pol ~2 3 . . . , pour certaines - - 

relations 

est -ce que 

relations 

Ci = l,Z,...). 

Pol p c Pol o - 

qui suivent. 

En vue de ceci, il est important de savoir quand 

pour La formulation est plus simple pour les 

NOUS disons qu’une relation 0 est Aanh h@?- 

mon si pour tout 1 2 i < j I: h il existe (a,, . . .,a,) E CT avec a. # a.. Il 1 3 

est facile de voir que pour toute relation 0 il existe une relation sans répéti- 

tion tel que Pol p = Pol 0. Des résultats de r21, on peut déduire le résultat 

fondamental suivant: 

Soit 1 f fl un ensemble d’indices et pour tout i E I soit pi une re- 

lation hi-aire sur B. Soit o une relation sans répétition h-aire sur B. 

Alors n Pol p. C Pol 0 
l- 

si et seulement s’il existe un sous-ensemble fini J de 
ic1 

1, un entier n 2 h et des applications (1 
9’ “**’ j 

h 1 + (l,...,n} (j 6 J> tel 

que 0 consiste des (x 1 , . . . ,x h ) pour lesquels il existe (~~~1,. . .,xn) E B qui 

satisfont (x ‘oj (1), . . .,Xvj (hj)) E oj pour tout j E J. Le produit ol l p2 des 

relations binaires Pl et P2 est un exemple usuel, ici 

01 . P2 = {( x1’x21: (xp,) E PI’ Cx,,x,) (2 P2’ pour un x3 E B 1. 

Nous choisissons h = 2, n = 3, y(l) = 1, ~pl(2) = 3, ~~(1) = 3, cp2(2) = 2. 

Ici 

Pol p1 n Pol p2 c Pol p1 = P2 - 

ce qui peut être vérifié directement. 
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que 

Pour k un entier positif, posons k = (O,l,...,k-1). On peut supposer - 

B = k. - 

On pose, pour m 2 1 

m 

'rn - 
= (Bm\zm) U ((Xl,..,,Xm) E 2m: - C xi = l', 

i=l 

oG la somme est l'addition ordinaire des entiers. 

Exemples: 

% - = (B\2) u (11 = B\(O) 

= (B2\22) u {(O,l),(l,O)~. p2 - 

On définit sur B les opérations n-aires suivantes: 

fn(xy-xn) = 

i 

0 

CO 

n 
si c 

i=l 
x. = 

1 
1 

Exemples: 

fi(l) = 0, fi(x) = 00 pour x + 1 

f2(0,1) = f2(1,0) = 0, f2(X'Y) = 00 pour (~,y) 8 ~U,Ol,W,W. 

L'idée générale revient à l'origine à Janov et J&nik et sa forme ac- 

tuelle se trouve dans Demetrovics et Hannak C91. 

X UN = 11,2,...), on pose - 

x(X) := n 
idN\X 

‘01 P-j.9 

la correspondance x est une application monotone de (P(IN)&) dans le treillis - 

des clones LB sur 

cite dans Rosenberg [191. 

Ceci est implicite dans Janov et Cl11 et expli- 

Donc LB (en tant qu'ensemble ordonné) contient une co- 
pc 

pie de P(IN), en particulier ILB[ 2 2 O. Par ailleurs les clones sont des sous- 

ensembles de l’ensemble dénombrable GB, donc HO [LB/52 . 

Nous avons : 
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LEMME 1 [19, p. 1721. sua C := Pol P m 2 1. AR0h.b 
m m’ 

n E Cm <+ n f m. . 

DÉMCNSTRATION. ( => ) Il suffit de démontrer , par un contre-exemple, que 

fn 4 Pol P,. 

On considère la matrice identité n X n. 

On note a. 
-1 

le n-tuple (O,O,. . .,l,. . . ,0) où la j -ième coordonnée est 

égale à 1, il est clair que aT 
-3 ’ ‘n et fn(aj) = 0 Vj = 1,. ..,n, donc toutes 

les colonnes de la matrice appartiennent à p, tandis que 

(f,(~,),-.,f,(~)) = (b-,0) 4 P, donc fn Q Pol prie 

( <= 1 On suppose que Soit 

et on suppose que 

(f,C “ly**‘aln L ),fn(a,l,~..,a2n),*~~,f (ami,.-.,amn)) fi P . n m 

Puisque fn prend les valeurs 0 ou 00, il en découle que f (ail,. . . ,a. ) = 0 n in 

Vi = l,...,m, donc 

n 
c a. 

k=l lk 
= 1 Vi = l,...,m, 

et par conséquent dans chaque ligne de la matrice A, un et un seul élément est 1, 

tandis que tous les autres éléments sont nuls, 

1 er cas : Si n < m, alors au moins une colonne de la matrice A cent ient 

deux éléments (ou plus) égaux à 1, donc cette colonne n’appartient pas à p,. 



Ze cas: m < n, au moins une colonne de la matrice est nulle, et 

n'appartient donc pas à P,* 0 

3. Clones engendrés par les fn (n = l,Z,...) 

Soit A une matrice O-l de type m x n. Notons par 

s(A) = _ T: _ ix E 2 AxT 
T = g, où & est le m-vecteur ut1 ,...,l). Posons 

S = {s(A): SC2 n ( 1 défi- - A est une matrice O-1). Pour s E 2, -- soit gs E 0 n 

nie par g,(E) = 0 si x E s et g,(x) = 00 sinon. Par exemple, fn = g SUJ 

Soit F le clone engendré par les opérations f n' n = 1,2,... . 

PROPOSITION 2. G z fg 
S’ 

s E 21 CA~ &c &ne F e~gench! pah 

{f n' n = 1,2,...L 

DÉMONSTRATION. Nous montrons d'abord que G est un clone. 

Soient A et A' des matrices O-l de type mxn rn' X n', 

r = n1 t n-l et 1 = 
gso 

* gs(A,) (l'opération * a été définie à la Section 1). 

( > a Supposons n > 1. Soit 

tenue en supprimant la première colonne de 

A" la matrice de type 

Posons 

m X (n-l) 

M = 1 i A' ------- 0 1 I : A?' 0 

- 1 . 

Nous .montrons que 1 = g 
s (A) * gs(A') = gs(M)' Il est clair que 1 ne prend que 

des valeurs 0 et 00. Soit x = (xl,. . . ,xr) E Lr, r = (x,, . . . ,xn,), - 

z = (x 
- nttl ,...,xr) et a = g 

S(A?) (X l,““‘nl l  1  

Soit I(x) = 0. - Par la définition de gs, on a a = 0. Donc A(Q) - T='n, 

i.e. A"z T 
- q l+ 1. De plus, pour une raison identique A'y 

T 
- = &,, et donc ensem- 

ble MxT = I.I., i.e. c > = 0. - gs(M) x 

Cet argument peut être inversé pour montrer que gs(M) 5 ( > = 0 => I(x) = 0. - 



(b) Soit n = 1. On peut vérifier que I(xl,...,x,) = 03 pour tous 

xl,...,xr E B (carmême si f= g 
SUI 

on a 
gs(l) (0) = m), donc 1 = gs(Or), et 

- 
par la suite 1 E G. 

2) Soit A une matrice O-l m X n. A1 la matrice obte- 

nue de A en échangeant les deux premières colonnes si n>l et A=A 
1 

si 

n = 1. Alors rg 
s (A) = gs(A) c G l'opération cc a été définie à la Section 1). 

Par un argument similaire 2;g 
s (A) 

E G. 

( 1 a Supposons que n 2 2. Pour montrer que G est fermé sous l’opé- 

ration A, nous construisons AA de type k x (n-l), avec k 2 m de la façon sui- 

vante: 

(a) Chaque ligne Ai” de A avec Ail t Ai2 = 2 est remplacée 

par les deux lignes (1,Ai3’....,Ain) et (O,"i3 ,..., Ain). 

(f3) Chaque ligne Ai* avec E = Ail + Ai2 < 2 est remplacée 

par une ligne (E )Ai3,. . . ,Ain) , e.g . on a 

A= 

(b) Si n=l,onpose AA=A. 

Il est facile de vérifier que Ag 
s(A) = gs(AAy e-g* pour A plus haut 

on a 

gs(A) x ( 1 = 0 <=> x1 + x2 + x3 = 1, x2 i- x4 = 1, 
x5 = 1 

Ag (Y) s(A) - 
= 0 <=> 2y1 t y2 = 1, y1 t y3 = 1, y4 = 1 <==> y = (O,l,l,l) - 

et 

gs (A@.) (y) - = 0 <--> Y = (O,l,l,l). F 

On vient donc de démontrer que G est un clone. On a remarqué plus haut que 

fn = fis(&) E G. Ceci prouve que F c. G. - 
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Nous montrons que G c F. Soit A une matrice O-l de type m x n qui - 

n'a pas de ligne on. Pour i = l,...,m posons 

ti= {j: A.. = 13, 
13 . 

e(i) = /til. 

Ecrivons ti = (til, t. '*" le(i) } où til < .,. < t. le(i)' et posons u = m-l+e(l). 

Soit g l'opération u-aire sur B définie en posant 

gcxl> . . ..x.) = fu(xt 9***t Xt 9 f 
11 le(l) 

e(2) (Xt 1 219~~*~Xt2eo ‘*-’ 

. . . , f (X e(m) tml"o'9xt Il 9 
me(m) 

. \ ‘J 

pour tous xl,...,xu E B. Il est évident que g E F. On vérifie. facilement que 

' = gs(A)' Supposons que A a une ligne O+. Alors s(A) = fl. Si n = 1 alors 

iqx,) = (Af,)(x,) pour tout x1 E B donc gfl E F. Si n > 1 alors 

gO(xl '"',Xn) = fl(n(xl’. l  l 9 x,)) pour tous 'x ,...,x 1 n' donc gB E F. Donc 

GcF et G=F.[7" - 

REMARQUE 3. Il est clair que la correspondance A + s(A) n'est pas injec- 

tive (en effet il suffit de considérer AT obtenue en permutant les lignes de A, 

s (A) = S(A')). 

On considère la correspondance 

qxp-t LB 

x -f cp(x) = <fi, i E X>. 

où Cf., 1 i E X> est le clone engendré par les fi. 

PROPOSITION 4. i3 cp 

,'ÉMONSTRATION. il Nous savons (Lemme 1) que pour tout i E X, fi E x(X) = 

n POl,P-, donc le clone q(X) 
3 I 

engendré par {f., i E X} satisfait 
j zfN\X 

1 

~(V = x(X>* - D'autre part pour tout j E !N\X, on a fj 4 Pol P., donc fj 8 x(X> 
3 



et par conséquent fj 4 Q(X). On a 

fi E q(X) <=> i E X 

ce qui montre que cp est injective. 

ii) 

dère 

Pour montrer que 

Evidemment est croissante. 

n'est pas un sous-treillis de 

1 
A= 

0 

1 

1 

LB> on consi- 

Ici s(A) = ~(1,0,1),(0,1,0)~. Soit g = gscA). Par la construction dans la dé- 

monstration de la Proposition 2, on a 

g(xpy3) = f3(x~‘x2qx2’x3)1 

pour tous X~,X2,X3 (2 B donc g E <f2,f3> et par conséquent cg> c <f2,f3>. Pour - c _A 

montrer que l'inclusion est stricte, il suffit de considérer la relation p3' 

Nous montrons que g E Pol p3, donc cg> 5 Pol p3 où fg & Pol p3, donc 

<f2'f3> $ 
Pol pg. En effet soit M une matrice 3 x 3 telle que 

Eg(E11*),g(M2.),g(M3*)) B P3' 

Comme les valeurs de g sont 0 CO 

8 W1*) = g(M2*) = g(M3*) = 0 

M i* E s(A) (i = 1,2,3). Comme b(A) 1 = 2 on a Mi* = M., pour certains 
1 

15i<j53. Il est facile de voir qu'il y a une colonne M,, dont la somme 

est au moins 2, donc M,t 4 p3. Ainsi cg> c <f2,f3>. Or f2(x,y) = g(x,y,x), 

pour tous x,y E B, donc f2 E cg>, d'où <f2> c Kg>. - Nous montrons à présent que 

8 B <f+ donc que l'inclusion <f2> c cg> est stricte. Pour cela, on considère: 
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En prenant la matrice 

dont toutes les colonnes Aki (i = 1,2,3) appartiennent à p avec 

Ig(Ai*),glA2*) ,g(A3*)‘g(A4*ll = (“~09c09ml d Pt On ‘Oit que g ’ ‘01 p* Or 

f2 E Pol p, en effet soit A une matrice O-1-m de type 4x2, et supposons que 

Im f2 C (0,~) - on a 

il en résulte, de la définition de f2, que Al* et A2* E I(O,l),(l,O)). Si 

Al* = A2* 9 1 *une des colonnes A,1 ou A,2 débute par 1, 1 et par conséquent 

n’appartient pas à p. 0n suppose donc Al* = (0,l) et A2* = (l,O), or f(A3,J = 

f(A4*) = coJ il en découle que A3* et Aqk E Elo,o>,11,l>,(o,~>,(~,0)>(l,~)~l~,l)~ 

(y+), or si A32 # 1, la colonne A,2 4 p, et de même si Agi = a, la colonne 

A *1 8 Q J on suppose donc A3* = I(l,l>l. De plus, pour que A*2 E p, il faut que 

A42 = 1, donc que A4* .E ~UJ) 9 PJ) L et dans l’un ou l’autre des cas, A *1 8 p, 

donc f2 E Pol p. 

On a ainsi <f > 
2 

c <g> c c-ç 2,f3’, vu que est croissante, ceci montre 

que Im <p n’est pas un sous-treillis de LB. 0 

Pour conclure, nous donnons la remarque suivante: 

sitif. 

ensembl 

1 t ensem 

REMARQUE 5. 

Une opéh7LLun 

e Df de An 

ble des opérat 

Soit A 

n-aire 

dans A, 

ions n-a 

un ensemble tel que 1 

pW&e sur A est un 

CD f est dit le ~MKC.YZ 

.ires partielles sur A 

< IA1 < No’ 

e applicati 

CC de f). 

et P= U 
n21 

n un 

on f d 

On note 

P”. ( 1 

entier po- 

‘un sous- 



68 

, 

X c P, la paire - <A,X> est dite une &g&k pti&e. 

Un moyen pour manipuler une algèbre partielle consiste à la plonger dans 

une algèbre totale, ce qui se fait en ajoutant un nouvel élément 00 a A. 

On pose B = A U {a} et on peut ainsi étendre chaque f E P n ( 1 à une opé- 

ration ? E O@) (n = 1,2,. ..) (voir l'introduction) en posant 

bl ,...,a,) = 
f(al,...,an) si (al,...,a,) E Df 

01 sinon. 

Soit fE 0". ( 1 On dit que f cfEpwcf de sa i-ième variable (ou que la i-ième va- 

riable de f est batik&) s’il existe x = (x ,...,xn) et r = (y ,...,YJE B 
n 

- 1 1 

tel que xi + yi, 
'j = Yj pour tout j f i, j = 1,. . . ,n avec fx $ fx. On con- - 

sidère P = (E f E P}. On dénote par R le clone sur B engendré par ^P et il 

est connu que [20]: g 

i) g(xl,x2,...,xn) = 0.3 ai, poti un c-n i = l,...,n, g dQmzd ck 

aa i-k&ne vaCa6Le ti x4 = 00, 

ii) g(a,a,...,+ = ~0. 

On considère de plus que le clone Q des operations sur B qui vérifient i) uni- 

quement. Il est facile de montrer que Q s'obtient de R en ajoutant toutes les 

opérations n-aires constantes à valeurs dans A (n = 1,2,. . .) . 

Ainsi pour k un entier positif, k 2 2, on pose A = k-l = (0,. . . ,k-21, 

B = A U {w} = k où m dénote 1Wément k-l. - Les opérations fi définies à la 

Section 2 peuvent être considérées comme des extensions à B d’opérations partiel- 

les sur A, et il est évident que fn E R, Vn 2 1. Nous avons ainsi 

aaua-c&nti de R (tr~npe&vmeti de Q). ARom /Cl(R) j = iC.e(q) j = 2 Oa 

DÉMONSTRATION. On considère l'application xR 

XR’ a - . ,  
l  P+Cl(R) 

x -+ $-@ =Rf-l( f-l 
j rlN\X 

Pol Pj) . 
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Il est clair que XR est croissante. Soient X,X' c N - n E X\X'. Par le 

Lemme 1, n f ER~( n 
XEN\X 

Pol px) tandis que fn 4 R n ( n 
X&l\ x ' 

Pol px), donc 

fn E XR(X>\XR(X’)P ce qui prouve que XP est injective. Il en résulte que \ 

IcWV~ 2 2 
NO 

. 

L'ensemble A étant fini, on déduit que le sous-ensemble CL(R) de P(o) 
N 

satisfait ICl(R)/ < 2 ', d'où l'égalité pour Cl(R). D'autre part R c Q, donc 
N H 

Icl(Q)[ i 2 ', et alors ICl(Q)/ = 2 '. 0 

REMARQUE 7. xR n'est pas une application surjective de p sur CL(R). 

DÉMONSTRATION. On pose o2 = ((~,y): (&&Y) (2 P& De la théorie générale, on 

voit que Pol ~3 c Pol p2. Donc - 

(1) pal ~3 n ~01 p2 5 ~01 p2 n ~01 p2 5 ~01 p2. 

Nous allons montrer que les deux inclusions sont strictes. 

Soit f une opération ternaire, définie par f(O,O,O) = 1, f(l,l,l) = 0, 

f(xl,x2,x3) = 00 ailleurs. On montre que f 4 Pol a2, pour cela, on considère la 

matrice 0 0 0 [ 1 111 

dont toutes les colonnes sont dans o2 tandis que 

(fuL0,0),f(LLl)) = U,O) 4 3’ 

On montre que f E Pol p2. 

Soit A = Ca ijl une matrice 2 x 3 telle que hi = f(Aik) (i = 1,2) 

satisfont (b&) Q P2’ Alors bl,b2 E {O,l) et bl = b2. Par la définition de 

f, on a a.. = 1-bl, pour tous i,j. En particulier 
II 

(a lVa21) = (l-bl,l-bl) 4 13~. 

Ce qui prouve que f E Pol p2, il s'ensuit que la dernière inclusion en (1) est 

stricte. 
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On montre à présent que Pol p3 c Pol 02. Pour cela, il suffit de montrer 

que fg (définie à la Section 2) appartient à Pol cJ2. Soit A = Caijl une ma- 

trice 2 x 3 telle que ai = f3(Ai*) (i = 1,2) satisfont (y39 8 5 l  
Alors 

._ 
al,a2 E cO,l) et par la définition de fg, a1 = a2 = 0. Alors 

all + al2 t a13 = a21 t a22 t a23 = 1, 

donc on a ait = 1 pour un 1 5 t < 3 et (alt,a2t) 4 02. Donc fg E Pol 02. On 

sait (Lemme 1) que f3 E Pol p2\Pol P3, d'où la première inclusion de (1) est aussi 

stricte. 

f E R, on déduit que 

XR(N\~~93)) c R n Pol a2 fl Pol p2 = xR(N\{21). 

Puisque XR est croissante, R /l Pol a2 n Pol p2 n'est pas dans I?mage de xR, 

et par conséquent xR n'est pas surjective. 0 
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