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UNE INTÉGRALE DE TYPE RIEMANN GÉNÉRALISÉE 
CONTENANT L'INTÉGRALE DE BIRKHOFF' 

J. Dubois et A. M’Khalfi 

Résumé 

Dans ce travail on introduit une nouvelle définition pour l’intégration 

des fonctions définies sur un intervalle de tR et à valeurs dans un espace de 

Banach. Nous y arrivons en combinant deux approches différentes: une approche 

initiée par J. Kurzweil et R. Henstock basée sur la notion de jauge et une approche 

due à R.S. Phillips basée sur la notion de série approximativement inconditionnel- 

lement sommable. On établit les propriétés élémentaires de cette intégrale, un cri- 

tère de Cauchy pour l’intégrabilité et on montre que cette intégrale contient l’in- 

tégrale de Birkhoff. 

Abstract 

We introduce a new definition for the integral of (Banach space) vector- 

valued functicns defined on a subinterval of R. Our approach consists of using a 

method introduced by J. Kurzweil and R. [yenstock (which is itself based on the idea 

of gauge) in conjunction with a technique based on the notion of approximately un- 

conditionally s!xmmable series due to R.S. Phillips. The basic properties of this 

integral are obtained along with a Cauchy type criterion for integrability and we 

show that our integral generalizes that of Birkhoff. 

’ Recherche subventionnée par le C.R,S.N,G. #A-8133 ainsi que par F.C.A.R. 
#EQ-1128. 



1. Introduction 

Le but principal de ce travail est dv introduire une nouvelle façon d’abor- 

der l’intégration des fonctions à valeurs dans un espace de Banach (assez facilement 

généralisable aux fonctions à valeurs dans un espace localement convexe). Cette 

question a déjà été abordée depuis longtemps par de très nombreux auteurs, mais 

nous allons l’approcher d’un angle différent en combinant des idées que l’on retrou- 

ve dans une approche initiée par J. Kurzweil et R. tienstock pour l’intégration des 

fonctions définies sur un intervalle de Bn avec une approche due à R.S. Fhillips 

pour l’intégration des fonctions définies sur un ensemble mesuré o-fini à valeurs 

dans un espace localement convexe. 

Déjà, dans le cadre des fonctions réelles définies sur un intervalle de la 

droite réelle il y a de très bonnes raisons pour chercher à combiner le support 

intuitif et la simplicité formelle de l’intégrale de Riemann (qui ne peut être dé- 

finie que pour les fonctions bornées qui possèdent une certaine régularité sur un 

intervalle borné) avec la puissance de l’intégrale de Lebesgue. Assez récemment il 

a été découvert par J. Kurzweil C121, en 1957, et indépendamment par R. Henstock 

[63, en 1961, qu’une modification techniquement mineure mais conceptuellement très 

importante dans le procédé limite et dans le choix des partitions acceptables qui 

servent dans la définition des sommes de Riemann conduit à une intégrale ayant la 

portée et la puissance de l’intégrale de Lebesgue. Toute l’idée consiste à remar- 

quer qu’une définition mieux adaptée que celle de Riemann doit forcer les partitions 

acceptables à être plus “fines’* au voisinage des points où la fonction peut présen- 

ter des “pathologiesry afin que les sommes de Riemann correspondantes épousent mieux 

la quantité qu’elles sont censées mesurer. C’est ce que permet la notion de jauge 

“variableTT que nous rappellerons à la Section 2. Dans ce cadre l’intégrale de Rie- 

mann est obtenue en se restreignant au cas des jauges VonstanteP. 

En 1957, Kurzweil n’utilisa cette intégrale que pour des besoins spécifi- 

ques dans l’étude des équations différentielles et il montra son équivalence avec 

1’ intégrale de Perron. C’est la raison pour laquelle, imitant en cela Mawhin [X,167, 
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nous appellerons cette intégrale la P-intégrale. Henstock qui fut le premier à 

développer en détail la P-intégrale l’appela l’intégrale de Riemann complète 

(d’autres auteurs l’appellent l’intégrale de Riemann généralisée). Il a de plus 

étendu la P-intégrale au cas des fonctions à plusieurs variables et a montré le 

résultat fondamental suivant: f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement 

si f et 11 fil sont P-intégrables, Notons également que des notions abstraites 

plus générales de l’approche de Kurzweil-Henstock ont été données par Henstock lui- 

mEme [7,8,9,101, McShane ClS,lSl, Kurzweil et al. Clll,... Finalement signalons 

que le lecteur pourra consulter avec profit les livres de Mawhin [161, McLeod cl71 

et Kurzweil cl41 pour retrouver les définitions précises, les résultats auxquels 

nous venons de faire allusion et un traitement systématique de l’intégration dans 

fRn utilisant cette approche. 

D’un tout autre point de vue sont d’autres approches bien connues à l’in- 

tégration des fonctions à valeurs dans “un espace abstrait’* qui étendent l’intégrale 

de Lebesgue. Nous pensons en particulier ici aux intégrales connues sous le nom 

de Riemann-Graves [SI, de Bochner 121, de Dunford C41, de Birkhoff Cil, de Pettis 

[20] (pour les fonctions à valeurs dans un espace de Banach) et de Phillips C211 

pour les fonctions à valeurs dans un espace localement convexe. C’est Phillips 

C211 qui fut le premier à remarquer que dans toutes les définitions d’intégration 

% la Lebesgue” se trouve un procédé de limite itérée. Ainsi, dans l’intégrale de 

Birkhoff, (SS,lJl étant un espace mesuré o-fini, X un espace de Banach, 

f: s-f x une fonction, on associe à chaque partition dénombrable (ou finie) A de 

v en ensembles mesurables c {Ei} de mesure finie une famille de séries 

2’ f(s,)p(E;)Ls; E 
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ment convergente 
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l’existence de la limite à Fintérieur simplement en remplasant lim lim Par 

lim limsup et lim liminf. Ceci signifie que les sommes approximantes doivent 

être dans un certain sens seulement approximativement sommables et c’est ce qui a 

conduit Phillips à la notion d’inconditionnellement sommable relativement à E > 0, 

notion centrale pour nous et que nous rappellerons à la Section 3. 

Ayant signalé les idées essentielles dans ces approches à l’intégration: 

celle de jauge ‘*variable” définie sur le domaine de définition de la fonction et 

celle de série “approximativement inconditionnellement sommable”, nous allons) dans 

ce travail, montrer de quelle façon on peut développer une théorie de l’intégration 

qui s*appuie sur ces deux concepts. Pour cela nous allons nous placer dans le ca- 

dre le plus naturel au départ: le cas des fonctions définies sur un intervalle 

(non nécessairement borné) de la droite réelle et à valeurs dans un espace de 

Banach. Nous sommes conscients qu’il est possible d’étendre sans trop de complica- 

tions la théorie au cas des fonctions définies sur un intervalle de Rn et à va- 

leurs dans un espace localement convexe complet. D’ailleurs les preuves que nous 

allons présenter sont conçues dans cet esprit. 

L’organisation du travail est simple. La Section 2 est consacrée à l’in- 

troduction des notions centrales que sont celles de jauge, de division étiquetée 

plus fine qu’une jauge donnée ainsi que de somme de Riemann formelle associée à une 

division étiquetée. On est ensuite conduit naturellement, en s’inspirant cette 

fois de l’idée de Phillips, à introduire la notion de fonction intégrable. C r est 

ce que nous faisons au début de la Section 3 et ensuite nous établissons les prin- 

cipales propriétés de base de l’intégrale: unicité, linéarité et intégrabillté des 

fonctions simples, Nous enchaînons ensuite en montrant que cette intégrale contient 

l’intégrale de Birkhoff telle qu’introduite dans il] (Section 4), en présentant un 

critère de Cauchy pour l’intégrabilité (Section 5) et en considérant quelques exem- 

ples (Section 6). 

Dans un autre travail C31 nous montrerons que FintSgrale possède toutes 

les bonnes propriétés habituel1 ement désirées : celle de restriction, d’additivité, 



35 

de continuité absolue et 

théorèmes de convergence 

de o-additivité. Nous établierons également certains 

relatifs à cette intégrale et présenterons des applications 

de cette théorie aux séries et aux équations différentielles. 

2. Divisions étiquetées et sommes de Riemann formelles 

Les concepts à la base de l’approche initiée par Kurzweil et Henstock qui 

ont été présentés de façon intuitive au début de l’introduction sont abordés de fa- 

çon rigoureuse dans cette section. 

Soit S un intervalle de EL 

DÉFINITION 1. Une cfAG&i,~~ &C@~tih~ de S est une suite finie ou dénom- 

brable v = { (zi,Ji); i = 1,2, . . .1 où les zi sont des points de S (appelés 

les étiquettes de o), les Ji sont des intervalles bornés de IR tels que 

( > i z i E J., i = 1,2 1 ,... 

(ii) la suite {Ji}~ 1 = forme une partition de S. 

Cette notion est fortement inspirée de Henstock c61 pour qui les Ji sont 

en nombre &LYz& recouvrent S mais ne sont pas nécessairement disjoints (ils ont 

cependant, pris deux à deux, au plus un point en commun). Quant aux z. 
1 

ils appar- 

tiennent à la fermeture de Ji. D’une manière analogue, on aurait pu introduire 

une généralisation de la notion de division étiquetée dans le sens de McShane [ 181 

et obtenir un autre type d’intégrale. 

DÉFINITION 2. Une application y: S -+ ~~ (où ~~ désigne l’ensemble des 

ouverts de W) telle que s E y(s), ‘ds E S, est dite une juge sur S. Si y1 

et Y2 sont deux jauges de S on dira que y2 est pRuQ &LW que Y1 si: 

S E S ===> y,(s) 5 y,(S) ; on écrira alors y2 2 y1. 

Cette terminologie est due à McShane Cl81. Quant à la notion suivante, 

elle a été introduite par Kurzweil cl21 et Henstock [1610 



DÉFINITION 3. Une division étiquetée p sera dite phh &ne qu’une jauge 

Y sur S (ou encore Y -fine) si: (z,J) E D =’ JC y(z). - 

Le théorème suivant est tout à fait essentiel. On le rencontre sous dif- 

férentes formes dans la littérature. Ainsi McLeod [ 171 l’appelle le théorème de 

compatibilité et en donne une démonstration dans le cas où Y est une jauge sur iE 

(le compactifié de IR) et S est un intervalle fermé de a. Mawhin cl61 de son 

côté y réfère comme étant le lemme de Cousin et l’énonce dans le cadre de ce qu’il 

appelle les P-partit ions. Suite au commentaire qui suit la definition de division 

étiquetée que nous utilisons, nous avons jugé bon de formuler ce Yemme de Cousin” 

sous la forme qui nous est utile et nécessaire d’en présenter une démonstration. 

THÉORÈME 1. Sui-t S un i~-t~4.va.Ue de IR. Pcu.44 -tuuXe juuge y Quk S, 

S 

DÉMONSTRATION. Supposons tout d’abord que S = la,b]. Pour chaque z E S, y (z) 

étant un ouvert contenant z, il existe S(z) > 0 tel que 

AZ = Jz-S(z), z+G(z)C ‘ y(z)* - 

Soit alors {Azl,Az2,..., Azn} un rec.ouvrement fini minimal de S où 

‘1 ’ ‘2 < “* < ‘n’ Il est alors clair que Azi 11 Azit2 = fl, 1 2 i 5 n-2 et 

Azi n Azi+l # fl, 1 < i < n-l. Posons ao = a, an = b et pour 1 < i < n-l 

choisissons a. E: AZ 
1 

i n Az~+~ avec a. > z.. Si on dénote J. = [ai l,clic , 
1 1 1 

1 5 i 5 n-l, Jn = Ca, l,anl, il est clair que p = {(zl,Jl),. ..,(zn,Jn)} est une 

division étiquetée de S qui est plus fine que y. 

Supposons maintenant que s = ITa,bl: où b peut être (le cas où 

s = ]a,b] avec a pouvant être -a se traite de façon analogue). On peut alors 
CO 

écrire S SOUS la forme S = U lan,an+l], avec a = a1 < a2 < . . . < a < .., < b, 
n=l n 

Il existe alors une division étiquetée Dl = {(zl,. 1 , . . . ,(z ’ Jl) 1 1 
,J 

nl 9 
)} de Cal,a,! 

plus fine que y sur [al,a,] et une division étiquetGe 

v2 = {(z;,J;),...,(z’ 2 ,J )} de [a,,a,J plus fine que y sur ia2,a3!. Comme 

1 2 
n2 n2 

a2EJ nJ, 
nl l 

Dl U D, ne forme pas nécessairement une division étiquetae de 



Ca al. 
1 2 

1’ 3 
On peut remédier à cela. Si z = z = a nl 1 2’ 

il suffit de supprimer le 

dernier élément de 0, 
2 A2 

et de remplacer le premier élément de v2 par (Z19Jl) OÙ 

A2 
Jl 

= J1 U J; 1 1 1 

(Z 
2 ,J 2’ 

pour que la famille {(zl,Jl) 9***9 (Z nl-l,Ji 
1- 

n2 
)) 

cas où 
n2 2 

forme une division étiquetée de [al,a31 plus fine que Y. Reste le . 

2 
z1 > a2. Prenons alors c tel que a2 < c < z1 et Czn ,c3 C Y(z, ) et 

Al posons J = J1 U Ta,,cC , jf = Cc,a31 n Jf. 
1 1 

nl nl 
A nouveau il est clair que la fa- 

dlle {(z:,J:) ,..., (z’ 
nl-1 

,J1 
nl-1 

),(z’ 2 2 forme nl 
,5,1)‘(21,~,),(2,‘5,1 ’ 22 22 9***9 (Z ,J )) 

n2 n2 
une division étiquetée de [al,a31 plus fine que y. Ainsi, si on suppose que l’on 

a construit une division étiquetée de Cal,anl, plus fine que y, et une division 

étiquetée de n, ILa an+l 1 également plus fine que Y; on revient pour modifier le 

dernier élément de la partition de Cal,an3 et le premier élément de la partition 

de Can,an+l 3 tout comme nous venons de le faire pour Ca,,a,l et Ca,,a,l. Le 

résultat obtenu sera une division étiquetée de ca19an+l 1 plus fine que Y. En 

continuant ainsi par récurrence on obtient le résultat désiré. 

Supposons maintenant que S = la,b[ où a ou b peuvent être 503. Soit 

c E la,bC . D’après ce que nous venons de faire il existe une division étiquetée 

0 = {(zl,J1),.. .,(z,,J ) ,... 1 plus fine que Y sur k,b[ . De même il existe n 

une division étiquetée D’ = {(zr J’) 1’ 1 j***9 cz;,Jn> 9 l  l  l  
1 plus fine que Y sur 

la,cl . Prenons il tel que (z. ,J. ) E v et c E J. et i2 tel que 
Il ll 5 

(z! ,J! ) E Dr et CEJ!. 
l2 l2 l2 

Alors en procédant exactement comme nous venons tout 

juste de le faire, c ‘est-à-dire en distinguant les cas où z . = z! =c et 
9 l2 

z! >c, 
l2 

on forme facilement une division étiquetée de la,bC plus fine que Y. 0 

DÉFINITION 4. Soit X un espace vectoriel sur (R ou (c. Etant données 

une fonction f: S +- X et v = {(zi,Ji), i = 1,2 ,... 1 une division étiquetée de 

S, la série formelle 1 f(zi)L(Ji) est appelée la ~UMV@ de R~HWZK &W?W&?? Uho- 
i 

CiEed f eZù v. 

Ici, comme dans la suite de tout ce travail, L(J) dénote la longueur de 

l’intervalle J. D’ailleurs, de façon plus générale, si E est une partie mesura- 

’ ble de R, L(E) dCCfyzeka .& mehuh.e de- Lebague de E et nous noterons par M(S) 
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(simplement par 

bles mesurables de S. 

1\4 lorsqu’aucune confusion ne possible) la classe des ensem- 

REMARQUE. Lorsque 0 est une suite finie, la somme de Riemann définit un 

élément de X. Nous allons introduire dans la prochaine section (voir la Défini- 

tion 6) une classe de fonctions sur S et à valeurs dans un espace de Banach X, 

que nous appelerons les fonctions intégrables, qui nous permettra, lorsque iD est 

dénombrable, de pouvoir traiter ces sommes de Riemann formelles et, à l’aide de ces 

sommes, d * associer à f un élément de X, appelé 1 ‘intégrale de f sur S. 

Il est très important de noter que c’est précisément dans ce point fonda- 

mental que notre approche se distingue de celle qui est adoptée par tous les auteurs 

qui abordent l’intégration suivant l’approche de Kurzweil-Henstock. Ils n’utili- 

sent que des sommes de Riemann. Pour cette raison, lorsque S n’est pas borné, 

ils doivent emprunter l’une des deux approches suivantes qui s’avèrent équivalentes. 

Par exemple, si s = CO,~C ) une Premiere approche consiste à dire que f est inté- 

grable sur S si f est intégrable sur [O,al pour tout a > 0 et si de plus 

lim J f existe. Une deuxième approche consiste à considérer S comme un 
a- CO,al 
sous-ensemble de E et alors pour toute jauge sur Ë? il existe une division éti- 

quetée { (2 i,Ji)} de S qui est finie et y-fine. Bien entendu il existe alors 

un des J. qui n’est pas borné et dans ce cas on pose L(A) = 0 dans la somme de 1 

Riemann qui correspond à DD, 

Dans notre approche nous n’aurons pas besoin de traiter de façon particu- 

lière le cas des intervalles non bornés ou ouverts ni, non plus, il nous sera néces- 

saire d’introduire une fonction d’intervalle qui assigne la valeur 0 aux interval- 

les non bornés. Nous allons conserver intacte la mesure de Lebesgue. Il sera alors 

clair que lorsque S est un intervalle compact toute fonction intégrable dans no- 

tre sens sera intégrable dans le sens de Kurzweil-Henstock et nous croyons que même 

dans le cas où X = iR, il n’y a pas équivalence entre ces deux classes. 



3. Définition de l'intégrale et propriétés de base 

Nous commengons par fixer des IW~&&M..~ qui seront utilisées dans toute la 

suite de ce travail. 

l  x  dénotera un espace de Banach réel ou complexe avec norme 

- KS’ ‘S1’s~ dénoteront des intervalles de R, 

représenteront des divisions étiquetées de S 

II II . 9 

et nous note- 

rons toujours v = I(zi'Ji)', 9' = C(z!,Jf)3, Dl = {(~i,Ji)}, etc. 
1 

l  YJ’>YpY~ 
représenteront des jauges de S, 

l  D étant un ensemble d'énombrable (ou fini), f(D) dénotera l'ensemble 

des parties finies de D, ordonné par inclusion et re- 

présenteront des éléments de F(D). Le plus souvent D sera une division étique- 

tée V et ainsi lorsque nous écrirons T 2 T(V), il sera implicite que Tr E f(V), 

r(V) E f(V) et que nous avons 7T 1 m(V). - 

De même si D et DT sont deux ensembles dénombrables, on notera par 

r(D,D'), nl(D,D'), . . . des éléments de f(D) x F(Dl). Ainsi lorsque V* et VT* 

seront deux divisions étiquetées et que nous écrirons (TT 1,7T2) 2 1T(P,P), il sera 

implicite que 7T(V',P) = (7ryTr") où 7T' E f(V'), 7T" E F(V"), 7T1 E F(V'), 

7T2 E F(P) et que 7r1 yr', 7r2 ~7T". 

l  Etant donnée une fonction f: S -+ X, la somme de Riemann formelle asso- 

ciée à f et à V = {(zi,Ji)I sera notée 

C f(zi)L(Ji) = C f(z)‘(J) = C f(V) . 
i V V 

D'autre part, si TT E f(V) il est clair que 1 f(v) dénotera l'élément de X dé- 

fini par r f(zik)L(Jik) 
7T 

où les z. et les J. sont tels que 
k=l 'k 'k 

TI-= z.,J.) {( 
ll l1 '***' 0 l  ln 

,J. )). 
ln 

* Enfin, si A 

comme à l*accoutumée par 

sa frontiere et par CA 

est un sous-ensemble d'un espace topologique nous noterons 

A la fermeture de 

le complémentaire de 

A, par 

A. 

OA son intérieur, par 



DÉFINITION 5. soit { xi1 icD une famille (finie ou dénombrable) d’éléments 

de X et x0 E X. On dit que la série 1 xi est hzcon~onn~eme~ mmmable 
CD 

vem x0 &~vmeti à E > 0, si: 3ro E f(D) tel que VT 2 TT on a 
0 

II c 
ie7r 

x. - xgll < E. 1 

En combinant les concepts de base dans 19approche de Kurzweil-Henstock avec 

cette dernière notion qui est inspirée de Phillips C211 nous en arrivons à la défi- 

nition centrale de tout ce travail. 

DÉFINITION 6. On dit qu’une fonction f: S -+ X est iti8gtLable bu4 S 

s’il existe un x o E X tel que VE > 0, 3-y une jauge sur S vérifiant la pro- 

priété suivante: pour toute division étiquetée D de S plus fine que y, la sé- 

rie 1 f(Zi)L(Ji) est inconditionnel lement sommable vers x relativement à E. 
v 

0 

L’élément x0 de X est alors appelé 19i.ti@g4dk de f sur S et est noté par 

f (à la Proposition 2 nous établirons que l’intégrale est unique). 
S 

Par exemple, dans le cas où S est de mesure finie, on vérifie sans peine 

que si x E X et f(s) = x 
0 0’ 

Vs E S, alors f est intégrable sur S et son in- 

tégrale est uv~o~ Un autre exemple de fonction intégrable beaucoup moins tri- 

vial et très important est donné dans la proposition suivante. 

Etant donné E c R et x0 E X la fonction f: IR + X définie par - 

f(s) = x0 si s E E et f(s) = 0 si s 4 E sera, comme à 19accoutumée, notée 

f = ‘oxE ’ 

PROPOSITION 1. So/i;t E c 1R, un ~UU&CJZ&W&?Q muuhabte de mQ/-,uhe &hie ti - 

auLt x0 E x. A&L~ la @zctiun f = xoxE en,t intEg4able du& lR ti ben iht~g4al.e. 

Qn--t L(E)xo. 

DÉMONSTRATION m Supposons tout d’abord que E est fermé et soit E > 0 l  E étant 

mesurable 31 In};-1 une suite d’intervalles ouverts 2 à 2 disjoints dont la réunion 

recouvre E et telle que 1 L(1, n CE) < E. D’autre part, Vx 4 E, 31x un inter- 
n 

valle ouvert cent enant x tel que Ix l7 E = @. Définissons alors une jauge y 
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sur R comme il suit: y(s) = In si s E E fl In, y(s) = Is si s 4 E. 

Soit V = { (Zi,Ji)) une division étiquetée de IR qui est y-fine. Pour 

n = 1,2 ,... posons Pn = {ic N; zi E E n 1 ) n (P n peut être vide, fini ou dénom- 

brable) et P = {i E N; Jin In # fl}. Observons que si iE Pn alors Ji c In n - 

(de sorte que Pn c Fn) et si iEP -P - - n n alors Ji n In c In Il CE. Par consé- 

quent si on pose 

A= U U Ji, B= U U 
n iEP 

CJi n In1 9 
n iG - 

n nP n 

on a: AnB= 0, A U B = U In, L(B) 2 1 L(1, r\ CE) < E et donc: 
n n 

1 WI - L(E)/ < 2~. 

Maintenant choisissons un entier N et pour chaque k = 1,2,...,N choi- 
N 

sissons une partie finie Pk de Pk telle que si on pose: C = U U Ji on ait 

L CA) - L(C) < c et par conséquent IL(C) - L(E)1 < 3~. 
k=l iéPk 

pour 

De sorte que si on définit n.(Q) = {(zi,Ji) E D; i E P* U . . . 1 U PN), alors 

71 2 +JT (V) on aura en posant ~1 = {(zi,Ji) E ~ - ~(~); zi E E): 

= Ilxol! IL(C) - L(E11 + IIxoll 1 L(J.1 2 1 3E((X 0 II 

9 

fIIXoll c 
kH+l 

L(lk) ’ 4Elixoll t 

ce qui montre que f est intégrable. 

Soit maintenant E E M. Prenons F c E, F fermé tel que L(E-F) < E. - 

Posons g = xoxF, h = f-g = xoxE F. Notons ici que même si E-F n'est pas fermé, 

le fait que L(E-F) < E nous permet de s'assurer qu'une jauge y définie convena- 

blement pour s E E-F (utilisant la même idée que dans la première partie) et par 

Y(S) =R si s 8: E-F sera telle que pour tout 2) yl-fine, 'du E f(D) on aura 



Mais on sait que 8 est intégrable. Prenons y2 une jauge sur IR telle 

que W y2-fine, 1 g(P) est inconditionnellement sommable vers XoJ-J CF! relati- 
Il 

vement à 44 x0!!  l  Il est alors trivial de montrer que si on pose 

y w = y,(s) 0 y,(s) pour s E fR, alors y est une jauge sur IR telle que 0 

y-fine, 1 f(O) est inconditionnellement sommable vers relativement à 
v 

xoL WI , 

@Il x01! . n 

La Définition 6 est correcte en vertu de la proposition suivante: 

PROPOSITION 2. si. f ehR intEg4abik hu4 

DEMONSTRATION. Supposons que xl et x2 sont deux intégrales de f sur S. 

Soit E > 0. Alors: 

% telle que VPl yl-fine on a: 

%l(Dl) vérifiant 111 f(z.)L(J.) 1 1 1 1 - xl!1 < ~/2, %T 2 7~l(Dl) 
?T 

3Y2 telle que W2 y2-fine on a: 

37T2(Q2) vérifiant ~ Ill f(z;)L(J:) - x2/1 < E/2, VT 2 7T2(lJ2). 

Définissons la jauge y sur S par y(z) = y,(z) n y,(z) et prenons ?J 

quelconque mais y-fine. Il est alors clair que ? est simultanément y1 et Y2- 

fine. Donc en posant TT = ~T,(D) II ~~(11) on aura: 

!byx2!! 2 !/Xl - C flzi)L(Ji)!! + 111 f(Zi)L(J.) - x2jJ S E. 1 IT 7r 

D'OU xl = x2. E 

Des modifications évidentes dans cette dernière démonstration nous permet- 

tent d'obtenir deux propriétés essentielles de l'intégrale. 

PROPOSITION 3. Si f ti I!f!! auti hthta6ReJ~ ut S, on a L’ 

PROPOSITION 4. Si. f eF g mtt intt?cpabRc~ mi S, aLu4~ f+g e,f Xf L 

(A E W uu Cl aunt aubai inMg4ablW au4 S Q;I: un. a: 
S 
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4. Relation avec l'intégrale de Birkhoff 

Nous montrons maintenant que notre intégrale contient l'intégrale de 

Birkhoff telle qu'introduite dans Kil (et par le fait même l'intégrale de Graves 

C 51, de Bochner C2l et de Dunford c41). Nous dirons que A = bi)i 1 est une aub- = 

cfi~i~i~ui de S si A est une partition de S en sous-ensembles mesurables de me- 

sure finie. Si f est intégrable au sens de Birkhoff sur S nous dirons simple- 

ment que f est B-intégrable et son intégrale de Birkhoff sera notée 

7T2Tr 0 =’ III fCsiIL(ai) - (B) fil < E, 
7r S 

V(Si) E l-hi. 

DÉMONSTRATION. Soit E > 0. Par définition même, f étant B-intégrable, 

3A = {hi} une subdivision de S telle que: 

(i) V(Si) E ~‘i on a 1 f(si)L(ai) est inconditionnellement sommable, 

(ii) l'ensemble JA(f) = z{C f(Si)L(Oi); (si)E nai} (OÙ CO désigne 

l'enveloppe convexe fermée) est de diamètre < &/2 et contient w  
J 

f. En par- 
r S 

ticulier on a donc IIe f(si)L(ai) - (B) i fil < ~/2, v(si) E Il~. . 
S 1 

D'autre part 3?To E F@d) tel que 111 f(si)L(~i)ll < E/2, V(Si) E lai et 
VT 

VT E F(IN) tel que 7~ fl IT~ = 0. (En effet, sinon 37rl tel que ~1 fl (1) = fi, 

3(s .) E na 11 i tel que 111 f(sli)L(Oi)JI 2 &/2. De même Eh2 tel que 

9 
7T2 n (7T1 U (11) = @, 3(S2i) E moi tel que 111 f(s2i)L(a.)ll 2 E/2, et a 

1 
h _ _ 

suite... Il est alors clair que la série 

L CO 

1 (1 fCskiIL(ai)I 
k=l rk 

n'est pa 

insi d e 

s conv er- 

gente, ce qui contredit (i)). De là il est trivial de déduire le lemme. 0 

Nous aurons besoin d’un autre lemme élémentaire qui est en fait une petite 

modification du théorème 5 de Cl]. Notons par s(X) = B, l'ensemble des parties 

non-vides et bornées de x. Pour BEN nous noterons 

l'enveloppe convexe (resp. 1 T enveloppe convexe fermée) de B 

=uu > 
et par 

II BII = sup{)lxll; x E B). On remarquera que pour tout x E X, on a 



(1 B-11 = If co(B+x)li = 11 CO(B) -t XII . 

LEMME 2. suit N E N, K E d, {c&;-~ c. OI, {B,lk_, c 8, Ibok& c X. - - - - - - 

Suppuaon~ que 0 < ck I K Q/t bok E Bk pou.4 1 5 k 5 N. ARua 

N N N 
Ii 1 c B !I - K(il 1 Bkll i- 

k=l kk k=l 
kil 11 bokl/ ) - 

IX 

DÉMONSTRATION. Pour 1 L k I N Soit bk E Bk, bk ~UekOIIqUe. Alors: 

111 Ckbkll = /I K 1 c (ck/K)bk f (1 - ck/K)bokl - 1 (K-ck)bokl! 

i K/il co(Bk)i! + K 1 /Ibok/j = Kllco(l Bk)ll t K 1 !ibokii 
= K (II 1 BklI f 1 il bokll ) ’ n 

DÉMONSTRATION. Soit C>O. Utilisant le Lemme 1 et le fait que l'intégrale de 

Birkhoff est a-additive, on peut choisir A = bd 1 une subdivision de S 

7r o E F@I) tels que: 

Cl1 Ill f(ai)L(ai) - CB) J f/ < E/2 et il1 (B) J f - UV I fil 
7T S 7T CT. S 

VT 2 7T 
1 

0. 

max{i; i 

supposons tout d'abord 

E ho}, xi = (B) f 
'i 

que L(ai) 

pour 1 5 i 

pour 

N et 

tout 

F. = 

i. Posons 

{icIN; 1 

De (1) on tire immédiatement 

c2) 11 1 (f(ok)L(ak) - xk)ij < c et 
k<Po 

(3) III f(ai)L(ai)ll < E pour tout P E f(N) tel que P fl P. = fl. 
P 

Maintenant définissons cp: S -+- X de la façon suivante: 

Q(S) = 
xk/L(ak) si s E ok et k E P. 

0 autrement. 

< -_ i 5 NI. 

Alors (D est une fonction simple telle que 
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De plus, 

(4) II (W J f - w J dl < E (voir c 13 théorème 18). 
S S 

étant simple, cp est également intégrable et son intégrale est 

w J cp (voir Propositions 1 et 4). 
S 

Prenons alors y une jauge sur S telle que 

(5) V? division étiquetée de S qui est y-fine, ~T(D) tel que 

(6) et on peut supposer que pour s E CT k on a y(‘) ’ Ink - où 
St51 nk " ok' "nk'l=l étant une suite d'intervalles ouverts 2 à 2 disjoints dont 

la réunion recouvre ok et qui est telle que 1 L(I,k)'< 2L(ok)' 
n 

Nous allons établir le théorème en montrant que VD = 1 (zi>$)} y-fine 

on a III f(zl) - (B) fil < ~OC, pour T 2 E(Q). Or si T 2 T(0) on a en posant 
7r S 

pour chaque k E Po, 

et 

Pk = Ii E IN; (Zi,Ji) E 7T et Zi E a,) 

p* = ii E IN; (zi,Ji) E 7r et z. E 0. 
1 3 

pour un j > NI. 

(7) III fm - (B) J fil 5 Ii 1 (f-d (01 II + 2 (Par (4) et (5)) 
7T S VT 

+ Ill f(zi)LCJi)ll + 2E 
P* 

= a t (3 t 2E. 

Or, pour chaque k E Po, on a xk E z(f(a )L(o )) k k et on choisit alors 

yk E c”(f(ok)L(qk)) tea que Ilxk-Yk/l < d2’* De plus, si on pose dk = 1 L(Ji) 

on a par (6) dk/L(ok) 2 2 et donc: 
icPk 

a = 11 1 dk/L(‘k) C 1 
kcPo icP 

(L(JiI/dkIf(zi)L(‘k) - ‘k’lI 

k 
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5 2(/1 1 Cco(f&J )L(a k k >) - x k Ill+ 1 
kcPo 

11 yk-'$ ) (Lemme 2) 
kcPo 

f (a,) L(ok) - (par (2))' 
W. 

D'autre part si on définit Pg E F(N) par la condition: 

b.; 1 
i e P*) c Ub; - J 

j E P$I, 

il est clair que P; n P. =@ et que 

f3 = Ill f(ziIL(JiIll 
P* 

i ilc f(oj)L(aj) dj/L(aj)!~ où dj/L(aj) ~ 2 

pc, 

I 4 SU~)I F f(ojk)L(ojk)/[ (voir le théorème 8 de I:l]) 
k=l 

< 4~ d'après (3). 

Enfin, en revenant à (7), on a Ill f(O) - (R) fi! L lk. 
7r S 

Maintenant si A contient des ensembles de mesure nulle on pose CT comme 
0 

étant la réunion de tous ces ensembles de mesure nulle et on procède exactement 

comme ci-haut en tenant en plus compte que dans (6) on exigera de plus que pour 

k = 0 on ait 1 LUno 5 c et que dans l'inégalité (7) un terme supplcmentaire 
n 

s'ajoute, à savoir 111 f(zi)L(Ji)l/, où P = ci; (zi,Ji) E T et zi E oo). h!ais 

P 
f étant B-intégrable on peut supposer que f est bornée sur oo et donc ce 

terme supplémentaire ne cause aucun problème. C 

5. Un critère d'intéprabilité 

Il est tr& utile de posséder une autre définition de 15ntégrale. A cette 

fin, nous introduisons les notions suivantes: 

DÉFINITION 7. Soient tIXiliED et ‘Yi’icD9 deux familles d'éléments de 

x. On dit que les séries 1 xi et 1 yi sont ~flcovzcf.G~wwwUQm~ti p&uchti 
icD icD9 

&&ntiv~eti d E > 0, si 3r(D,D') E F(D) x f(D') vérifiant: 
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DÉFINITION 8. On dira que f: S -+ X est de titi& 1 si: 'ds > 0, >y 

une jauge sur S telle que v V,V’ des divisions étiquetées de S qui sont 

y-fines on a que 1 f(V) et 1 f(V') sont inconditionnellement proches relative- 
v Vf 

ment à E. 

THÉOR\ÈME 3 (Crit'ere d'intégrabilité de Cauchy). SU~ f: S + X. A&vL~ f 

S f eAk de cetiae 1. 

DÉMONSTRATION. La nécessité est facile à établir. Supposons donc que f est de 

classe 7. Pour k = 1,2,3,..., soit yk une jauge sur S telle que VP*, Pt 

yk-fines, 3~k(V',DT~) vérifiant: 

Pour k = 1,2,3,..., on peut toujours supposer que yk+l 2 yk, et on fixe 

Vk plus fine que yk . Alors Vk+l et Vk sont yk-fines et donc il existe . 

'k('k"k+l) vérifiant (*). De plus, on peut supposer que 

Pl (~k~vk,vk+l)) 1 P2 (‘k-1 (‘k-l>‘k)) Où pl et p2 désignent respectivement les 

projections sur la première et la deuxième coordonnées. 

Notons n 
(k) = P1 (n,(v,,vk+,)) et vérifions que la suite 

VT 
( w  

d'éléments de X est une suite de Cauchy. En effet si n,m E [N, n < m, on a: 

m-l 
I/ 1 flan) - 1 f (0 m >II ' 1 11 1 f 

k=n T 
(',) - /? f 11 

7T 
( 1 

7T 
@k+l) 

n ( 1 m w  n(k+l) 

m-l 
i 1 

k=n 

1 
';k< 

1 

2 n-l ' 

Posons x0 = lim 1 f (3,) ' Soit E>O. Posons y = yN où N est un entier 
k r 

(kl . 

choisi tel que 

1 
2N-1 < ~12 et 11 1 f(V,) - x0// < &/2 si k 2 N. 

Tr 
(k) 



Alors pour tout Q y-fine on a que 77 et DN sont yN-fines et il existe 

~~(0 ,j?N) vérifiant (*). Alors si on pose T* = TT (N) u p2(.rrNp ,‘,)) On Observe 

qUe pour IT 5 PI ('JTN(!J ,P,)) on a (r,n*) 2 rN&vN) et (n*,T 
(N+U 

)2m(D v N N’ Ntl)’ 

D'où pour T 2 P1(7FN(D,VN)) on a: 

ce qui montre que f 

+Il c f@ b Ntl 
T (Ntl) 

est intégrable sur s. 0 

1 1 x01! <----t-tE/2<&, 
2N 2N 

6. Exemples 

Ces propriétés de base tout à fait fondamentales étant établies examinons 

quelques exemples. Le but de ces exemples est de familiariser davantage le lecteur 

avec l’intégrale et d’en illustrer certaines autres particularités. 

EXEPilPLE 1. Soit S = [O,l] et prenons X 1 ‘espace de Banach des fonc- 

tions sur S réelles bornées muni de la norme supremum usuelle. Définissons 

f: [0,1-J -F x Par f(s) = xcs 11’ la fonction indicatrice de ls,lI. Nous allons 
9 

montrer que f est intégrable et que son intégrale est la fonction identité g L 

sur [O,l] définie par g(s) = s. 

En effet, si T = {‘(zi,Ji)~-l) est une partie finie d’une division Gti- 

quetée Z, de TO, 11 (où on suppose 

zn) on a pour chaque t E CO,ll: 

! (1 f(m) IV - tf = 
7T 

où k est choisi tel que t E fz k’ n 
A = rO,ll - 1.J J.. 

i=l 1 On peut donc é 

II f I 
7T 

m - g 

sans perte de généralité que 

1 

‘k+ 

cri 

II I 

k 
c LIJ 
=l 

,C et 

re: 

max 
l<k<n 

i 1 - t 

où on 

UJ$ \ 

z1 < z2 < . . . < 

c L(Jk) + L(A) 

a posé z 
0 

=0, zntl=l et 

t L (A) . 



Pour E > 0 donné si on choisit la jauge Y(S) = 1s - E/4, s + c/4C , on 

aura donc pour chaque l? y-fine: 

II c fCp, - gll < c pour tout TT 2 F(D) où TP) est une partie finie de 

0 choisie telle que J-4 u 
i0r Cp) 

Ji) 2 1 - &/2. 

On notera que la même argumentation nous permet de vérifier que si 

0 2 a F b 5 1, alors f est également intégrable sur Ca,bl et on a 
1 

f=h 
Ca,bl 

où h est la fonction définie comme suit: 

h(s) = 0 

h(s) = s-a 

si 

si 

0 5 s 5 a, 

a<s<b, 

h(s) = b-a si b < s i 1. 

Cet exemple fournit une illustration intéressante de propriétés que nous 

allons établir dans un autre travail C3], en particulier les propriétés de conti- 

nuité absolue et de o-additivité. 

De plus, dans cet exemple, nous avons II~~\(S) = 1, s E CO,11 et donc 

II fil est également intégrable. Tel n'est pas le cas en général comme le montre 

l'exemple suivant. 

EXEMPLE 2. Soit S = 10,X et X un espace de Milbert séparable. Soit 

ie n' n = 1,2,...) un système orthonormal complet de X et définissons f: S -+ X 

de la manière suivante: 

f(s) = 2nn -1 -n+l en si s E 12-",2 C 

f(s) = 0 si s est de la forme 2 -n . 

Nous plions montrer que f est intégrable sur 

c n-l e n' mais que Il f Il n I est pas int égrabl e. 
n 

S, son intégrale étant 

Soit E > 0. Posons In = 12-n,2 
-n+l [I et définissons y une jauge sur 

30,lC comme suit: 



y(s) = In si s E In 

y(s) = 12-n - E2 - (n+2) , z-n -f E2-(n+2)[ si s = 2-n* 

Observons alors que si v = { (zi,Ji)} est y-fine on a que chaque s de la forme 

2 -n est nécessairement une étiquette de D etquesi 2 -n = z k alors 

L(Jk) < E/2 n+l . 

Soit donc Po,Pl,P2,. . . la partition de N définie de la façon suivante: 

pO 
= {k E IN; (zk,Jk) E D et zk = 2-n pour un certain n1 et pour r 

j  = 1,2,3,... soit P. 
J 

la partie (finie ou dénombrable) de IN définie par: 

kE P.<=> J c 1 
J k- j* De plus pour chaque j = 1,2,.. ., prenons 7~. une partie fi- 

J 

nie de IN telle que 012-j- 1 

i67rflPi 
L(Ji) I ~2 -Wl) pourtout 7TzT.. 

3 

Observons maintenant que si v V’ sont y-fines et si et 

“; dénotent les parties de IN définies de façon analogue à Po, Pj et TT. res- 
3 

pectivement à l’aide de 

les que 7T 2 7. et IT~ L 7~!: 
3 3 

on aura pour 7r et 7T’ des parties finies de 

11 c 
ic7W. 

f(zi)LCJil - 1 f(zj) L(J 

3 
iE7FVlP! 

3 

Exploitant le fait que {en} 

d’identifier un TT(&~*) E f(P) x f(D’ 

tel- 

2 
. 

1 II = I12Jjm1ej (1 L(Ji) 1 L(J!))li2 5 2 - E 1 /j. 

est orthonormale il est maintenant trivial 

vérifiant: 

111 f(V) - 1 f(V’)li‘ < E~(T&/~) -t ZE, V(Tr,Tr’) 2 TT(V,V’) 
?T 7r’ 

ce qui montre que f est intégrabl e. On peut alors vérifier directement que 

f = 1 n’en, mais il est plus commode d’utiliser la 
S 

o-additivité de 1 ‘intégrale 

(qui sera établie dans c31) pour obtenir ce résultat. 

D’autre part Iff(s)// = 2nn -’ si s E 1 
n 

et donc il est clair (à nouveau 

à l’aide de la o-additivité) que II fil n ’ est pas int égrabl e . 

EXEMPLE 3. Cet exemple illustre le cas d’une fonction f telle que ilf!i 

est intégrable mais f ne l’est pas. 
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Comme dans 1 ‘Exemple 1, prenons pour X l’espace des fonctions réelles 

bornées muni de la norme sup. Soit maintenant f: CO, 11 -+ X définie par 

f(s) = fs où fs est la fonction sur [O,l] donnée comme suit: f (t) = 1 si 
S 

t f s, fs (t) =-1 si t=s. 

On a alors I(f(s)J( = 1, ‘ds E CO,11 et donc I)f11 est intégrable. 

D’autre part, si V = c (zi,Ji))r-l et ZP = {(z! ,!)jrn J+J j=l sont deux divi- 

sions étiquetées finies de CO,13 on a en posant 7r = Ii; 3j tel que zi = z!], 
J 

7T’ = {j; 3i tel que z;I = z.1, 7T, = il,..., n) - Tr, Tri = Il,..., ml - IP: 7 
J A I 

II F f(zi)L(Ji) 
i=l 

- z f(z;)L(J!)/I 
j=l J 

= max{ max 14 L(J.) - 
ia-r,jd 1 L(Jj) i;, max { 

ic7r 1 

et de là il est trivial de montrer que pour toute j auge y sur CO,13 il est pos- 

sible de trouver deux divisions V et VT (même finies) qui sont y-fines et 

telles que III fm - 1 fW>ll 2 s, ce qui nous indique que f n ‘est pas intégra- 

ble. 

11 - 2L(Ji) [ 1, max (11 - 2L(Jj) 1)) 
jf3T.i 

Signalons en terminant que nous croyons que cette intégrale contient stric- 

tement 1) intégrale de Birkhoff. Cependant, pour le moment, nous n’avons pas réussi 

à construire un tel exemple. 
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