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MÉTHODE DE MANN ET 
CALCUL DES POINTS FIXES DES APPLICATIONS 
MULTIVOQUES DANS LES ESPACES DE BANACH 

Jocel yn Des biens 

Sommaire 

Nous étudions dans cet article une méthode itérative, de type **méthode de 

Mann” , pour solutionner la relation 

où H: x -f 2 B est une application multivoque donnée, B un espace de Banach réel 

et X un sous-ensemble de B. En imposant des conditions sur X et H (mais par 

contre aucune sur B), nous parvenons à obtenir la convergence en norme de la suite 

des itérés {xk}kCN vers un point fixe de H. 

Summary 

In this paper, in order to solve the relation 

x, E f-m,) 

where II: X -+ 2B is a given set-valued map, B is a real Banach space, and X a 

subset of B, we study an it erative method of the 9lann’ s” type. Putting conditions 

on X and I-I, but non e on B, will allow us to obtain convergence of the iterates 

sequence Cx 1 k kEN toward a fixed point of the mapping H. 



1. Introduction et bref historique 

Plusieurs auteurs ont étudié et appliqué la methode itérative de Mann !’ 111 

(ou une de ses variantes) dans le cadre des espaces de Banach ou, plus particulière- 

ment, des espaces de Hilbert. Nous renvoyons le lecteur à la bibliographie pour de 

plus amples détails. Lf idée de base est essentiellement d’approximer les points 

fixes d’une application donnée par des déplacements successifs le long de segments 

de droite judicieusement choisis. Moyennant certaines conditions sur 1 ‘application 

en question, on peut montrer que la suite de points engendrée par cette méthode con- 

verge vers un de ses points fixes, ou du moins qu’elle possède une sous-suite ayant 

cette propriété. 

En fait, plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre, dans le cadre 

des espaces linéaires normés, 1 ‘équation 

T(x,) = x, 

où T est une application définie sur un sous-ensemble d ‘un espace de Banach donné. 

Celle qui est l’objet de cet article, notamment la méthode itérative de Mann, a 

pour origine un article de R. Mann, paru en 1953 Cil] dans lequel celui-ci montrait 

que si une des suites {xk}, N, 
E 

{~k}k-+ définies par 
t 

Xk+l := T(vk) 

(1) k 

‘k ‘= n-l ak,nxk c 

où (a kn) f orme une matrice de Toeplitz, convergeait, vers un point de 1 ‘espace, 
9 

alors l’autre suite avait le même point limite, lequel était un point fixe de l*ap- 

plication T. 

L’avantage immédiat de la méthode de Mann sur la méthode classique des 

itérés de Picard est qu’elle converge 12 où cette dernière diverge. Prenons comme 

exemple la rotation du disque unité dans le plan d’un angle de ’ f radian. Il est 

facile de voir dans ce cas que la suite des itérCs de Picard ne converge pas, tan- 

dis que les suites de Mann défini.ec par (1) convergent, quant 2 elles, vers 



l’origine, par ailleurs le seul point fixe de cette transformation. 

Le premier résultat positif mettant en oeuvre la méthode itérative de Mann 

fut un théorème dû à Krasnoselskii [9]. Celui-ci, en 1955, démontrait que si C 

est un sous-ensemble convexe compact d’un espace de Banach uniformément convexe B 

etsi T:C+C est lipschitzienne (de constante L 5 1), c 1 est -à-dire que 

II T(x) - T(Y)11 5 Lllx-Yll 

et ce, pour tout couple (x,y) E C 2, alors la suite {xk)kcN c C définie par le 

schéma récursif suivant 

(2) ‘ktl := f(x, + T(Xk)) 

converge vers un point fixe de l’application T. En 1957, Schaefer Cl51 étend le 

résultat de Krasnoselskii en démontrant que la suite {x 1 k kEN définie par le schéma 

suivant (plus général que le précédent) 

‘kil := (l-x)xk t kT(Xk) 

converge aussi vers un point fixe de l’application T, et ce, peu importe le choix 

du paramètre x dans 1 *intervalle IOJC l  
Il affaiblit aussi les conditions sur 

T pour obtenir la convergence. Le résultat de Schaefer fut ensuite étendu en 1966 

par Edelstein [ 31 aux espaces de Banach strictement convexes. Browder et Petryshin 

[2] ont de plus démontré, en 1967, que si T est une application lipschitzienne et 

demi-compacte définie sur un convexe fermé borné d’un espace de Hilbert ou d’un es- 

pace strictement convexe, alors la méthode (3) engendre une suite d’itérés conver- 

geant fortement vers un des points fixes de la transformation T. 

D’autres méthodes furent proposées. Nous ne mentionnerons pour la forme 

que celles dWpia1 1131, de Kaniel [7], d*Engl C4J et d’Ishikawa [SI. 

La méthode itérative de Mann se prête donc bien au calcul des points fixes 

des applications de type contractant, autant pour les transformations multivoques 

que pour les fonctions. Dans cet article, nous concentrerons nos efforts sur 



l’approximation des points fixes des applications multivalentes, c’est-à-dire que 

nous analyserons la relation 

(4) x, E I+(x*) 

où 

H: u-t2 B 

est une appl icat ion, un espace de Eanach réel et 

Nous ne mettrons aucune restriction sur 1 *espace B. 

U un sous-ensemble de B . 

Nous donnons à la section 3 la définition générale de l’algorithme consi- 

deré dans cet article (en fait, une version modifiée de la méthode de Mann). Les 

sections 4 et 5, quant à elles, seront dédiées à l’application de 1 ‘algorithme au 

calcul des points fixes des applications multivoques de type contractant. Quelques 

nouvelles définitions y seront presentées. 

tion 6. 

2. Not at ions 

Nous donnerons des exemples à la sec- 

Dans cet article, à moins d’avis spécifique du contraire, les notations 

suivantes seront toujours utilisées: 

l B= espace de Banach réel; 

l  1 = CO,ll; 

ou= sous-ensemble convexe de E; 

l  K = sous-ensemble convexe compact cie B; 

B 0 H,G: X -+ 2 , où X (: B, des applications multivoques; 

l  T: X -t B, oc X c B, une fonction; 

0 0 = origine de l’espace 

Evidemment, un point fixe 

B. 

X, d’une application H est un vecteur de 

l’espace satisfaisant a la relation (4) . Dans le cas où l’application est uni- 

vaque, alors la relation (4) se réduit à 1 ‘fquation ,-- 



x* = T(x,). 

3. Définition de l’algorithme et conditions nécessaires de convergence 

DÉFINITION 3.1. Une butic cf~ COU~&~ { (clk,Bk)}kE, est une suite de pai- 

res ordonnées dont les éléments appartiennent à l’ensemble 

i-2 = 1 (a,B) E 1 2 I 0 F a+B 5 11. 

DÉFINITION 3.2. Soit U un sous-ensemble convexe (contenant l’origine 0) 

d’un espace de Banach B, H: U + 2 B une application multivoque et ’ @k,‘k) ‘kcN 

une suite de couples. L’algorithme de base se décrit de la façon suivante: 

1. choisir x o E u; 

2. poser k := 0; 

3. si H(Xk) n u = fl alors poser yk := xk 

sinon, choisir yk E H(Xk) n u; 

4. si yk = xk alors poser xk+l := xk 

sinon, poser Xk+l := Bxxk t akYk; 

5. poser k := ktl et retourner à l’étape (3). 

LEMME 3.3. Suppobanb que &A condiLhti de ta V~&hkCan 3.2 aoi.e.nt ha- 

DÉFINITIOK 3.4. Nous dirons qu’une suite de couples I(akjBk)),EN est 

&&WA&Y.~Cti pu&G5&Q s’il existe un nombre réel Y’0 et un entier k tels 

que ak E [y,l! dès que k’ . 
kV 

Nous dirons qu’une suite de couples { (ak,Bk) jkCN est &e&@&e si 

lim a. -l-B = 1. 
k--m k k 

EXEMPLE e OLa Suite de coUpleS {($30)}kEN est essentiellement positive 

mais non rectifiée; 

4a suite de couples { (A,, 1-Ak) lkCN définie par 



si k est pair 

si k est impair 

est rectifiée mais non essentiellement positive. 

PREUVE. Il y a deux cas à considérer: 

(3-t E hT)(vk 2 [)(y, = xk) 
1 

De toute évidence, yk -f x,. 

'1 yp*'I 2 '1 y~-x~ll + Ijxp,/’ 

_ Ilxetl - QX& 
- X&l -t- I!x1-X*!l 

- 1 -- 
% “X&+l - (yBL) xLli +- il xp*ii 

ce qui est arbitrairement petit dès que 4 est suffisamment grand. Si, par contre, 

Yk = x k' a1ors '1 yk-x*!' = 'ixk-X*" 9 expression qui est elle aussi arbitrairement pe- 

tite des que croît l’indice k. 

Dans tous les cas on a que yk -f x,= 0 
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4. Application aux transformations multivoques 

Des deux définitions suivantes, la première est due à Berge cl1 alors que 

la seconde provient de Nussbaum C 121. Ici, 1 

tance usuelle dans B, c'est-à-dire que 

d (x,N := inf{!l x-a 

d(A,B) := inf{!l a-41 [ a E A9 b E B} = inf{d(a,B) [ a E A). 

'expression d( 1 09’ signifie la dis- 

On pose de plus d(x,@) := d(&B) := d(AJ) := 00. 

DEFINITION 4.1. Goit X et K deux sous-ensembles d'un espace de Banach 

B (X + @) et H: X -+ 2B une application multivoque. 

.On dit que H est &YL&-CV~~~UC &péhiW~~~ti tzn x, si, pour tout ou- 

vert V contenant H(x,), il existe un voisinage (relatif) V(x*) de x, tel que: 

x E U(x*) ==> H(x) c v; 

*on dit que H est quti&cotiaotan;te peut ttcypoti à K si, pour tout 

x E X, on a: d(H(x) n X,K) 5 d(x,K) (n.b.: si K # fl, alors H(x) n X + j3, 

vx E X). 

NOTATION. 

une application. 

X, Kc B, B un espace de Banach donné, et 

Pour tout x E x, nous poserons 

H:X+2 B 

HK(x) := Cy E H(x) n x j (32 6 K) (II Y-4 = d(H(x) II X, K))}. I 

Evidemment, il se peut que HK(X) soit vide. 

Soit f (@$,B,) )E;EN une suite de couples. Pour tout k E N, nous poserons 



d(xk+l'K) ' 
d(xk,K) 9 = x yk k 

PREUVE. Il y a deux cas à considérer: 

hlS Ce Cas, Xk+l = Xk et d(Xktl,K) = d(Xk,K) < d(xk,K)* 

Par hypothèse de compacité sur K, on peut trouver un x, E K tel que 

i/ xk-x*!i = d(Xk,K). 

Par le choix même du point 'k dans H(Xk) fl u, on peut trouver Un V -’ * dans 

tel que 

1' Y 'k - Y*ll = d(H(Xk) Tt I!, K). 

Pesons uk := Bkx, + aky* . Parce que lfensem131e K est convexe et contient I’ori- 

gine, alors 03 k E K. Donc, 

d(Xktl,K) s d(xk+] &j,,~ \ 
= [j Xh+l - q 7 
= Ij B,(x,-x*) + @j)&-y,:) ii , 
CI B 

k 
l/ (x k-x*) 11 t ak:i (yk-y*) 1’ 

= B]id (xk > K) . . t apd(H(xk) n U, K) 

YZ Byd(xk,K) + fi;d(xk9K) /- 

= pkd(xk,K]. F , 



4.2. 

il Cdk E N)(Y, + X$i 

k 
l-l pi+ 0. 

i=O 

X* dam K hkb que: xk + x*o J 
j 

PREUVE. Pour chaque k E N, soit zk un point de K tel que 

ii Xk-zk/j = d(Xk>K). 

Par la compacité de l’ensemble K, un tel choix est toujours possible. Appliquant 

le lemme précédent, on obtient que 

ii x ktl - ‘k+l’, 
1 = d(xk+l,K) 

= Pkii xk-zk!! 

donc que 

k 

Ii x k+l - ‘k+l’ 11 ’ ( ~ Pi)/ixO~zOil ’ 
i=O 

k 
Comme, par hypothèse, n pi + 0 alors I/xk-zkii + 0, 

i=O 
or {zkjkcN ’ K. Par com- 

pacité de K, on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente, disons 

{ 1 ‘kj jrN’ Not ons par x, sa limite dans K. Alors 

iiX k -X*i, < I!x 

j 
k. -Zk 

3 j 
il + ii’k -x,/i 

j 

c Y est -à-dire que 11X k. -x,lj -t 0 lorsque j -f 03. Par conséquent, xk + x, E K. 
3 j 

La question que l’on pourrait poser maintenant est : existe-t-il une suite 

de couples ( (ak, Bk) }kCN ayant les propriétés requises pour satisfaire les condi- 

tions du Théorème 3.5 et des Lemmes 4.2 et 4.3? La réponse est oui, et est donnée 

par 1 ‘exemple suivant e 



EXEMPLE. Soit cy. > 1 un nombre réel. La suite de couples ((ak,@k)&N, 

dont la définition apparaît ci-dessous, est: 

ak := 
Vk E N 

. essentiellement positive; 

. rectifiée; 
k 

. telle que lim Ti pk = 0. 
kwi=O 

Nous suivons la terminologie de Halpern C SI en ce qui a trait à la pro- 

chaine définition. 

DÉFINITION 4.4. Toute Suite de couples {(ok,@k)jkEN ayant les proprie- 

tés mentionnées à l'exemple précédent sera désignée sous le vocable: duLte, accep- 

Xat3.h de couplti. 

THÉORÈME 4.5. S0L.t U UM buub-e~~Qcmb~e convexe @.kmé lcunteimnt Pc&& 

gine 0) d’un Espace de Ranach B, K un cunvQXQ cumpcrc;t (contenant -l’ukigine 0) 

de B (7k H:U-+Z B une appfictiun. Si 

0 H(.) n U CA/~ nemi-continue /IsupétiQuhemwt dan4 u; 
ii) (Vx E U)(H(x) n U tik cUm~a&); 

PREUVE. Montrons tout d'abord que I-i est quasi -contractante par rapport au convexe 

compact K. Notons par zx un point de K tel que 
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d(x9zxl = infCl(x-211 ] z E 0. 

Par compacité de K, un tel zx existe toujours. ,Alors 

d(H(x) n U, K) = inf{lly-zl/ i y E H(X) n U; z E K) 

< - inf{Ily-z Ii 
X 

[ Y E H(x) fl U) 

= d(H(x) n U, zx) 

5 d(x,zx) 

= inf{IIx-zI/ j Z e K) 

= d(x,K). 

Etudions maintenant la suite de bas e 

Posons x, : = xl. Evid 

De plus 1 1 hypothèse (i 

Appliquons le Lemme 4.3 

suite de base {x 1 k keN 

tels que 

emment, x, 

i> amène qu 

. On peut a 

et un point 

E 

e 

.l 

{x,), N = tf. 1 I 1 Y a deux cas à considérer: E 

U. L’hypothèse CV il entraîne que xk + x,. 

x, = Y1 ’ HK(Xl > = H(x$ n U C H(x$ = H(X,). 

ors trouver une s 

X, E U n K (car 

ous -suite Ix 1. kj geN de la 

U est fermé par hypothèse) 

Reprenant la preuve du Lemme 4.3, on a de plus que 

‘k -+ x, 
j 

I!x k. -‘k II + 0. 
3 j 

Faisons maintenant 1 ‘hypothèse que x, ne soit pas dans l’ensemble I~(X,) n U. Par 

compacité des ensembles H(x,) n u et IX,), on peut trouver deux ouverts disjoints 

0 et V tels que: x* E 0 et H(x,) n U c V. En prenant 0 de diamètre suffi- 

samment petit , on peut faire en sorte que 

P := infQx-yIl 1 x E O* I t J y E VI 



soit strictement positif. Par semi-continuité supérieure de 1 *application 

H(.) fl U dans U, on peut trouver un voisinage 0’ de x, dans B tel que 

x E 0’ n u -> H(x) n u c v. 

Posons 

w  := 0 n 0’. 

W est un voisinage du point x, dans B. Comme xk -+ x, et zk + x,, alors 
j j 

‘k. et ‘k sont dans W dès que 1 ‘indice j est suffisamment grand. On a ainsi 
J j 

pour cet ensemble d’indices que 

‘k jZk 
E cv c 0 et 

j j 
!I(X~ ) n u c V. 

j 

Or 1 *hypothèse (ii) amène que d(H(xk ) fl U, 
j 

zk ) 5 d(xk 
j 

,zk j. Mais, par la re- 
j j 

lation (S), d(xk ,zk j -+ 0, c’est-à-dire que 
j j 

d(H(xk ) fl U, Zk > -+ 0. Finalement, 
j i J 

0 < P 

q inf(Ijx-yIl i x E 0; y f VI 

5 inf{Ilx-yjJ j x E F:; y fi VI 

5 inf{lI zk -yI/ 1 y E VI 
j 

5 inf{ Ii zk 
j 

-ylj j y E licxk j n c’) 
j 

= d(H(xk ) n U, 
j 

zk ). 
j 

La suite {d(H(xk ) n U, 
j 

zk j}. ne peut donc converger vers zero. Contradiction. 
j 

J EN 

Donc x, E H(x,) fl U = H(x,). 

5. Application aux processus de Mann 

DÉFINITION 5.1. Soit U un sous-ensemble convexe (contenant l’origine U) 

d’un espace de Banach B, H: U + 2 B une application, x o, p deux points de U 

et a 2 0 un nombre rcel. Notons r?l := ((x,1, FhY, IYk;Lfi& et \.-A L 

b!’ := (k+kcN, (y;c$&N ), deux suites de Mann associGes respectivement aux appl ica- 

tions H et H(.)-p (ici, yk-p e H(xk)-p), ces suites ayant toutes deux le 

“germe” commun x0. Nous dirons que (M,W ;~*,U,xo,p;a) est la donne d’un ]?wc.en&bJ 



de Mann si 
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EXEMPLE. *Soit T: U+ B une fonction et p = 0. Alors 

(M,M' ;T,U,xo,U;a) est un processus de Mann, VM,M' ; Vx0 E U; Va 2 0. En effet, 

il est facile de voir que 'k = Yk' Vk E N. 

*Soit T: U-+ U une application lipschitzienne de constante L. Alors 

(M,M';T,U,xo,p;L) est un processus de Mann, VM,M ; Vxo,p E u. 

LEMME 5.2. Soi2 X un mwmbRe nvn vide d’un tipace de Barzach B, p un 

pin2 de B eZ H: X -+ 2B une appfictiaut.. ?%auna Xf := X-p ti bufcipo4onh que 

i) H aoti quad-corttrlactaie pst 4appo4.t à i?emmb~e K := (pl. 

PREUVE. Nous ne ferons la preuve que pour la partie 
m  

l  

d(G(x'-p ) n X’, K’ 
1 

= inf{)Iy-011 j y E G(x'-p) r! X'} 

= inf{jly/! j y E (H(x')-p) (7 X')} 

= inf{/lyli 1 y E H(x') n X-p) 

= inf{j/y'-pli 1 y* E H(x') fl Xl 

= d(H(x') fl X, K) 

< d(x',K) 

= I/x * -pjj 

= d(x'-p,K'). C 

G(x'-p) := H(x')-p 

ti ce, vx' E x. Ahta 

a) (Vx1 E x) ((H(x*) -p) n x’ = H(x*) n x-p); 

b) G e~k qua&&-cun&ackaLtte pan RappokZ au convexe cumpac2 IV := (0). 



i) X0=0; 

ii) (Vk E N)(Xk+l 5 1 - ak +ahkak). 

k 
8k 5 (‘-k-j) ’  

i=k-jtl 

PREUVE. La preuve sera faite par récurrence sur k. Pour k= 0, il n'y a rien à 

montrer car 8 0 = aXoao = 0. Supposons maintenant que l'inégalité soit vraie pour 

k 2 0. Montrons qu'elle est alors aussi vraie pour On a que 

*ktl = "ktlaktl 

' "(l-aktek)aktl 

= (Iak)aktla ' aekaktl 

j (l-cik_j) TT 
i=k-jtl 

ai aj aktl 
1 1 

= (l-a$aktla ' 
k 

(‘-“k-j > ' aiaktl 1 
J+l 

i-k-j+1 

k+l 
= (l-akbktla i' (l-a ktl-j ) ~ 

i=ktl-j+l 

kl 
(l-a ktl-j ) IT 

i=k 1-jtl 
ai aj. n 

1 

THÉORÈME 5.4. Sukt U un duua-mmnbRe cunvexe &24mC (cutienant S'u4+& 

ne 0) d’un tipace de Banach, B, p un pui.ti de U, H: U -+ LB une. app&ctiLujq 

il (VX E U) (H(X) n u ut compac;t); 

ii) H U/t quahi-curlktrczotatie pst happuti il Pen5embLe 

aLu4A p e& un pukt &ixe de H, c’e.G-it-dtie que 

K := Cp); 
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v) eeh autiti (XklkcN eft { y&0 aati dé&Ltia comme au femme 4.2; 

vi) la AuXR:Q IxkIkCN 4nk cmwtauzke db que y1 = xl, pautt un ceLl2C.n 

l E N (hi, jamah un tel Lndicc! exA12) ; 

vii) (M,M';H,U,xo,p;a) wt un ptuce~au~ de Mann; 

ULUU, /loti dEpendati de la V&U du partamè%e a, LU cunc.tti~u~n auhanta mn.~ 

/ 
a<1 . 

fa atie {x,1, N E dunnQe pm PaLgutihme de bue cunvehge V~AA un puiti &LX~ x, 

de Pappfictiun H. 

. ‘b bd& $3, N E dunnQe par R’alqu~hme de base cunwtige VULA un paM ‘ 

@Xe x, de AT ‘appUcaZ&n H; 

x* de PappRicu~~un H 

puun chaque E > 0, un peut O~uuvek un numbtre kE E N X& que 

xk E B(x*;/lx,lI+~) f-l U, ch que k 2 kE. hi. B(x;o) := (Y E B j d(x,yl < d. 

PREUVE. Montrons premièrement que l'ensemble des points fixes de H est non vide. 

Une des hypothèses veut que p soit dans U. Mais d(H(p) Tt U, K) = d(H(p) f7 U,(p)) 

5 d(p,{p)) = 0, c'est-à-dire que, l'ensemble H(p) fI U étant compact, donc fermé, 

p E H(p) !l U c H(p). 

Montrons maintenant que les conditions recherchées sont satisfaites. 

cet effet, considérons la suite de base 

Deux cas peuvent se présenter: 

]] . 

{x,), N ’ u E X 0 comme "germefr. 

A 

Posons x, := xR. Evidemment, x, E U. L'hypothèse (vi) entraîne que 'k +- '** 

De pius, l'hypothèse (i) amène que x, = y1 E H(x,$ f-I U c "(x1) = H(x,). La 



première condition du cas in est donc vérifiée. Elle est aussi vraie dans 

le cas [Xl . 

1 

j  (Vk.c N) (Yk + xk)  j  l  

Posons UV := U-p et définissons G: UT -+ 2 B par la formule 

G(x’-p) := H(x’) -p 

et ce, Vx’ E u. Le Lemme 5.2.b affirme que G est quasi-contractante par rapport 

au convexe compact IV := (0). Il est facile de voir que les conditions du Lemme 

4.2 sont maintenant satisfaites. Examinons alors le comportement de la suite de 

base {xi-p}, N C U’ 
E engendrée à partir de 1 ‘application G et du “germerr x0-p. 

< Par commodité, posons xk := Xi-p et yk := yk-pJ V k E N. Deux cas peuvent sur- 

venir ici aussi: 

Posons T, := $. Alors x, = G1 = ye E GCxQ) Il U’ = G(i,) n U’ = H(xJJ 0 U’ => 

N 
x* E H(x:)-p ==> ;, t p E H(x;) => xi E H(x;). La suite des {xk}kCN c U a donc 

comme *‘germe” le point x0 pour devenir constante de valeur x4 à partir de 1 1 in- 

dice le. 

Appliquons le Lemme 4,2 aux suites {Xk}kéN et (Yk}kCNo On a que Ilxk+lii = 

d(xk+l,{O}) = d(&‘K’) 5 okd(:k,K’) = okd(:k,@}) = pklxkll - Donc, pour tout 

k E N, on a que 

La suite de couples {(ak,8,)3kEN étant acceptable, par 1 *hypothèse (iv) 9 alors 

l&i -+ 0. Donc, Xk + 0. Par conséquent, la suite des {xklkCN c U a donc comme 

“germe” le point x0 et converge vers le point xi *+fT> = 0 -t. p q p E I-I(p), 

par la première partie de la preuve. 



Dans les deux cas, la suite (x;c)kCN C U part du “germe” xo et converge 

vers un point fixe XL de l’application H. Etudions cette suite plus en détail. 

A cet effet, considérons à nouveau les deux cas mentionnés ci-haut. 

Supposons que k 2 L. Alors Xk+l = xk = yk = z*. Donc, x, = Tk+l = xi+1 - p = 

XL - P => ‘i+l = XL = @kx; ’ a& -+ (l-p@; = f$x; -+ aky; t (l-$)x& Ici les 

suites {xl 1 k kcN et bj&N sont constantes de valeur égale à XL dès que k>l. 

Dans ce cas, le point yk correspond au point yk du Lemme 4.2.iii (et le point 

“k au point xk de 1 *algorithme de base). 

k l  

( ‘dk E N) (Y, + ;,, l  

Alors, Xktl = Bkik t ctkYk => Xktl - p = B,(x;-p) + (+$$-p) =’ X;+l = Bk”h + 

okyk t (1-ok)p. Rappelons que pk := ak + f$ Vk E N. 

Dans les deux cas yk E G(xk) n UV = H(xk) n Ur = H(xi) fl U-p (par le 

Lemme 5.2.a).<=> yk t p E H(xk) fl U <=> yk E H(xk) n U. Donc, yk, jouant le rôle 

du point yk, satisfait à la condition (iii) du Lemme 4.2. Sous forme abrégée, 

on peut écrire que 

Xktl := 6& $- a$$ + (l-pk)Ak 

où 

i 

$9 si le premier cas est vrai et kr.t 
Ak := 

P 9 dans tous les autres cas. 

Considérons maintenant la suite de base {xk)kCN engendrée à partir de l’applica- 

tion I-I. Rappelons que yk + xk, Vk E N. On a donc que 

Xk+l := kkta&’ BX 

Dès lors, 
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II xl kt 1 - Xk+lii = il+$x~-xk) + ak(Yi-Yk) + il-Pk)A,il 

’ B II k Xk-xkll f a+ Yk-Ykll t ( ’ -P,) ii akii 

2 (B,+a,) I! x;c-xkl! t (l--P k) 11 ‘kil 

= p kil XksXkli ?!- ci+ k) liAkIl 

car (M,W ;H,U,xo,p;a) est un processus de Mann de constante a 5 1 (hypothèse 

(vii)). Montrons maintenant que 

t 

cvk E N) (il Xk-xkl/ 2 Ii AkIl ) 

7 

. 

c 

La preuve sera faite par récurrence sur k. Pour k = 0, l’inegalité est v6rifiée 

car “0 0. = x Supposons-la vraie pour k. Montrons pour ktl en se servant de 

l’inégalité (7). 

lb’ ktl - Xk+lil i PkIi ‘kaxkII t cl-P$ Ii n,ll 

’ PkiiAkll t (‘-Pk) II ‘kjl 

= IlA II k 

’ I! Ak+lIi 

car la suite {IiA,li jk N est non décroissante grâce à l’hypothèse (iii). Considé- 
E 

rons les deux cas suivants: 

Alors lim xk = lim Ak = A := p 
k-+ k* 

IlX,-Aii 5 Ilxk-x~i/ + ii$-Aii 5 11 A,l 

grand. La seconde condition du 

Pour chaque k E N, posons 

xi, tout dépendant de quel cas est vrai. Donc, ou 

i -4 

cas 

ixk--Ail 5 !/Aii t E, dès que k est suffisamment 

pc-T-j est bien vérifiee. 

! ix’ -Y 1’ ,k’kcl I = lkiiAki/ . 

on pose xk : = 0 dans le cas oÙ AI, = 0. Evidemment, x0 = 0 et xk 5 1, _ ‘. 



Vk E N (voir preuve ci-haut). Reprenons maintenant l'inégalité (6). Alors 

5 (6 +-ca )11x k k {-xkll i- (l-Pk)lt AkIl 

= (“ktaak) +)I ‘,ll + (1-P,) Ii ‘kJ/ 

= (Xk(Bk+aak) + 1 - P,) 11 a,ll 

lAA II ktl ’ o&(6ktaak) $- 1 - P$I 

= (1 - (l-($$$)lbktlil 

2 (1 - (l-“Xk)ak)lbk+lll 

= (1 $- (~+$)“k)//Ak+l/l 

Deux cas sont maintenant à considérer: 

- (l-+&)bktlll 

. 
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Alors xk = xk, Vk E N => lim x 
k* k 

= lim xk = A:= p OU XL, qui est un point fixe 
k- 

de l'application H, par ce qui a été vu plus haut. La condition 'la<ll est 

donc bien vérifiée. 

Sans perte de généralité, on peut considérer 1 comme étant le plus petit indice. 

ayant cette propriété. Alors, par monotonicité de la suite de scalaires 

Posons 

a k := 'kt,e-1 

et ce, Vk l N. Alors x = x1 1 = 0 et Xktll/Aktl/j = Xkt@kt~Ii S (1 - (1 - 
0 

A- 
dkak9 car (IAktl(I > 0, Vk E N. Posons 

-- 
0k := aXkak 

et ce, Vk E N. Le Lemme 5.3 affirme alors que, Vk E N, on a 



où 
k - 

kj '= C1-ak- j ) iT a. 
i=k-j+l i 

pour lrj sk. Manifestement, 
. 

0 F ~k,j ~ 1, ~3, Vk. Montrons maintenant que 

f$ -+ 0. Choisissons E > 0. Puisque Gk -+ 1 (hypothèse (iv)), il est certaine- 

ment possible de trouver un nombre 4! E N E tel que si k-j > lE alors 
- 

kj I l-ak_j < E. Soit donc k E N avec k > L,. On peut écrire que 

UV 

Or j 5 k - LE 

obtient 

k-l,-1 k 
c 'k,jcl 

j + c 
j 

j= l  j=k-lE ‘ k Ja  l  

1 <=> k - j 2 lE: t 1 > XE. Donc, reprenant l'inégalité (8), on 

k-LE-l k 
ek 2 1 EJ + 1 j 

j=l j=k$ 'k,jC1 

* . k * 
5 E 1 a' + c 'k,jo 

j 

j=l j=k-1, 

k 
=SE-+ 

1-o c 
j=k-lE 'k,jo 

j 

k . 
<Ea+ 
- l-a c a' 

j=k-lE 

k-R-4 
-(C+a t )a 

l-a l  

Par hypothèse, on a que a < 1. 
k-LE-1 

Il est donc possible de trouver un nombre kE E N 

tel que a < E dès que k - lE - 1 > kE. Soit donc k un tel indice, 
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c'est-à-direque k-~~-lrk~=>k-k~t~~+l>LE~> 

_ 2aE 
l-a l  

Ainsi 8k est aussi petit que Von veut dès que k est suffisamment grand. Par 

conséquent, ek + 0. comme rktl < 1 - ck t ek et que Fk + 1, alors rk + 0 =’ 

Ak+- 0 =’ Il$-xkl/ -+ 0 (la suite des scalaires ( ;I Akii }kcN est en effet constante 

après un certain indice 1). Nous avons déja vu que xi -+ A :=x’. ou p, un point 

fixe de l'application H. En conclusion, xk -+ A, un point fixe de Ho La condi- 

tion l-1 est donc vérifiée. 0 

6. tielwes exemnles - - 

a) Posons 

formule 

U = B := R2, p = 
2 

(091) et définissons H: R2 + 2R par la 

H(x) := [p, 2”1 

7 
et ce, pour tout x E RL. Ici, le symbole CP,Ql signifie le segment de droite 

fermé joignant les points P et Q. Alors WWLB,xo,p;O) est un processus de 

Mann, 'dxo E B, Car Yk = yk = P, tlk E N. Il est en effet facile de voir que 

HK(x) = {p), I!i, = (01, où K := {p> et Kf := (0). De plus, H est quasi-con- 

tractante par rapport à IL En effet, soit x E U. Alors, 

d(H(x) n U, K) = d(Cp, y1,cp}) 

= inf{lly-pi! / y E Cp, y11 

= 0 

5 II X-PI1 

= d(x,{p)) 

= d(x,K). 



r 
, . -- - 

Il est facile de voir aussi que p est l’unique point fixe de 1 ‘applica- 

tion H. C’est donc un point de norme minimale. Choisissons maintenant une suite 

acceptable de couples 1 (a,, f$) jkEN, avec ak -+ ‘9 et appliquons le Théorème 5.4, 

cas laclJ . On obtient que 

où {+kcN est la suite engendrée par l’algorithme de base. 

b) Nous reprenons ici un exemple donné dans Petryshyn cl41 page 464. Po- 

2 sons B := R , U := boule unité dans R2 (considéré comme espace euclidien usuel) 

et T:U-+U la fonction définie par la formule: 

T(x,Y) = (- ;> -Y> 

et ce, pour tout (X,Yl E u* 

. T est lipschitzienne de constante L = 1. Donc, (M,W ;T,U,xo,p;l) est 

un processus de Mann (voir l’exemple suivant la Définition 5.1) ; 

. 0 est l’unique point fixe de T dans U; 

. T est quasi-contractante par rapport à K := (0) . 

Choisissons une suite acceptable de couples {{ (akjBk)}kcN, avec a -+ 1. 

Appliquons le Théorème 5.4, cas la] . On obtient que 

première alternative 

Xk -+ @, le seul point fixe de l’application T. 

seconde alternative 

(‘dE ’ 0) (3k, E N) (k 2 kE => xk E B(O;llOllt&)) <=> (VE > 0) (3kF E N) (k 2 kE 

=> xk E B(O;E)) <==> xk + 0. 

En conclusion, on obtient dans les deux cas que 

xk + 0 = T(0) 

où 0, N E est la suite engendrée par l’algorithme de base 



Cl L’exemple suivant est un contre-exemple classique dû à Lindenstrauss 

L-101. La raison d’être de ce contre-exemple est de montrer qu’il existe une appli- 

cation lipschitzienne (de constante L = 1) définie sur un convexe borné fermé d ‘un 

espace de Hilbert , possédant un point fixe, et dont la suite donnée par 1 ‘algorith- 

me de Krasnoselskii (cl est-à-dire, l’algorithme (2)), à partir d’un point x0, ne 

converge pas en norme. 

‘ek’k N E 

Rappelons brièvement au lecteur la construction de cette fonction. 

une base orthonormale de Nous allons définir une suite 

Soit 

‘xk’kcN ‘ ‘2 de la façon suivante: posons xl := el et, pour un certain entier 

nl, les points x2,...,xn sont choisis dans le plan Oel e2 de façon à satisfaire 
1 

aux condit ions suivant es : 

. Iixkii = iiT(Xk)ii ; 

. <Xk,T(Xk)>/lixkII 2 = COs(2@l) 

pour k = 1,. . . ,nl-1. De ces relations, on peut voir que le triangle A0x.x. est 
1 J 

congruent au triangle ART, pour i,j = l,...,nl-1. Pour déterminer les 

valeurs nl et ~1, on pose 

7r y := $nl-1) nl > ~~,cos(cpl) 
nl > 3 

-4 

en remarquant que ceci est toujours possible, car cos($n)n -+ 1. Considérons main- 

tenant un point y1 dans le plan Oele2 tel que IJyl/l = //xn/j et tel que l’angle 
1 

compris entre x et 
nl y1 soit égal à 2~1. Posons zl := 4 (yl+xn ) , et remar- 

1 
quons que 

- T(xk)ii < lixn 
1 

- xki/ 

pour k = l,...,nl-1. Il existe donc un scalaire positif Al tel que si 

T(x 
nl 

) = zl t Xle3 alors 

livxnl) - T(xk) ii ’ iixn 
1 

- xkii 

k = l,...,nl-1. De cette construction, on peut déduire aussi que 



Le reste de la suite est construite de façon similaire. On utilise mainte- 

nant le théorème de Kirzbraun [SI pour étendre le domaine de définition de l’appli- 

cation T au convexe borné fermé C = clo({xk~k~N U {T(xk&N). On démontre en- 

suite que 

.T:C-+C est lipschitzienne (de constante L = 1); 

. la suite IXk)kcN est divergente en norme; 

. la suite IXkIkcN converge faiblement vers 0. 

Donc la suite (~k)k~N donnée par l’algorithme de Krasnoselskii ne con- 

verge pas en norme vers un point fixe de T. Or, par le théorème d’Opia1 1131, 0 

est un point fixe de T. 

Choisissons maintenant une suite acceptable de couples { (oik,Bk) }kcN, 

avec ak ne convergeant pas nécessairement vers 1. Nous affirmons que 

xk -+ x, = T(x,), où CXklkCN est la suite donnée par l’algorithme de base. En ef- 

fet, si T(xQ) = x , pour un certain indice l E N, alors xk := x , Vk 2 1 , 

(voir l’étape (4) de 1 *algorithme de base). Donc X~+X* :=x. Supposons alors 

que Xk + yk, Vk E N. Or 

Ainsi 

Comme la suite de couples ( (akjBk)}keN est acceptable, alors xk -+ 0 = T(0). Si 

l’on pose 

(9) 

et ce, pour tout k E N, nous obtenons alors le corollaire suivant: 
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du choix du “geme” x0 E c. 
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