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L’ENTROPIE ET LE MEILLEUR ESTIMATEUR CONVEXE 
D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE 
Raymond Leblanc et Silviu Guiasu 

Summary 

The best linear entropie estimator for a normal random variable is deter- 

mined. For establishing the best convex linear approximation of a finite or denu- 

merable set of random variables we use the principle of maximum entropy. 

Résumé 

Nous déterminons le meilleur estimateur linéaire entropique pour une va- 

riable normale. Pour obtenir la meilleure approximation convexe pour un ensemble 

fini ou dénombrable de variables aléatoires, nous employons un principe d’entropie 

maximale. 

1. Le meilleur estimateur entropique pour la moyenne d’une variable aléatoire 

gaussienne 

2 
Soient X une variable aléatoire gaussienne N(ux,oX) et X1, . . . . Xn un 

échantillon . Nous dirons que 

n 
Y = c 

i=l 
aiXi 

est le meilleur estimateur linéaire entropique pour px si Y est non biaisé, i.e. 

Mots clés: Principe d’information maximale, estimateur convexe, entropie. 



E(Y) = vx 

et si H(Y) = min{H(Z); Z = E B,xi) où H est l'entropie de Shannon [ 1.1. Pour 
i=l 

une variable aléatoire continue Z, dont la densité est f(z), nous rappelons que 

l'entropie est définie par H(Z) = - f(z) Ln f(z) dz. 

Le meilleur estimateur linéaire entropique pour la moyenne est donc l'esti- 

mateur linéaire non biaisé qui minimise l'entropie par rapport à l'ensemble des com- 

binaisons linéaires des c omposant es de 1' échant illon. 

THÉORÈME 1. 
2 

PUWL X une vtibkk a.&Uatie gau&ienne N(ux,a ), tee 

(1) 

PREUVE. 

Y= 
x1 t . . . t xn 

l  

n 

Considérons un estimateur de la forme 

n 
Y= 1 (3.X.. 

i=l 11 

L'estimateur Y sera non biaisé si et seulement si 

( 1 * 
n 
c a. = 1. 

i=l 1 

Comme Y est une combinaison linéaire non biaisée, nous aurons 

Y- 2 
w-py) 

où cl 2 n .2,2 
Y = 1 

i=l ix' 

L'entropie de cette variable aléatoire est (voir [ll, C21) 

H(Y) = ; t 2 f + Ln(2'iray). 

Dans ce-cas, minimiser H(Y) équivaut à minimiser 

miner 
n 2 min 1 a. 

i=l IL 

2 
“Y’ 

Il nous faut donc déter- 

sous la contrainte (A). La solution est évidemment donnée par 
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1 
ao =i? Ci =1 

1 
,...,n). 

Par conséquent, la meilleure combinaison linéaire entropique correspond bien à (1). 0 

Ainsi, pour une variable aléatoire normale, minimiser l'entropie est équi- 

valent à minimiser la variante. 

2. La meilleure combinaison convexe de variables aléatoires 

Soit Xl,...,Xn, n variables aléatoires définies sur un même espace de 

probabilité et ayant des moments du premier et du deuxième ordre (i.e. moyennes et 

variantes finies). Considérons une combinaison convexe 

n 
(2) Y= c c.x- 

i=l 11 

où c i 2 0, (i = l,...,n) et 

(3) c c. = 1. 
1 

Les coefficients ci, (i = l,...,n) expriment la %ontribution" de la 

variable X. 
1 

à la combinaison Y, Remarquons que c = (cl,...,cn) satisfaisant 

(3) représente une distribution de probabilité discrkte. Pour déterminer la meil- 

leure combinaison convexe (Z), celle présentant la contribution la mieux équilibrée 

des variables Xl, . ..) Xn. Nous introduirons le critère suivant. 

Déterminer le vecteur de coefficients c = (cl,...,cn) qui est "le plus 

large possible*' tout en respectant des contraintes données a priori. Plus précisé- 

ment, déterminer le vecteur des coefficients qui maximise l'entropie H 

n 
(4) H= H(c) = - 1 c i h c. 

i=l 1 

et qui est compatible avec des contraintes données. Appliquant ce principe d'entre- 

pie maximale, nous construisons une combinaison convexe qui est la moins discrimi- 

nante parmi toutes celles qui respectent les contraintes. 



THÉORÈME 2. 

a) Etant ciannt! aucune cufititie, La mei-l&~~e cumbhzainun cunvexe cfe~ 

vaG.abLti aUa.tudw~ x~,...,x~ wt la muyenne ah&ntique 

(5) Y= 
x1 + . . . + x* 

. n 

b) Si La moyenne de Y e& dunn&e, E(Y) = p, R.a mei.Uwe combi.n&on 

cunvexe de x~,...,x, tift 

n 
(7) @(f3) = 1 e 

-UiB 

i=l 

c),t 6 la aul.uLLun (un.iqueJ de &'&patiun 

(8) d kh Cp -= -p* 
dB 

PREUVE. a) S* il n’y a pas de contrainte autre que (3)) l’entropie (4) des coeffi- 

cients est maximale pour la distribution uniforme (voir Dl, pp. 3-4) 

1 
c* =ÏY Ci = 1 

1 
,...,n). 

(9) 

b) Si E(Y) = p est donné, de (2) nous obtenons 

n n 
CI = E(Y) = c ci E(Xi) = c cicri 

i=l i=l 

et la valeur maximale de l’entropie (4) compatible avec les contraintes (3) et (9) 

est donnée par la distribution de Gibbs (voir Cl], p. 296) 

1 -BUi 
c. =- 

1 
o(Bl e , i = l,...,n 

où @(B> est donné par (7) après avoir substitué (10) dans la contrainte (3). Le 

nombre 6 est la solution de l’équation (8) obtenu en introduisant (10) dans (9). 

REMARQUES. 1’ Si Xl,...,X, sont des variables aléatoires observables 

et si Z est une variable aléatoire donnée ayant une moyenne E(Z) = y, la 
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meilleure approximation linéaire de Z par une fonction de ces variables aléatoires 

observables, compatible avec la moyenne p est donnée par la distribution de Gibbs 

(6) . 

z” Très souvent la solution de l’équation (8) est un nombre transcendant. 

Cependant 1 *équation (8) est de la forme 

G(B) = 0 

où G est une fonction strictement croissante prenant des valeurs positives et né- 

gatives et par conséquent il est facile d’approcher itérativement la solution f3. 

Par exemple, si 

% = 6, p2 = 8, p3 = 12, p = 10,92 

nous avons 

B% -0,3914263 , Q(B) = 143,00675 

et la distribution de Gibbs dans ce cas est 

Y= 0,0732164 X1 t 0,1601757 X2 t 0,7666079 X . 3 

THÉORÈME 3. POUA x1,x2,.g., une atie de va.tÀabL~ atb1.20&~ &cUti que 

‘k = E(Xk) = ka, k = O,l, . . . (a > 0), 

Y la ~CX&L.LU com6inainan convexe de cen vattiablu, comptibkk avec la mayenne 

PREUVE. Nous devons maximiser 

Hz- c 
k=O 

ck ih ck 
sous la contrainte 

WI 
00 

1 = c 
k=O 

ck, ck 2 0 (k = O,l,... ), 
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(13) 

En utilisant les procédures habituelles pour résoudre ce problkme variationnel, 

c c ka. 
k=O k 

nous obtenons 

(14) 'k 
= e--BLJk k = O,l,... 

où a et f3 sont les deux multiplicateurs de Lagrange. En introduisant (14) dans 

(12) et (13), nous obtenons 

WI 
1 -kk 

ck = Q(B) e , k = O,l,... 

00 
@(fi)= 1 emBka= 

k=O 1 
1-p 

a - e 

p = - Q'(B) aemaB 
cp(B> = 1 _ e-aB 

i. e. 

(16) Q(B) = y , e-aB = 1-1 
a+l.c’ 

De (15) et (16), on tire 

0 = O,l,...) 

Y = c 'kXk' 

nous obtenons (11). 
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