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GÉNÉRALISATION DE LA SÉRIE GÉOMÉTRIQUE 
ET APPLICATIONS 

François Dubeau et Jean Savoie 

Summary 

We analyse a generalization of the geometric series and deduce results 

concerning circulant matrices occurring in periodic splines interpolation problems. 

Résumé 

Nous analysons une généralisation de la série géométrique et en déduisons 

des résultats concernant les matrices circulantes rencontrées dans les problèmes 

d* interpolation à 1 *aide de fonctions splines périodiques. 

1. Introduction 

L’interpolation à l’aide de fonctions splines périodiques donne lieu à 

l’étude de systèmes linéaires formés de matrices dites %irculantes’! (cf. C23, [SI, 

c91, L-121). Pour obtenir des majorations d’erreur (cf. C21, [SI, C73, C83, C93, 

C 141, US]) et des développements asymptotiques (cf. C!?l, Clll), nous devons étudier 

la régularité de ces matrices et obtenir des estimations de la norme 11 .llQ) de ces 

matrices. Ces deux derniers problèmes ont déjà été considérés par différents au- 

teurs (cf. C21, C61, ClOl, ClSl) et l’objectif de notre travail est d’en présenter 

un traitement unifié et complet à partir d’une généralisation de la série géométri- 

que. 



Nous débutons par l’étude d’une généralisation de la série géométrique à 

laquelle nous associons un polyname. Cette série et ce polynôme dépendent d’un pa- 

ramètre e Cette première partie est une extension du travail de R. Stalley C131. 

Dans la deuxième partie, nous étudions le comportement des racines du polynôme par 

rapport au paramètre. Les matrices **circulantes ‘* du problème d’interpolation, pou- 

vant être générées à partir de ce polynôme et d’une matrice de permutation, font 

l’objet de la dernière partie. 

2. Une généralisation de la série eéométrique 

Si n est un nombre entier et t est un nombre réel, la série 

-t z ) 
nk 

converge absolument pour tout nombre complexe z tel que Iz( < 1. Cette série est 

une généralisation de la série géométrique puisque 

Ko(t,z) = +y a 

En fait, nous avons 

(2) 

d’où 

Kn(t,z) = (z aE - t) $1 CL z> 9 

(3) a 
Kn(W = (z $y  - Qn(&) l  

La première étape consiste à associer un polynôme à cette série. 

THÉORÈME 1. 11 exi&e un pa&yno"me de de@ au ~&LA n, ridé p (t,.), /~CC ’ n 

Kp,z> = 
Z 

(1-z) 

n+l Pn(tpz) l  

DÉMONSTRATION. Procédons par induction sur n. Observons que p,(t) z) = 1 et pour 

n 2 1 utilisons (2) pour obtenir la relation de récurrence suivante: 
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(5) PnCLz) = W-t> + (n-l+t)zlpn l(t,z) + z(l-Z) ‘&- p, l(t,z), 

qui nous permet de conclure. 0 

Pour identifier les coefficients de p,(t,.), posons 

Pn(t9z) = f fn(t,r)zr 
r=O 

et utilisons (5). Nous obtenons 

f,(t,r) = (n-rtt)f, l(t,r-1) t (rtl-t)fn l(t,r) 

pour r = O,...,n. Sachant que fo(t,O) q 1, nous en tirons fn(t,O) = (l-t)n et 

f,(t,n) = tn, et en procédant par induction sur n, nous obtenons le résultat sui- 

vant. 

THÉORÈME 2. LU ntl coe&$~~~eti de pn(t,.) ~on.~ 

fn(t Jl = f (-l)m(nml)(rtl-t-m)n = Vntl[(rtl-t)n~~O,_)(r)] 
m=O 

pou4 r = O,...,n, Uù XA e~/f: la @ztiun cmac;tOÛktque de Perwmb&e A ek V 

eût L'upEmtaa aux di&@Zuncu &nh tLEgtLu.hm. CI 

Ainsi nous obtenons la formule 

n 
Kn(Lz> = 

Z 
c 

(l-z)"+l r=O 
zv ' ntlC(r+l-t)nxLO,m)(r)l 

qui ramène le calcul de la série infinie (1) à un nombre fini d'opérations élémen- 

taires. 

REMARQUE 1. Notons que p,(t,z) = 1 tandis que pour tout n 2 1 le poly- 

nôme p,(t,.) est de degré n si et seulement si t + 0, car fn(t,n) = tn. Puis- 

nous en déduisons que 
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pn(l,z) = z pn(O,z) 

et pn(O,.) est un polynôme de degré n-l. 

REMARQUE 2. De (5) nous obtenons p,(t,l) = n p, l(t,l), ainsi 

p,(t,l) = n! 

REMARQUE 3. Sachant que V n+lq(x) = 0 à chaque fois que q(.) est un po- 

lynôme de degré inférieur à ntl, nous avons 

0 = V"+l(r+l-t)" 

= f (-l)m(nml)(rtl-t-m)n t El (-l)m(nml)(r+l-t-m)n 
m=O m=rtl 

= f,(L’> - f,(l-t, n-r) 

d'où f,(t,r) = fn(l-t, n-r), ce qui nous permet d'établir 

(8) p,(ttz) = z" p,(l-t, l/z). 

REMARQUE 4. Nous pouvons démontrer le Théorème 2 directement. En effet, 

de (1) et (4) nous avons 

p,(t,z) = (l-~)~+' 1 (ktl-t)"zk. 
k=O 

Utilisons la formule du binôme de Newton pour développer (l-z) ntl . Après multipli- 

cation et réorganisation des termes, nous obtenons 

n 03 
pn(t,z) = 1 zrVn+lC(r+l-t)n~Lo,m) (r)] t 1 zrVn+l(r+l-t)n 

rIO r=n+l 

et le résultat suit puisque tous les termes de la deuxième sommation sont nuls. 

REMARQUE 5. En posant k-t = (k-t*) t (t'-t) et en utilisant la formule 

du binôme de Newton pour développer (k-t)", nous obtenons de (1) 

(9) Kn(t,z) = ; (e,(t’-t,n-.eKe(t’.z). 
&=o 

En posant successivement t* = 0 et t' = 1, nous obtenons 
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et 

(11) 

Ainsi 

nous posons 

$.p) = f (-l)n-Ltn-L(;)K~(o,z) 
L=O 

est un polyname de degré au plus n 

t = 1 dans (10) et utilisons (6), nous obtenons pour 

pour n 2 1, 

par rapport à 

De la même façon, posons 

(13) 

Kn(t9zl 
L=O 

(l-t)y)K&l,z). 

t. De plus, si 

n 2 1, 

t=o dans (11) et utilisons (6), nous en déduisons, 

n-l 

Ainsi les expressions (10) et (12), respectivement (11) et (13), nous permettent de 

calculer récursivement Kn(t,z) à partir de Ko(t,z) = z/(l-z). 

REMARQUE 6. Comme fn(t,r) est un polynôme par rapport à t de degré au 

plus n, nous en déduisons que p,(*,*) est indéfiniment différentiable par rapport 

à ses arguments, ce que nous noterons par P( 09. ) E Cm(R2;R). 

Terminons cette section en étudiant la variation de 

p,(t, z) par rapport au paramètre t. 

THÉORÈME 3. Peuh i = l,...,n, nouh avons 

(14) ai 7 $pJ) 
at 

= (-l)i(n)iKn i(t,z) 

(15) a’ 
- p,(t,z) 
a? 

= (-i)i(n)i(l-z)ipn i(t,z) 

uù (n) i = n!/(n-i)! . 

Kn(Lz) et de 

DÉMONSTRATION. En utilisant (3), nous obtenons 
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a a a= Kn(Lz, = at (z $y - tF(&l 

a = -n(z z - t) n-1 (fil 

Ceci nous permet d’établir (14). Nous obtenons (15) en utilisant (14) et (4). 0 

REMARQUE 7. Observons que 

Lf (tr) -a’ 
ati n ’ - a,i VntlC (rtl-t)nxLo,m) (r) 1 

= (-1) i(n) io”+l[ (r+l-t)n-ix~ o 03) (r) 3 
9 

= (-l)i(n)iViVn+l-i[ (r+l-t)n-ixCO o) (r)l 
9 

= (-l)l(n)iV1fn i(t,r). 

Ainsi, de (15), nous avons 

(l-z)ipn i(t,z) = 
n . 
c 

r=O 
ZrV1fn i(t,r). 

3. Étude des racines de p,(t,.) 

Notre objectif maintenant est de connaître le comportement des racines de 

p,(t, .) par rapport au paramètre t. Pour les applications au problème d’interpo- 

lation, il suffit de savoir ce qui se passe lorsque le paramètre t est dans l’in- 

tervalle CO,ll. Dans cette section nous obtenons le comportement des racines de 

p,(t, .) lorsque le paramètre t est dans un voisinage de l’intervalle [O,ll. 

Pour y arriver nous distinguons deux situations: t E (0,l) et t = 1 (OU 0). 

Nous obtenons alors les résultats suivants. 

THÉORÈME 4. Suppabon4 t E (0,l). 

( > a P,(L l ) 

ut une tcacbze de 

n 

p,(t,.), abtta -l/v ut une tLacine de 

p,(l-t, l ) l  



DÉMONSTRATION. (a) Procédons par induction. Le résultat est vrai pour n = 1 car 

p,(t,z) = tz + (l-t). Pour n 2 2, supposons que p, l(t, .) possède n-l racines 

réelles distinctes strictement négatives, notées z n 1 i(t) pour i = l,...,n-1, 
9 

telles que 

Z n-l ,n-1 (t> < ..* < z n-1,i w < . . . < z n-l,1 (t) < 0. 

Sachant que p, l(t,O) = (l-t) n-l et que les racines de p, l(t, .) sont simples, 

nous en déduisons que 

WI a signeC,z Pn l(tSzn 1 i(t))J = (-l) 
i+l 

9 

pour 

pour 

i=l ,...,n-1. Alors, en utilisant (5) et (16), nous obtenons 

i= 1 ,...,n-1. 

signeCpn(t,zn-1 i(t>)J = (-l)i 
s 

De plus, lorsque z prend des valeurs négatives suffisamment 

grandes, nous avons 

signeCpn(t,z)l = signeCtnzn] = (-l)n. 

Ainsi p,(t, .) a n changements de signes sur l’intervalle (-a,O), nous en dédui- 

sons l’existence de n racines distinctes strictement négatives, notées z 
n,i (t> 

pour i = l,... ,n, telles que 

(17) Z n, itl w < z n-1,i w < z n,i (t> 

i=l ,...,n-1. 

(b) Ce résultat est une conséquence directe de (8). 0 

Comme Pn(l,z) = z Pn(O,z), nous sommes assurés que Pn(‘s’) possède une 

racine nulle. 

THÉORÈME 5. Supjw~Uti t = 1. 

(a) Le pa&ynûme p (l,.) pu4Qcfe .& tcacine z = 0 eX n-l au.&U ttac& n 



(b) Si -V enlt une mcine nun w&k de pn (1, . ) , tioa -l/v eH @de- 

m& une hacine de pn(l,.). 

DÉMONSTRATION. (a) Si nous procédons de la même façon qu’au Théorème 4, et obser- 

vons que pn(l,O) = 0 et a& P,(l,O) = 1, nous en déduisons que p,(l) .) possède 

n racines réelles distinctes négatives, notées z n i(l) pour i = l,...,n, telles 
Y 

que zn l(1) = 0 et 
Y 

WI Z n, itl (1) < z n-1,i (11 < z n,i (11 

pour i = 2,...,n-1. 

(b) Ce résultat est une conséquence directe de (7) et (8). cl 

REMARQUE 8. Le Théorème 5 a été démontré initialement par Ahlberg et a1 

c2, p. 1351. Notre démonstration est légèrement différente et nous permet d’établir 

(18) l  

REMARQUE 9. En utilisant les notations précédentes, nous avons zn i(O) = 
Y 

Z n i+l(l) pour i = 1,. . . ,n-1 et, selon (8), zn i(t) = l/z, ntl i(l-t) lorsque 
Y Y Y - 

les deux racines existent. Cette dernière relation peut servir à définir les raci- 

nes de pn(t,.) à partir des racines de p,(l-t,.) comme il sera utile de le faire 

dans le prochain théorème. 

Pour chaque t E CO, 11, nous avons défini une i-ième racine zn i(t) du 
Y 

polynôme p,(t, .). La prochaine étape consiste à relier entre elles ces différentes 

i-ième racines à l’aide du théorème des fonctions implicites. 

G& lea i-ihe hatine de p,(t,.) pou& Xtoti t E (-E,~+E) (aau pou& i = n leau-- 

que t = 01. De pR.uA, 

( 1 a z 
n,l 

(.) E Cy(-E,ltE);R), z n 1( .) ut hthitiemeti cm/inaante but 
Y 
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(b) p~cLtL i = 2,...,n-1, zn i(.) E Cw((-,,l+~);W) & zn i(.) tiZ A$h&- 9 9 
&mnt cmihaan.Xe au4 (-~J+E); 

( 1 c z 
n,n 

(.) E Cm((-&,O) u (o,l+E);w), z 
n,n 

(.) ut a/thic;tmeti cho/inaante 

4~ (O,lW, zn n (.) tu-t n&ktemeti cmhatie, uqm&&wnent décmh~atie, ~m 9 

C-E 9 0) n 

lim zn .(t) = -00 
t+o+ ' 

i 

tm Ai. n tilt cimpti 
lim zn .(t) = 
t+o- ' -03 Ai. n enk piA. 

DÉMONSTRATION. Considérons t E (0,ll et observons que 

m 2 
w P,(*J E C w ;w (d'après la Remarque 6), 

(ii) pour chaque t E (0,lJ le couple (t,Zn i(t)) E (0,ll X (-03,01, 
9 

(iii) a 
$-y- Pn(t.z)/ZZz (t> * 0 car z n,i (t> est une racine simple de 

n,i 
P,(L), 

(iv) p,(t,z n iCt)) = Os 9 

Ainsi pour chaque t. E (0,ll et chaque i = l,...,n, il existe une application 

continue z n i(*l d f é inie sur un voisinage U. de t 
s 

o telle que pn(t,Zn i(t))= 0 
9 

pour tout t E Uo. Par continuité des zn i(.) on peut choisir U suffisamment 9 0 

petit pour que Zn i(t) soit la 
9 i-ième racine de p,(t,.) pour tout tA.Jo. on 

montre alors par recouvrement de compacts, que 

a> ‘n i(‘) E Cm((O,lt&);R), 9 

b) zn i(t) est la 
9 

i-ième racine de p,(t,.), 

c> z n,itl (t) < z n i(t) pour i = l,...,n-1 et t E (0,ltE). 9 

De plus, 

d 
dtZn,i =- w 

a 
at P,(LZ) 
a 
E P,(W) *l z=z n,i w 

et, en utilisant (15), (16), (17) et le fait que p, l(t,O) > 0 lorsque t E (O,l), 



nous obtenons d Signe[= Zn i(t)l = +l, ce qui démontre la croissance stricte des 
9 

z ( > n,i ’ sur 1 *intervalle 
(OJ) l  

Pour obtenir la partie (a), nous pouvons inclure comme précédemment le 

point t = 0. Pour t = 1, considérons l’identité p,(t,z, l(t)) = 0 valide pour 
) 

t dans un voisinage de t = 1. En prenant la k-ième dérivée par rapport à t, 

nous obtenons 

ak a dk 
k P,@jz) (t,z)=(l,O) + z pn(t9z) 2 Zn,l(t)j at I (Lz)=(LO) 

k-l 
t dL 

1 gn ,Ct) ‘7 ‘n lCt) It-1 = ‘9 
Le=1 ’ dt ’ - 

où les gn ,(.) sont des fonctions régulières. En utilisant (15) et en observant 

a ’ que z p,(t,z) (t,z)-(l o) = fn(l,l) = 1, nous obtenons 
l - 9 

dk 
-Z 

dtk ’ n l@) jt=l = 

si 0 i k < n, 

n! si k = n, 

ce qui nous permet d’achever la démonstration de (a). 

Finalement, nous obtenons (c) de (a) en utilisant la relation zn n(t) = 
9 

“‘n 1 (1-t) l  c l  

9  

Des parties (b) des Théorèmes 4 et 5 et du Théorème 6, nous obtenons le ré- 

sultat suivant. 

THÉORÈME 7. PUuh Ch.pL UA2.a n 2 1 il ui.hte. un E > 0 X& (iuc, acctr 

L’iti~vaeee (x,1x), pn(t,-1) = 0 hi. &t &itu&Yne.rtt Ai. n U/t tipti ti t = i 

n u-t pain e/t t = 0 1. Cl 
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REMARQUE 10. En utilisant (5) et sachant que p,(t ,z) est un polynôme de 

degré n par rapport à t, nous obtenons 

1i.m 
t-Mo 

Pn(t,z) 

tn 

Ainsi, à partir de quelques exemples (n = 1,2,3), il semble que pour tout 

315 

de 1’ intervalle (-&lK) 

tend, par valeurs positives ou négatives, 

racines de 

t hors 

pn(t, .) se déplacent vers 1 lorsque t 

vers l* infini. De plus, lorsque deux ra- 

cines réelles se rencontrent, elles donnent naissance à deux racines complexes con- 

juguées. 

3. Application aux matrices circulantes 

Considérons la matrice de permutation P d’ordre N définie par 

P = circ(O,l,O ,..., 0) 

Où circ(a1, . . ., aN) désigne une matrice circulante ayant les éléments al,. . . ,aN 

sur sa première rangée (cf. Davis C4, p. 661). Dans cette section, nous étudions 

la régularité des matrices p,(t,P) et obtenons des majorations de la norme 11.1103 

de ces matrices et de leurs inverses. 

Considérons le polyname élémentaire P(Z) = z-a où a E tt. Nous utilise- 

rons dans la suite le résultat suivant. 

THÉORÈME 8. Si p(P) = P - a1, noti avoti 

(a)’ llP(P)IIu, =.l + lai; 

(b) p(P) e& hwmib.te hi et h&mevLt ai. aN # 1. Vati ce CGU, etb- 

p(p)-l = 1 
N-l 

1 ,N-l-ipi 
1-aN i=O 
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II P(P) -?lm = 
i=O N 

ll-aNl 
I I a = 1. 

DÉMONSTRATION. (a) Par définition de p(P) et de la norme )1.))03. 

(b) Voir Davis C4, p. 891 et par définition de la norme II l llm* 0 

Lorsque a est réel, le Théorème 8 donne les résultats suivants. 

COROLLAIRE 9. S/i p(P) = P - a1 ti a E 1R, akktth 

II PWII, = 1 1+-a = Ip(-1)I ai a 2 0, 

l-a = p(1) &i a50. 

COROLLAIRE 10. si p(P) = P - a1, a E IR & 

1 [Pol 1 1 a 2 0, 

II P(P) -llloî 5 

-lxm- a 2 0; 

w ai 14 = 1, &JU p(P) tit invmib.te ai. eX aeLLemeM/f: ai. a = -1 

et N eh-t impah. Pam ce C~A, IIPdllm = ND= 

Les matrices circulantes de la théorie de l*interpolation à l'aide de fonc- 

tions splines pédiodiques sont définies par 

p,(t,P) = f fn(t,r)Pr 
r=O 

= circ(fn(t,O),fn(t,l),...,fn(t,n),O,...,O). 

Nous obtenons alors les résultats suivants. 

THÉORÈME 11. Pocctt Jtati t E COJI, nuti avom 

llP,wNl~ = P,WI = n! 
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DÉMONSTRATION. Il suffit de remarquer que les fn(t,r) sont tous positifs ou nuls 

pour tout t E CO,ll. Cl 

THÉORÈME 12. Suppanonb t 6 CO,ll. 

(ii) n tu et 

( > i n MXmpakkeX t=J, 

(ii) t = 0 t = 1, 

(19) Pn(t9z) = W)q,@,z) 

Pn(t,W1 = (PtI)-la(t,P)-1 ti 

llPn(t9p)-11i, 5 IlwI)-lllm llqLwlll& 21 q (; I)l l  

n '- 

DEMONSTRATION. D'après les Théorèmes 4 et 5, nous pouvons factoriser le polyname 

p,(t,z) comme suit: 

i 
t” ’ 

i=l 
Czwzn iCt)) 3 

si t E (OJI, 

P,(W) = 

1 

n-l 
' Czmzn i(O)) si t=O. 

i=l 9 

Nous utilisons alors le Théorème 7 et le Corollaire 10 pour conclure. 0 

REMARQUE 11. De (15) nous avons k P,(t,-1) = -2n p, l(t,-1). Ainsi 

& P,(L-1) 
i 

n est pair et t = B, 
= 0 si et seulement si 

n est impair et t = 0 ou 1. 

De plus, a2 - p (t,-l)= 4n(n-l)pn_z(t,-l) et a2 
at2 n 

- p (t,-1) + 0 aux points où 
at2 n 



a, PJL-1) = 0 sur 1’ intervalle (-E:, 1-4-c). Ainsi, nous en déduisons que 

[pn(t,-l) 1 est maximum sur un intervalle (-E ,ltE) pour E suffisamment petit si 

et seulement si n est pair et t = i ou n est impair et t = 0 ou 1. Ces 

deux situations correspondent à Finterpolation à l’aide de fonctions splines pério- 

diques de degré pair, respectivement impair, avec points de collocation aux points 

milieux, respectivement aux extrémités, des sous-intervalles. 

Il nous reste à estimer pn(t,-1) et a(‘,-‘). Des relations (5) et (19) 

nous obtenons a(‘,-1) = -4 P,+~ (t, -1) lorsque n est impair et t = i ou lors- 

que n est pair et t = 0 ou 1. Il suffit ainsi d’évaluer pn(t,-1) . 

THÉORÈME 13. Pou.4 koti n 2 0, naU avons 

PI p,(t, -1) = (-1)“2”En(t) 

aù E,(t) e& & paLynûme d’EuRti de de@ n. 

DÉMONSTRATION. Remplaçons 2 par -eWX avec x > 0 dans (1) et (4) . Nous obte- 

nons 

Mais 

pour tout 

-X 
-e 

-x ntl 
me > 

p,(t) -eBX) = (-1) 
ntle-tx dn 

n dx 

etx -= 
ltex 

i z E&t) g$ 
.t=o l  

tx 

( 
e 

> . 
ltex 

I < 7T (voir Abramowitz et Stegun Cl, p. 8041). Le résultat suit en 

prenant la limite lorsque x tend vers 0. Il 

Sachant que le n-ième nombre d’Euler est défini par E 
2ntl n = 2”E,(t) et que 

E,(O) = -2 -1 Bntl où B 
ntl n est le n-ième nombre de Bernoulli, nous obtenons 

de (20) 

Pn(L-1) = (-l)“E, 

et 
ntl 

p,(o,-1) = (-1)“+l2”+l + Bn+l , 
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On retrouve ainsi un résultat dû à Kershaw c101. 
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