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CARACTÉRISATION D'UN ESPACE PRÉHILBERTIEN 
AU MOYEN DE LA RELATION D'ORTHOGONALITÉ DE BIRKHOFF-JAMES 

Jocelyn Desbiens 

Summary 

In this paper we show that if one of the following orthogonalities: Robert s 

orthogonality, Isoceles orthogonality, or Pythagorian orthogonality is implied by 

the Birkhoff-James orthogonality then the underlying space is an inner-product 

space. 

Résumé 

Dans cet article nous montrons que si la relation d’orthogonalité telle que 

définie par Birkhoff -James implique soit 1 *orthogonalité de Roberts, soit 1 ‘orthogo- 

nalité isocèle ou soit l’orthogonalité de Pythagore alors l’espace considéré est 

préhilbertien. 

1. Introduction 

Quelques définitions généralisant aux espaces vectoriels normés la notion 

classique d’orthogonalité (cf. Cl], C21, 161, C71 et ClO]) telle qu’entendue dans le 

cadre des espaces préhilbertiens (nommément x .L y <=> <x,y> = 0) ont été données 

depuis 1934, date de la parution de l’article de Roberts ClOl. La plus importante 

quant à la richesse de ses applications fut sans doute la définition donnée par 

Birkhoff Cl3 et reprise peu après par James [71. C’est celle-ci que nous désigne- 

rons sous le vocable d’orthogonalité de Birkhoff-James. 
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On s’est souvent servi du fait que l’une quelconque de ces relations d’or- 

thogonalité en impliquait une autre pour caractériser les espaces préhilbertiens 

(cf. Cil, c21, c33, c 53). Cependant fort peu de ces caractérisations tenaient compte 

de la relation d’orthogonalité de Birkhoff-James (cf. [ 11, c23). Le but du présent 

article est de combler cette lacune en montrant que si la relation d’orthogonalité 

de Birkhoff-James entraîne l’une quelconque des relations d’orthogonalité définies 

ci-dessous, alors 1 9 espace vectoriel normé considéré est préhilbert ien. 

2. Notations 

Dans cet article, (kit -II> d’ ‘g esi nera toujours un espace vectoriel normé 

réel (e.v.n.), S la sphère unité de E c’est-à-dire S = {x E E 1 IIxII = 1) et 

WbY) = S fl P où P est le plan contenant les vecteurs indépendants x, y et 

l’origine 0. Donc C(x,y) est le cercle unité dans le plan P. Nous le noterons 

par C lorsque le contexte sera clair. Par dim(E) nous dénoterons toujours la 

dimension algébrique de E et par Cx,yl le segment de droite ayant les vecteurs 

x, y comme extrémités. 

3. Rappels 

DÉFINITION 1. Soit (&Y) E E 

2 
l  

Nous dirons que 

1) x est orr;ttigarzde a y a~ AWA de %Mz~~&-JcuwA, ce que nous noterons 

Par x  lBJ y ,  s i .  et seUkment s i :  11X + xy l \  2  11X11, i fx  c  R. 

2) x est otihogand 21 y U &ti iMCU& ce que nous noterons par 

x II y, si et seulement si: I~X + yIl = /Ix - yIl . 

31 X est 0tihagonaX à Y au AUZA de Robtin, ce que nous noterons par 

x lR y, si et seulement si: 11X t xyll = 11X - xyll, vx E R. 

4) x est atihogunde à y au M~A de P#hcrgoke, ce que nous noterons par 

x Ip y, si et seulement si: (Ix t yIl 2= llxl12 + llYl12. 

La relation d90rthogonalité de Birkhoff-James a les propriétés suivantes: 
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LEMME 1 (James c71, corollaire (2.2) et théorème(2.3)). E un e.v,n. 

tUma puut &m.t cuuple de vec-teut~ (x, y) E E2 On a: 

l) x IBJ y =’ ax IBJ &, 

2 
V(a,@ E R . 

2) Il d.&e au moi.vtcl un caup& (a,B) E R2 Xti que: x t ay IB J y ti 

x ‘BJ Bx -t y* 

De façon générale, la relation d’orthogonalité de Birkhoff-James n’est pas 

symétrique, c’est-à-dire: x ‘BJ Y +> Y ‘BJ ‘* En fait, comme le montre le résultat 

suivant dû à James, la symétrie de l’orthogonalité est caractéristique des espaces 

préhilbertiens de dimension supérieure à 2. 

LEMME 2 (James C81, théorème (1)). Suti E un e.v.n. avec dim(E) 2 3. 

E 

lu tce&&iun d’utihuguna&tE de î3Mzhu~~-Jam~ AU~X aymEthpe. 

Nous aurons de plus besoin des lemmes et des définitions suivants: 

LEMME 3 (James C71, théorème (2.3)). Suti E un e.v.n. et (~,y) E E2. 

PE&hi~aunA cp: R -+ R pah & @tLmu&: 

A.tUfi.b R. U&t un 

mbù.mum de Rcr @ncLLun cp, ikt ,@.d &t i.-t &&$ti que x + yy IBJ y .  

LEMME 4 (James L-61, corollaire (4.7)). SU~ E un e.u.n. Si. putr &ti 

vecXcuh x E E & &x.& p.&xn P cutienati x ti Puhigine 0 il exhte un vec- 

/tu nun nd y E P &d que X lR y, a&&h E U/t @Etibwen. 

DÉFINITION 2. Soit E un e.v.n. E est Am&ewti cunvexe si et seule- 

ment si pour tout couple de vecteurs OLY) (2 E 
2 on a: 

xfy et Ilxll = IIYII 5 1 =’ llyll < 1 l  

Une définition équivalente est que toute droite tangente à la sphère unité 

S ne coupe celle-ci quf en un seul point. 



LEMME 5 (James E73, théorème (4.3)). soti E un LU.~. huh yue E aoti 

n/trUc/temeti convexe, ti @ut ti ti &L&$~X que pouh Xtati coup.& de vec/tWi4 (~,y) E E 
2 

avec  y  + 0 k t  ad&? un un&u! nombtLetc&d y  $t i  que x  + y y  lBJ y .  

DÉFINITION 3 (Joly cg]). Soit E un e.v.n. On définit la cona~anh UC- 

Rang& de l’espace E, que l’on note p(E), par la formule: 

Joly [91 a montré que fi 5 u(E) 5 3. On a en fait la caractérisation sui- 

vant e : 

LEMME 6 (Del Rio et Benitez [4]). un e.v.n. PouA que lu notune 

Résultat principal 

nous pré férons d ébuter la preuve par un .e argument at ion géométrique. 

Bien v .e le théorème pr inc ipa 1 soit une censé quence directe du Lemme 10, 

LEMME 7. SOL~ E un e.v.n. ti X, y, z tiu/in pain& d.i&inc;tn de S. Si 

x, y et z aont coL&&&ti, ~&MA s con/tieti te segment de chib dUimitE pst 

CeA z4oiA pati. 

PREUVE. Supposons que x, y et z soient colinéaires et, quitte à permuter les 

symboles, que y E Cx,zl. Soit w  = xx t (1-X)z, 0 < X i 1, un point du segment 

kzl. Alors En effet, 

IIWII = IIXX + w-VYII 

5 Uxll + (1-v IIYII 

=x+1-x 

= 1. 

Soit maintenant w  E Cy,z 1. Puisque y E Cx, zl on peut poser que w  = (1-A)x + Xy 

pour un certain X 2 1. Mais 



II wux + XYII 2 I~llYll - I l-4 IIXII l 

= ]A - Il-Xi 1 

= 1. 
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Donc IIwll = 1, vw E Cy,zl. Par symétrie II wll = 1, Vw E Cx,yl. Donc 

Cx,zl c s. u 

LEMME 8. SOL~ E un e.v.n. Si. 

(WrYl (2 E 

2 
1 (x +)J y  =’  x  11 y) l  

E 

PREUVE. Montrons tout d’abord que E est strictement convexe. Pour ce, soit 

bbY> E E 
2 avec y+O. On sait (lemme (1.2)) qu’il existe au moins un nombre 

y E R tel que x t yy IB~ y et que ce nombre (Lemme 3) minimise la fonction cp 

(telle que définie au Lemme 3). Nous allons maintenant montrer que ce nombre y est 

unique. Supposons, sans perte de généralité, que y = 0. Posons 

M = IX E R 1 C~(X) = C~(O)). 

Par la convexité et la continuité de la fonction cp (Lemme 3), on a que M = C@l, 

un intervalle fermé borné contenant y = 0. Supposons maintenant que 8 > 0. Puis- 

que x + BY 1BJ y, alors, par le lemme (1.1)) x + @y IBJ y, VX E R. Donc par 

hypothèse, x f BY 11 XY, VA E R => tp(BtX) = cp($-X), VX E R. Ce qui entraîne 

une contradiction si 8 > 0. En conclusion, B = 0. De façon similaire, on obtient 

que a = 0. Ainsi y est l’.unique minimum de la fonction cp ou, en terme équiva- 

lent, y est l’unique nombre réel tel que: x t yy lBJ y. On en déduit que E est 

strictement convexe (Lemme 5) . 

Montrons maintenant que la relation d’orthogonalité de Birkhoff-James défi- 

nie sur E est symétrique. Pour ce, soit (~,y) E E 2 avec x ‘BJ Y- On peut évi- 

demment supposer que x # 0, y + 0 et y E S. Grâce à la propriété d’homogénéité 

de l’orthogonalité de Birkhoff-James (lemme (l.l)), on a que: Xx lBJ y, VX E R. 

Posons maintenant 



A = {Ax 1 X E RI 

et Al =y+A. Nous affirmons que la droite A, est tangente au cercle unité 

C= C(x,y) au point y. Supposons en fait que le contraire soit vrai. E étant 

strictement convexe, Al coupe alors C en un unique point y’ # y, l’unicité du 

point y’ découlant en fait du Lemme 7 et de la convexité stricte de 1 ‘espace E, 

Posons maintenant x9 = y* - y. Evidemment x9 E A. Donc x9 IBJ y. Mais 

IIX’ + YII = Ilr’ll = 1 # lb* - yII . S* il en était autrement, nous aurions 

i) llY+x’ll = 1, ii) IIy t X*II = ))y - X*II = 1, et iii) Il Yll = 1. Les trois 

points y t x9, y et y - x9 étant colinéaires (ils appartiennent tous à la droite 

(y + Xx’ 1 X E RI), d e norme égale à 1 et 1 *espace E étant strictement convexe, il 

suffit alors d’appliquer le Lemme 7 pour obtenir une contradiction. Nous venons 

donc de montrer que 

Il Y + WI 2 Il Yll 9 VX E R. 

Autrement dit y IBJ x. 0 

L*inverse du Lemme 8 est faux car il existe des espaces vectoriels normés 

non strictement convexes pour lesquels la relation d*orthogonalité de Birkhoff-James 

est symétrique. L’espace suivant en est un exemple. Ici E = R 2 avec la norme 

II .II définie par la formule: 

i 

[xl t [y[, si xy 2 0; 
II hY)ll = 

max{[xl,lYI), si xy 2 0. 

LEMME 9. Soti E un e.v. n. avec dim(E) 2 3, POUX cjue La nottme &h E 

(v(x,Y) E E 

2 
> cx ‘BJ Y ==’ x ‘1 Y>* 

PREUVE. Il suffit d’appliquer les Lemmes 8 et 2. 0 

LEMME 10. Soti E un e.v.n. Pou& que La nutune a.a E hvti tidue d’un 
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(Y hY) E E 

2 
1 (x 1BJ Y =’  x  1R Y> l  

PREUVE. Soit X~E et P un plan contenant x et l'origine 0. On peut certai- 

nement trouver un vecteur non nul y E P avec x LBJ y (lemme (1.2)). Par hypo- 

thèse, x lR y. Il suffit maintenant d'appliquer le Lemme 4. 0 

LEMME 11. S0i.X E un e.v.n. POLUL que La nutune acttt E aoti &aue d’un 

pmdti .~scUe, il &uit et U a&Lt que 

4 

(UXrY) E E 
2 

> (x 1BJ Y =' x lp Y) l  

PREUVE. Soit (~,y) E E 2 avec x 1BJ Y* Posons 

II XII + II Yll c+LYJ = ---Jyqr l  

Puisque par hypothèse x lp y, on a alors 

pCx,yl = y + "y" ,,=jm= IL t llxy";~ll;~ In. 
Ilxl12 + IIYII 

Il suffit maintenant d'appliquer le Lemme 6. 0 

Voici maintenant le théorème principal. 

THÉORÈME 1. Soti E un e.v.n. LeA contions 4tivanW aoti aLoti &pL- 

vaeetia = 

1) E tik pt.EUtbe&i.en. 

2) (WbY) E 

2 
E 1 (x 1BJ y  =’  x  11 Y> l  

2 
3) (UX,Y) E E I(x 1. BJ Y => x 1 R Y) ' 

2 
4) (WbY) EE)(xlBJY=>XlpYL 

PREUVE. On a déjà que: 3 <=> 1 <=> 4 (Lemmes 10 et 11). Evidemment 3 => 2. 

Supposons maintenant que 2 soit vérifié. Soit OLY) E E 
2 avec XlBJy. Par 

homogénéité de la relation d*orthogonalité de Birkhoff-James (lemme (l.l)), on a 

que X 1BJ Ay, VA E R. Donc x iI Xy => I~X t Xy[l = I~X - Xyli , Vx E R => x LR y. 

Par conséquent: 2 <=> 3. a 
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Il est intéressant de comparer les résultats ci-haut avec ceux de [Zl. 

Dans 121 on exige, pour prouver qu’un espace vectoriel normé est préhilbertien, que 

l’orthogonalité en question ait la propriété (H) ce qui, en d’autres mots (r-21, 

théorème (3.5)), signifie que la relation d’orthogonalité de Birkhoff-James doit 

être équivalente à la relation d’orthogonalité isocèle ou 2 la relation de Pythagore. 

En ce sens notre condition est plus faible. D’un autre côté dans [2l aucune res- 

triction n’est faite sur la dimension de l’espace sous-jacent et, en ce qui a trait 

à la relation d’orthogonalité, les conclusions des différents théorèmes s’appliquent 

dans le cadre plus général suivant. Soit ak, B,, yk, k = l,...,n, une collection 

fixée de nombres réels satisfaisant les relations suivantes: 

y aBy =l. k=l k k k 

DÉFINITION 4. 2 Soit (~,y) E E . On dit que x est otihago@ à y au 

deti cfc) &&&Un, ce que l’on note par x IC y, si et seulement si 

kI1 ‘k” ‘k x t yI<y’12 = 0. 

On peut facilement voir que les relations d’orthogonalité isocèle et de 

Pythagore sont des cas particuliers de cette définition plus générale. La question 

qui se pose maintenant est la suivante: Une condition nécessaire et suffisante 

pour que E soit préhilbertien est-elle que 

(v(x,y)  E E 

2 
)  (x ‘BJ y => x + y)? 
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