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UNE INTERPRETATION COMBINATOIRE DES PUISSANCES

D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE
Francois Bergeron et Christophe Reutenauer

Summary

We give a combinatorial interpretation of the powers of a differential op-

erator of the form P(x)d/dx in terms of forests of rooted trees.

Résumé

Nous donnons une interprétation combinatoire des puissances d'un opérateur

différentiel de la forme P(x)d/dx en terme de for&ts d'arborescences croissantes.

1. Introduction

Nous allons donner dans ce qui suit une interprétation combinatoire des

puissances d'un opérateur différentiel de la forme:
A = P(x)d/dx.

On constate facilement que A" est une combinaison linaire de puissances de d/dx
dont les coefficients sont des polynSmes en P(x) et ses dérivés. Nous donnons une
interprétation combinatoire de ces polynSmes en terme de for&ts d'arborescences

croissantes (Théor@me 2.2). Nous verrons aussi que les A"

font intervenir des
suites de nombres classiques comme par exemple: les nombres d'Euler, les nombres de

Stirling de premi8re et seconde especes, ou encore les nombres eulériens.
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Dans la derniére section, nous montrerons que le modele permet aussi d'obte-
nir une formule pour le cas non commutatif (c'est-a-dire lorsque les dérivées de P
ne commutent pas), qui permettra de démontrer une formule de Comtet [ 1], grice i un
résultat permettant de compter le nombre d'arborescences ayant une suite de multipli-

citées fixée [3].

On peut encore &tendre ces résultats 3 des opérateurs différentiels linéaires

de la forme:
A = § Pi(xp, .0 onx ) d/dx;

et méme au monofde multiplicatif d'un ensemble d'opérateurs de ce type; ainsi, si A
et T sont deux tels opérateurs, on peut explicitement calculer tout opérateur dans
le mono¥de engendré par A et I'. Ceci fera 1l'objet d'un article i venir, et nous
y montrerons comment calculer des séries génératrices de la Théorie du Contrdle,
ayant un rang de Lie fini, voir [2]. Ceci mé&ne aussi comme dans [4] et [5], 3 la

résolution par des techniques combinatoires de syst@mes d'équations différentielles.

2. Cas commutatif

Considérons 1l'opérateur différentiel A = P(x)d/dx. Nous aimerions calculer

les puissances de A. On trouvera ci-dessous quelques valeurs de ces puissances,

avec les conventions suivantes: d/dx sera désigné simplement par d, et P(k)(x)
par Pk (et en particulier, P = PO).
A=Pd
o
A% = P p.d + p2d?
ol o
3 2 2 2 2 3.3
AT = (PoPl + POPZ)d + 3POP1d + Pod
4 _ 3 2 3 3 2 3 3 4 .4
A = (POP1 + 4P0P1P2 + PoPs)d + (7P0P1 + 4P0P2)d + 6P0Pld + Pod
S _ 4 2,2 3.2 3 4
A% = (P_P] + 1IPCPTP, + 4P p5 + 7P P P, + P P,)d
2.3 3 4 2 3,2 4 3 4 4 5.5
+ (ISPOPl + 30P0P1P2 + 5P°P3)d + (ZSPOP1 + 10P0P2)d + 10P0P1d + Pod
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6 _ 5 2.3 35 .2 3.2 4 4 5
A” = (PP} + 26PTPIP, + 34P°P P) + 32P PP, + 15P PP, + 11P PP, + PP.)d
2,4 3.2 4 4.2 5 ..2
+ (31PCP] + 146P_PTP, + S7P P P, + 34P°P7 + 6P_P,)d
3.3 4 4. ..3 4.2 5 .4
+ (90PP] + 120P_P.P, + 15P P.)d” + (65P_P] + 20P_P,)d

+ 15p°p_a> + Pa® |
ol o
On observe immédiatement que les coefficients de ces polynSmes sont tous des
entiers positifs. Nous allons donner une interprétation explicite de ces coeffi-
cients. Rappelons d'abord qu'une §onét d'arborescences crodssantes sur 1'ensemble
ordonné [n] = {1,...,n}, est un ensemble d'arborescences (mon planaires) croissan-
tes, dont 1'ensemble des sommets est [n], et telle que chaque sommet est plus petit

que tous ses successeurs.

EXEMPLE 1.1.

Figure 1

Nous conviendrons, comme dans [7], de disposer les fils d'un sommet donné
dans 1'ordre décroissant de gauche 3 droite. Le poids w(F) d'une forét F est le

mondme :

k

=3

w(F) = x Paciyd

oli a(i) est le nombre de fils du sommet i, et k est le nombre d'arborescences

de la for€t. Ainsi, le poids de la for8t représentée par la Figure 1 est:
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P P P P.P.P PP PP P d

2
201102000 1
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PPsd’.

. 2 . . . n .
L'interprétation combinatoire de A se fera via les for@ts d'arborescences

croissantes sur [n]. On a plus précisément:

THEOREME 2.2. La n-idme puissance A" de A = P(x)d/dx est Cgake @ La

somme des poids de toutes Les fordts d'arborescences croissantes sur {1,...,n}.

EXEMPLE 2.3. Le cube A3 de A est donc donné par les 6 foréts sur

{1,2,3}:

1
Vs

) DD DD @O @ @)

] GI ) | I 1 R

S

(A W
—

3 2 2 2, .2 2, .2 2, .2 3.3
A° =P P .
o4 + PPyd + PP PoPid® + PP +PdT .

Figure 2

PREUVE du Théoréme 2.2. Définissons une k-forét comme étant une forét de
k arborescences. Soit F une k-for8t (d'arborescences croissantes) sur [n].
Alors:

I) on obtient n k-for&ts sur [n+l] en ajoutant un fils &tiqueté nt+l &
1'un des noeuds de F;

II) d'autre part, on obtient une (k+l)-for8 sur [n+l] en ajoutant 3 la

forét F un nouvel arbre avec un seul noeud &tiqueté& n+l.

D'autre part, quelle que soit la for&t sur [n+l], le noeud €tiqueté n+l

est toujours une feuille: on en conclut que toutes les for&ts sur [n+l] sont ob-

tenues de la facon ci-dessus. Remarquons encore que si Mdk est le poids de la

k-forét considérée, alors le poids de chacune des n k-for&ts du cas I) est obtenu

en remplagant successivement dans M 1'un des n "Pi"’ y figurant, par P0P1+1

En d'autres termes, la somme de ces n poids sera POM'dk (rappelons que Pi+1 est
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la dérivée de Pi). En conséquence, la somme des poids des n+l for&ts sur [n+l]

obtenues par I) et II) est:

p MdS + p MaktL,
o [o]

Enfin, si Sn désigne la somme des poids de toutes les foréts sur [n], on
peut écrire:

_ 2 n
Sn = Qn,ld + Qn,zd + ...t Qn,nd .

11 découle des observations ci-dessus que:

(1) Ui,k 7 Poln,k t PoQy k-1 (Bvee Qo= Q) o =0,

et bien sr que:

=P d=A.
o

En résumé,

n n
k k+1

AS_ = § PQ + Y P d
n k=1 an,k k=1 an,k

n+l k
k§1 Pk * Poly,x-1¢

De (1), on obtient par une récurrence évidente que Sn = An, ce qui acheve

la démonstration. [

APPLICATION 2.4. Rappelons que les nombres d'Euler E, ont comme fonction

génératrice exponentielle:

20 E t'/n! = tg(t) + sec(t).
n

Posons x = tg(t) + sec(t) - 1. Un calcul €lémentaire donne:
2
dx/dt =1 + x + (x7/2).

On remarque alors que x est une série formelle en t de la forme x =t + o(tz).

En conséquence, x engendre Q[[t]], i.e. Q[[x]] = Q[[t]]. La formule précédente
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montre que:

d/dt = (1 + x + (x2/2))d/dx
(avec un léger abus de notation).

Pour A = P(x)d/dx avec P(x) = 1 + x + (x°/2), ona d/dt = & et

n

dn/dtn = A". De plus, toute série formelle en t a le m8me terme constant que la

série formelle correspondante en x, et réciproquement. En particulier:
_ N n _ Al
E o= dx/dt| =0 x| .

Or, le Théoréme 2.2 donne A™x  comme polynSme en les P(x), P'(x) et
P"(x) (puisque P' (x) = 0); observons que, puisque x(0) = 0, toutes ces séries
ontvcomme terme constant 1, ce qui montre que le n-idme nombre d'Euler est Le nom-
bre d'anborescences croissantes surn {1,...,n}, dont Les noeuds ont au plus deux

§4Ls. On retrouve ainsi un résultat de Viennot, [6], prop. 3.15.

REMARQUE 2.5. La méthode que l'on vient de décrire est trés générale. Elle
donne entre autre la solution combinatoire d'équations différentielles comme le mon-

tre Leroux-Viennot dans [5], et [4], avec un point de vue lég&rement différent.

REMARQUE 2.6. Nous venons de montrer que le nombre d'Euler En est la somme
des coefficients dans A" des mondmes de degré 1 en d dans lesquels il n'apparait
aucun Pi avec 1 2 3. De méme, par [7] (voir la remarque aprés la prop. 3.12),

En est la somme des coefficients dans A" des mondmes dans lesquels il n'apparait

aucun Pi avec 1 impair.

. . . n
Beaucoup d'autres nombres classiques apparaissent dans 1'expression de A

en terme des puissances de d/dx.

Remarquons ainsi, que le "degré" en les Pi: Z ia(i) des monOmes II P?(l)dk

dans A" est n-k; on peut donc 1'identifier & un partage de 1l'entier n-k.

Le k-idme nombre de Stirking de premidre espdce apparait aussi dans A"

a(i) gk

comme somme des coefficients des mondmes de la forme II Py De méme facon, le
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k-idme nombre de Stinking de deuxidme espdce apparatt dans A" comme coefficient de

PnPn-kdk
ol

Les nombres eulériens (i.e.: e(n,k) est le nombre de permutations de
{1,2,...,n} ayant k descentes) sont obtenus en sommant dans An les coefficients
des mondmes de degré 1 en d faisant apparaitre une puissance donnée de Po (voir
(6], prop. 2.14). Cette derni€re observation &quivaut 3 dire que les polynOmes eulé-
riens En(t) = 1<E<n e(n,k)tk sont obtenus en sommant le poids de toutes les arbo-

rescences croissantes sur {1,2,...,n}, avec Po =t, et Pi =1 si i2>1.

Figure 3
5 _
Po (P, =@

Nombres eulériens

3. Cas non commutatif

Nous allons maintenant calculer les puissances de
A = Pd

oi d est une dérivation dans une alg@bre non commutative, et P est un &lément de
k

cette algébre ayant comme dérivées successives d P = Pk'

~

Le résultat est tr®s semblable i celui du Théor&me 2.2. Cependant, le poids

d'une for&t sur [n] est maintenant un monSme non commutatif défini comme:

K
Pam)Pan-1)" Py
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oli a(i) est le nombre de fils du noeud i, et k est le nombre d'arborescences

dans la forét.

THEOREME 3.1. Lla n-ilme puwissance de A = Pd est La somme des poids de

toutes Les fonets d'arborescences croissantes sur {1,...,n}.
Comme ce résultat étend le Théore&me 2.2, sa preuve est semblable.

Nous allons maintenant déduire de ce théoréme une formule de Comtet. I1 la
présente dans un contexte commutatif, mais sa formule est. plutdt non commutative
d'esprit, puisqu'il ne réunit pas les termes ayant méme image commutative (voir ci-

dessous) .

APPLICATION 3.2. Montrons cette formule de Comtet [1] (th&oréme p. 166).

Soit

Alors,

n-1

- k 1
Avk © P /k! ) (z-/&l)(z-zl-zz)...(n-zl-tz...-zn_l)Pﬂlpzz...Pz l/f_l!zzz...z !

n-

ou la somme a lieu sur l'ensemble des entiers Zl,...,ﬂ avec ll <1, £1+£2 < 2,

n-1
ves £1+...+ﬂn_l < n-1 et £1+"'+£n-1 = n-k. Pour démontrer cette formule, nous
utiliserons le résultat suivant (voir [3]). Soient dl"“’dn des entiers naturels

tels que Z di= n-1 et tels que pour i = 0,...,n-1, on ait dn+...+d . < i,

Alors le nombre d'arborescences croissantes sur [n] telles que pour i =1,...,n,

le noeud i ait di fils, est égal a:

1
W (l-dn) (Z-dn-dn_l) . (n-dn-dn_l— “e -dl) .

On déduit facilement de ce résultat la généralisation suivante: si k,
dl""’dn sont des entiers naturels tels que Z di = n-k et si de plus pour
i=0,...,n-1, ona dn+...+dn_i < i, alors le nombre de k-forets d'arborescences
croissantes sur [n] telles que pour i =1,...,n, le noeud i ait di fils, est

égal a:
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1
'dT,T—d—;,— (l—dn) (Z_dn-dn—l) cee (n-dn-dn~1-. . .-dl) .

1
kT
I1 suffit d'utiliser la bijection classique (voir [7], section 2.5) entre

les k-for®ts d'arborescences croissantes sur [nl, et les arborescences croissantes

sur [n+l] telles que le noeud 1 ait k fils.

Revenons & A. On observe que si F est une k-forét telle que pour
i=1,...,n, le noeud i ait di fils, on a: Z di = n-k (puisqu'exactement n-k
noeuds de F sont fils d'un autre noeud). De plus, 1l'ensemble des fils des noeuds
n,...,n-i est sous-ensemble de [n,...,n-i+l] (puisque 1l'arborescence est crois-
sante); en conséquence, dn+...+dn_i < i. Ce qui montre, en vertu du Théoréme 3.1,

que

!
An,k =) o (-d)(2-d -d_)...(n-d -...-d)) X Pand ...Pdl/(dl!...dn!),

n-1

oli la somme a lieu sur 1'ensemble des entiers dl""’dn tels qu'énoncé ci-dessus.
Comme on a toujours dn = 0 (le noeud n n'a pas de fils), en procédant au change-

ment de variable:

on obtient la formule de Comtet.
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