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TREILLIS DE. FONCTIONS RÉELLES, COMPACTIFIÉS 
ET TRANSFORMATIONS MULTIPLICATIVES 

J.-M. Belley et Fi Lessard 

Abstract 

Let L be a lattice of real-valued functions defined on a set X, which is 

closed with respect to the operations (a-f) v 0 and (f-a) v 0 (f E L, a E 10,~~)). 

We construct a compact space x such that X is dense in it and each function 

fE L admits a (unique) continuous extension on x. By our construction of x we 

are able to show that, when L is also an algebra, any positive multiplicative 

linear transformation U on L such that U(1) = 1 is characterized as being in- 

duced by a continuous transformation on y. This result is then used to obtain a 

sufficient condition for a function to be invertible in L and to show that, when 

X is a semigroup, r cari be identified with a compact semigroup. 

Résumé 

A partir d'un treillis L de fonctions réelles (sur un ensemble X) fermé 

par rapport aux opérations (a-f) v 0 et (f-a) v 0 (f E L, a E CO,a)), nous 

construisons un espace compact x tel que X est dense dans ?? et tel que chaque 

fonction f E L admet une (unique) extension continue sur y. Moyennant cette cons- 

truction nous obtenons, dans le cas où L est aussi une algèbre, qu'un opérateur 

linéaire positif et multiplicatif U: L + L tel que U(1) = 1 est nécessairement 

généré par une transformation continu sur Y. Ce résultat est ensuite utilisé pour 
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obtenir une condition suffisante pour qu'une fonction soit inversible dans 

pour montrer que, lorsque X est un semigroupe, x peut être identifié à un semi- 

groupe compact. 

Soit L un treillis de fonctions réelles bornées définies sur un ensemble 

X, fermé par rapport aux opérations (a-f) V 0 et (f-a) V 0 (f 6 L, o 2 0). 

(Evidemment L contient toutes les fonctions constantes non négatives.) Les treil- 

lis ayant cette propriété ont été utilisés par Pollard et Top$e (voir cl11 et CISI) 

pour généraliser des théorèmes de représentation intégrale. Il est clair que toute 

algèbre de Banach (par rapport à la norme uniforme) de fonctions bornées f: x-+lR, 

contenant les fonctions constantes, est un tel treillis. Ecrivons Lt pour dési- 

gner la classe des fonctions non négatives dans L et Lo pour la classe des fonc- 

tions f E Lt telles que inf{f(x) : x E XI = 0. Soit W(L) la classe des treillis 

maximaux dans L t 
0 

avec topologie ayant j8 et les ensembles de la forme W(f) = 

{F E W(f): f E f) (f E f.:) comme sous-base pour les fermés. Nous dirons que 

fcL est U@n& de ~@LU si inf{ If(x)1 : x E XI > 0. 

PROPOSITION 1. w(L) wt un apuce compact T1' ex ta chue du elz~,mbLu 

w(f) (f E LO, &mne une bue puuh &A @mm de w(L). 

DÉMONSTRATION. Soit F,,F2 E W(L) tels que Fl # F2. Alors il existe f E F,\F, 

et on a f 1 E WI et f2 4 W(f). Cela montre que Fl est fermé dans W(L) (et 

ainsi W(L) est Tl). 

Montrons maintenant, par la propriété d'intersection finie, que est 

compact. Soit {fi: i E I> dans Lo tel que {W(fi): i E 1) possède la propriété 

df intersection finie. Alors, pour tout sous-ensemble fini {f. : k = 1,. . . ,n) de 
ik 

If .: i 6 1) nous avons 
1 

nW(fik) # fi. Ainsi, il existe f E W(f.) tel que 

FE nw(f. 1. On en déduit que la fonction vfi est dans F et ainsi 
'k k 

inf{vf. (x): x E X) = 0. Donc il existe f' E W(L) contenant {fi: i E 1). Evi- 
ik 

demment f' E n{W(f,): i E 11 et ainsi n(W(fi): i E 1) # 8. Par le théorème 

d'Alexander sur les sous-bases, on a que W(f.) est compact. 
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Finalement, pour g,h E Lo et f E W(L) tels que f 8 W(g) U W(h), il 

existe des fonctions fl,f2 E F pour lesquelles fl V g et f2 V h sont éloignées 

de zéro. Ainsi, la fonction f = fl v f2, qui est élément de f, est telle que 

f v km est éloignée de zéro. Donc, l'ensemble W(gAh), qui contient 

W(g) U W(h), ne contient pas f. On en déduit que la classe des W(f) (f E Lo) 

est une base pour les ensembles fermés de 
W) l  

Cela termine la démonstration. 

On dit qu'une classe C de fonctions réelles sur X &$atLe lti p&& de 

X si pour tous points x,y E X avec x * y, il existe une fonction non négative 

f E C telle que f(x) + f(y). Lorsque X est un espace topologique sur lequel 

chaque fonction de C est continue, on dit que X est carnpltimeti Mgu&.ti patt 

mpputi à c si, pour chaque point x E X et chaque sous-ensemble fermé E de X 

ne contenant pas x, il existe une fonction non négative g E C avec g(x) > 0 et 

g (Y> = 0 pour tout y E E. Désignons par C,(X) et Cr(W(fJ), respectivement, 

l'ensemble des fonctions réelles continues définies sur X et W(L). 

REMARQUE 1. Pour le cas où X est un espace topologique Tl, Wallman a 

introduit les idées que nous employons dans cet article afin de montrer l'existence 

d'un compact w(X) et d'une fonction continue p: X + w(X) telle que p(X) est 

dense dans w(X). Il s'est servi de la structure sur X plutôt que de celle sur 

une classe f de fonctions définies sur X (comme nous faisons). Notre façon de 

faire donne facilement de nouveaux compactifiés, et bien d'autres qui sont déjà 

connus. Quant aux techniques très générales des treillis distributifs commutatifs 

pour construire des compactifiés, nous référons le lecteur à Cil. Ici nous nous 

restreignons au cas où les éléments de L sont bornés, car il nous faudra dans cet 

article étendre ces fonctions à des fonctions continues sur le compactifié 
WI l  

Considérons la fonction w: X + W(L) définie par 

(40 = (f E f.+: f(x) = 01. 

PROPOSITION 2. w ed b&n d&&ini.e. 



DÉMONSTRATION. x E x, il est clair que wo est un treillis dans Lt 
0’ 

trons que w(x) est maximal. Soit f E L~\U(X). Alors f(x) > 0. Choisissons 

0 < cx < f(x). Alors g = (a-f) V 0 est une fonction dans U(X) pour laquelle 

fv 8 est éloignée de zéro. Cela termine la démonstration de la Proposition 2. 

PROPOSITION 3. w(X) CA/~ denne dam W(L). 

DÉMONSTRATION. Si o(X) était contenu dans W(h) pour une fonction h E Li 

alors, pour tout x E x, Nxl serait élément de W(h) (i.e. h E W(X) pour tout 

x E X). Ainsi, h serait la fonction nulle et donc on aurait W(h) = W(L). 

Proposition 3 est démontrée. 

PROPOSITION 4. A chaque f E L, Z caww+wuf un unQue 6 E: Cr(W(L)) ht 

cjue Bo~=f X. 

DÉMONSTRATION. Premièrement, supposons f non négative et pour chaque a 2 0, dé- 

signons respectivement par f et f- a a les fonctions (f-o) V 0 et (a-f) V 0. 

Définissons 

6(F) = inf(a > 0: fa E FI 

pour chaque F E W(L). 6 est définie sur tout puisque fa = 0 pour a 

sez grand. Aussi, il est clair que i) 6wx)) = f(x) pour tout x E X, ii) 

6 -1 ((-m,a*l) = &C@,m)) =@ lorsque a* < inf f(x) et CQ' > sup f(x), et iii) 

-1 xcx xcx 
6 ww'l) = W(fa,) lorsque a' 2 inf f(x). Pour établir la continuité de 6 il 

l  X<X 

suffit de montrer que 6-1(Ca’,q) = W(f$) lorsque 0 2 a' 2 sup f(x). Puisque 
xcx 

la dernière inégalité est triviale lorsque a' = 0, supposons que a' > 0. fa V fa, 

est éloignée de zéro lorsque 0 < a < a' et ainsi w(f;,) = 6-1(Car,9>. Pour 

montrer l'inégalité inverse, prenons f 6 6 -1 
([cm)) et supposons que f 8 W(f&. 

Alors il existe h E f et a > 0 avec &-a > 0 et fi,-a V h éloignée de zéro. 

Mais fa, a k F et ainsi on peut choisir i5-F tel que fa' a V g est éloignée 

de zéro. Ainsi, g v h est éloignée de zéro, ce qui contredit le fait que f est 

un treillis dans L + 
0. 

Alors 6-l(Car,m)) c W(faJ et donc 6 est continue sur 

WL) l  
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Prenons maintenant une fonction f quelconque dans f et posons 

6 = 6’ - a- où ft et f- sont les fonctions dans Lt égales à f V 0 et 

, -f v 0 respectivement. Evidemment 6 est une fonction dans Cr(W(L)) telle que 

f = 5 o w  sur X. On a que 6 est unique puisque w(X) est dense dans W(f). 

, Nous avons démontré la Proposition 4. 

DÉMONSTRATION. Evidemment, A = { 6 : f E L) est un treillis de fonctions définies 

sur et contenant les fonctions constantes non négatives. Pour montrer que A 

sépare les points de W(L), prenons Fl,F, E W(f) avec Fl f F2. Alors, il existe 

f E 33 et on a 6(F1) > 0 et j5(f2) = 0. Nous avons démontré la Proposition 5. 

REMARQUE 2. a) Lorsque L est en plus une algèbre, ou si elle a aussi la 

propriété que, pour tous a,a* E 1R et f,f’ E W(L), il existe f E L tel que 

6(f) = a et h(F’) = a’, alors par le théorème de Stone-Weierstrass et la Proposi- 

tion 5, on en déduit que {a: f E L) est dense dans Cr (W(f) ) par rapport à la 

norme uniforme. 

b) Lorsque Y est un espace compact séparé, la classe 

les fonctions bornées réelles continues sur 

complètement régulier par rapport à 
cr (Y> l  

cr (y> 
Y sépare les points (de 

de toutes 

Y) et Y est 

(Voir, par exemple, c7, pp. 141, 1151.) 

THÉORÈME 1. Suti f un %teitCLi~ de @wLhm ttE&.h butLn&ti dé&in& ~cttt 

un etimble x et @TAPE AULU .&A up&tiuti (a-f) v 0, et (f-a) v 0 (f E f ti 

a 2 01, eX mi-f q une @wCiun d&&tie acctt x e-t à vdma dam un tipace campa& 

b@mE Y aL..te que g 0 q E f puti /tu& g dati un auti-ermmb.te deme de 

cr (Y) l  
A-Cuti, iX exi.de une unbpe 6untiun cutinue Q: W(f) -+ Y %&e que 

Qow= q bcctt x. 

DÉMONSTRATION. Prenons f E W(f). Puisque w(X) est dense dans W(f), choisissons 

une suite généralisée I~(X~) 1 dans w(X) telle que f = lim w(xa) et posons 
a 



Q(F) = lim q(xa). 
N 

Il suffit maintenant de montrer que Q est bien définie, car Q 

sera alors l’unique fonction continue sur W(L), à valeurs dans Y, pour laquelle 

Qow= q sur X. Puisque Y est compact, il existe une sous-suite h(x(p)} de 

(q(xol) 1 qui converge vers un point y, dans Y. Soit V un voisinage de y, 

dans Y. En vertu du fait que Y est complètement régulier par rapport à Cr(Y), 

on peut choisir g E C,(Y) tel que g 0 q E L, g (y,) 2 1 et g(y) 5 0 pour tout 

point y à l’extérieur de V. On a que lim(g 0 9(x,)) existe puisque 
a 

lim(g 0 q(xo)) = lim(g 0 @(xa)) = g 0 q(F), et donc lim(g o q(Q) = 
a a 

lim(g 0 
a’ 

a$p)l = g(y,) 2 1. Alors, il existe a0 tel tue q(x,) E V pour tout 

ara 
0 

et ainsi, lim q(xa) = Y,* 
a 

Prenons maintenant une autre suite généralisée {w(x,)} dans W(X) telle 

que F= lin w(x,>. Pour chaque g dans un sous-ensemble dense de C,(Y) tel que 
I\ 

g O g E L,p nous avons lim(g 0 qCxJ> = 9 0 cS(f) = 1Mg 0 OpJ) et puisque cr (Y) 
a P 

sépare les points de Y, on en déduit que lim q(xp) = lim q(xo). La démonstration 
P a 

est terminée. 

EXEMPLE 1. a) Soit L l’algèbre des fonctions continues réelles bornées 

défini es sur un espace t 

valeur s dans un espace c 

opo log 

ompact 

fonction continue Q: W(L) + Y 

ique X, et soit q une fonction continue sur 

séparé Y. Par le Théorème 1, il existe une un 

telle que Q ow=q x. 

x à 

b) Supposons que L est aussi une algèbre et soit T: X + X tel que 

foT E L pour tout f E f. Définissons q: X + W(L) par q = w  0 T. Par la Re- 

marque 2a, on a que pour tout 6 dans un sous-ensemble dense de 

Cr(W(W- Alors, par le Théorème 1, il existe une unique transformation continue 

Q: W(f) -+ W(L) telle que Q 0 w  = w  0 T sur X. Puisque f 0 T = 6 0 Q 0 w  pour 

tout f E L, ce résultat deviendra un cas particulier du Théorème 2. 

PROPOSITION 6. si. x, CLlUrrh w 

DÉMONSTRATION. Si x,y E X sont deux points distincts, alors il existe f E Lt 

tel que f(x) # f(y). Supposons, sans perte de généralit& que f(x) < f(y)) et po- 

sons g= (f-f(x)) VO. Alors, g est élément de Li avec g(x) = 0 et 
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g(y) ’ 0. Ainsi donc, WC) * NY)* Nous avons démontré la Proposition 6. 

DÉMONSTRATION. Pour montrer la première partie de cette proposition, remarquons 

que, pour tout f E Lo nous avons w  -hé fi WI) égal à l’ensemble fermé 

f-l(o)- Pour la seconde partie, soit E un sous-ensemble propre fermé de X et 

pour x E X\E donné, soit gx (5 L; une fonction telle que g,(x) > 0 et 

gx (Y) = 0 pour tout y E E. Alors w(E) est évidemment égal à l’ensemble (rela- 

tivement) fermé n{W(g ) 
X 

n w(X): x 8 El. La démonstration de la Proposition 7 est 

complète. 

REMARQUE 3. a) Lorsque L sépare les points de X et X est complète- 

ment régulier par rapport à L, on en déduit de la Proposition 6 et de la Proposi- 

tion 7 que w  est un homéomorphisme. Donc, par la Remarque Zb, si X est un es- 

pace topologique compact séparé et si L est la classe des fonctions réelles conti- 

nues sur X, alors X peut être identifié à W(f). 

b) Si X est un espace de Tychonoff, on en déduit de la partie a) et 

du Théorème 1 (avec Y un sous-ensemble compact de IR) que (w,W(L)) esttopologi- 

quement équivalent au compactifié Stone-Lech de X (voir, par exemple, C7, p. 1661). 

Cl S. Kakutani a montré dans c61 que sous certaines conditions, un espace 

de Banach qui est en plus un treillis vectoriel, peut être concrètement représenté 

(isomorphiquement et isométriquement) par un sous-espace de la classe des fonctions 

réelles continues définies sur un espace compact séparé. Sa méthode, aussi bien que 

celle de Stone pour obtenir le compactifié Stone-Lech et celle de Gelfand et Shilov 

pour obtenir 1’ espace compact des idéaux maximaux associés à une algèbre de Banach 

commut at iv e, diffère de la nôtre du fait qu’on ne s’est pas servi de la boule fai- 

blement compact de l’espace dual d’un espace vectoriel normé. 

thode nous obtenons la propriété additionnelle que 

Aussi, par notre mé- 

wo est dense dans 
WJ l  



EXEMPLE 2. Soit X l’espace topologique IR (avec topologie usuelle) et, 

pour c > 0 donné, soit L la classe des fonctions continues réelles bornées dont 

le graphe est une suite de segments de droite enchaînés de pente 0 ou +c. Alors, 

L sépare les points de X, et X est complètement régulier par rapport à L. Ain- 

si donc bLw~l> est un compactifié séparé de X. On remarque que, par rapport à 

la norme uniforme, L n’est pas un sous-ensemble dense dans la classe des fonctions 

continues réelles bornées sur x. 

Moyennant la Remarque 2a, la Proposition 3, le théorème d’extension de 

Hahn-Banach, et le théorème de représentation de Riesz, nous obtenons le résultat 

suivant. 

PROPOSITION 8. Si. 1 Ut en p.4C.U une alghbrte, aha à chaque @ztionn&e 

REMARQUE 4. 

réelles définies sur 

Si est un treillis vectoriel de fonctions bornées 

X, qui est fermé sous les produits et contient la fonction 

constante 1, ii) M est une fonctionnelle linéaire positive sur f-, et iii) 

3M est la classe des ensembles E (de Jordan) dans X (avec fonction indicatrice 

IE) tels que 

inf{M(f-g): g 5 IE 2 f; f,g E f.1 = 0 

alors, comme l’a montré S. Bochner en 1939 (voir c3, pp. 773-7751), nous avons que 

‘1 ‘M est une algèbre d* ensembles dans X, 

2) pour toute fonction f E L, (2 E X: f(z) 2 r) est élément de -IM 

pour tout r dans un sous-ensemble dense de R, et 

3) la fonction mM définie sur JM par 

mM CE) = inf{Mf: IE L f; f E L) 

est une fonction positive et additive pour laquelle on a 

Mf = 
J X 

f dmM 
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où féf. et l'intégrale est définie au sens de Riemann. Ce résultat, que l'on 

peut obtenir à partir de principes élémentaires, a l'avantage que l'intégrale est 

sur X 

de réels 

plutôt que sur Cependant, l'algèbre JM et le sous-ensemble dense 

r, dépendent malheureusement de la fonctionnelle linéaire M. 

EXEMPLE 3. Soit A une algèbre de sous-ensembles de X, et soit L Val- 

gèbre des fonctions réelles simples A-mesurables définies sur x. Soit 

rn’ : A + Co/q une fonction additive et M: L + R la fonctionnelle linéaire posi- 

tive définie par Mf = f dm* pour tout f G f.. Alors, en vertu de la Proposi- 
X 

tion 8, il existe une unique mesure de Bore1 régulière positive m sur W(f) pour 

laquelle Mf = w(L) 5 dm pour tout f E f.. On remarque que si f est la fonction 

caractéristique d'un ensemble A E A, alors d(W(f.)) c (O,l) et ainsi, par la Pro- 

position 4, a-1({1I) est un ensemble ouvert et fermé dans 
WI l  

Ainsi, pour 

AEA donné, il existe un ensemble ouvert et fermé U c W(L) pour lequel w(A) = 

u n w(X). Evidemment aU = j7 et ainsi m(aU) = 0. Il est montré dans [2, p. 2681 

que si A’ est la classe des ensembles 

ensemble de Bore1 dans pour 1 equel 

AcX avec WI = v n w(X) où est un 

NW = 0, alors A' est une algèbre 

d'ensembles dans X (qui contient A) et la fonction mrr: A' + [O,m) avec 

mri (A) = m(V) est une fonction additive bornée bien définie (qui prolonge rn' à A’). 

Lorsque est en plus une algèbre, désignons par M la classe des fonc- 

tionnelles linéaires positives multiplicatives sur L (i.e. la classe des fonction- 

nelles linéaires positives sur f telles que Si est 

aussi fermée sous les racines carrées (comme c'est le cas lorsque f est un espace 

complet par rapport à la norme uniforme), alors les fonctionnelles linéaires réel- 

les multiplicatives sur L sont nécessairement positives. 

ment non MLLR cie M 



DÉMONSTRATION. Il est évident que sIil existe une mesure de probabilité sur les bo- 

réliens de W(L), representant M et ayant son support concentré en un point de 

W(f), alors M E M. Inversement, supposons M E M non nulle et soit m (l'unique) 

mesure régulière de Bore1 non nulle sur wu 
position 8). Puisque Mf2 = (Mf)2 pour tout 

représentant M (comme dans la Pro- 

f E L, on a par la Remarque 2a que, 

pour chaque ouvert V dans W(L) avec fonction indicatrice iv , 

m(V) = sup{Mf: 6 2 $/; f E f.1 

= sup{Mg 2 : g2 5 lv; g E f-1 

= mL(V) 

et ainsi, par la régularité, m(E) 2 = m (E) pour tout borélien E dans W(L). 

Ainsi donc, m ne prend que les valeurs 0 et 1. En fait, m est concentré en 

un point de W(L). Pour justifier cela, soit 2 l'ensemble (compact non vide) 

égal à l'intersection de la classe (ayant la propriété d'intersection finie) de 

tous les sous-ensembles compacts K WL) tels que m(K) = 1. Si F est un 

point dans Z, alors c'est un borélien dans (l'espace Tl) W(f) et ainsi Z\(F) 

est aussi un borélien. Ainsi, si m({f)) # 1 (i.e. m({F}) = 0) alors, par la 

régularité il existe un compact K* dans Z\{r) avec m(K*) = 1. Cela contredit 

notre choix de Z. Donc nous avons {F) = Z, et la démonstration est terminée. 

Uf > 0 

[Le. U(fg) = (Uf)(Ug) /LwL(h ;tuti f,g E L) &L que 

f 2 0) 

Q: W(f) + W(f) 

J(1) = 1, atuttn Lt etia/te une 

;t&e que Uf=60Qw 

/tel%2 que M(Uf) = Mf puuh AxLt 

-1 
m(Q El = m(E) pu& /tucck butL6Xi.e.n E dam W(L) 

pouA hLt f E L. 

et pu~crt Raqu&e Mf = w(L) 6 dm , 

DÉMONSTRATION. Fixons un quelconque x E X, et soit M la fonctionnelle linéaire 

positive non nulle sur. L définie par Mf = (Uf)(x). MEM et donc, par la 
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Proposition 9, il existe un unique f E W(f) avec Mf = d(F) (i.e. uJf> 00 = 6 (0 1 

pour tout f E f. Désignons par q: x + W(f) 

6 (q(x)) pour tout f E L et tout x E X. Puisque 

la fonction pour laquelle Wf) (xl = 

Uf E L 

6”9Ef et comme (6: f E L) est dense dans 

(f c-z f) J nous avons que 

nous obtenons maintenant 

le résultat par le Théorème 1 avec Y= WL) et par la Proposition 8. 

REMARQUE 5. Dans le contexte du Théorème 2, il est évident que Q ad- 

met un point fixe dans W(L) si et seulement si, pour un F E W(f), on a 

(U-I)f E F pour tout f E f. 

b) S. Kwapien L-9, p. 1781 a montré que, si m désigne la mesure de Le- 

besgue sur CO,ll, à une constante multiplicative près, la seule fonctionnelle li- 

néaire sur 

sur CO,11 

C> 

invariante par rapport à toute transformation inversible 

qui conserve la mesure m9 est l’intégrale par rapport à m. 

Les techniques employées dans la démonstration de la Proposition 8 et 

de la Proposition 9 sont bien connues et ont été utilisées par de nombreux auteurs 

pour obtenir des résultats semblables à ces deux propositions. (Voir, par exemple, 

IX3 et C131.) 

EXEMPLE 4. Soit X un groupe commutatif localement compact séparé avec 

groupe dual i, B(x) l’algèbre (fermée par rapport à la norme uniforme) de toutes 

les fonctions continues presque périodiques sur ^x, ex: k -+ d: le caractère associé 

a x E X, et U: B(^x) -+ B(g) un opérateur linéaire positif et multiplicatif tel 

que U(1) = 1. Si pour un quelconque’ 2 c 2 la fonction x -+ (Uex) (X) est conti- 

nue, alors il existe une unique transformation ponctuelle T: 2 + ^x telle que 

Wf) (x^> = f(TR) pour tout f E B(g). Pour montrer cela, soit f l’algèbre des 

fonctions réelles dans B(g). Par le Théorème 2 il existe une unique transforma- 

tion ponctuelle continue Q: W(f) -+ W(f) telle que (Uf)(j7) = d(Q 0 w(X)) pour 

tout f E f et tout ji E X. Ainsi, I wx> @> 1 = 1 et alors la fonction 

x + Wx) uu est un caractère. Ainsi, pour un point ji E ^x quelconque, désignons 

par TX l’unique élément de ^x pour lequel Wx) (Q = ex(TR) . Alors T: 2-6 

est la fonction cherchée. 



dont la mesure de Bore1 qui la représente sur K(L) est concentrée sur f. Alors, 

en particulier, on a que M 
WI 

f= f(z) pour tout f c L et tout 2 E X. Nous 

munissons M de la topologie dont les fermés ont pour base les ensembles de la 

forme CMF: f c W(L); f E FI pour tout f C Lo. 

PROPOSITION 10. Lo/tq~e L ut en p.t.u.4 une a.tg&bke, un a que W(L) U/t 

hamEomoqAe d M. De plud, la ckuae deA eme.mbLu tr\f E kil: hlf = OI (f E Li) 654X 

une banc powt &A @AJI& de M. 

DÉMOKSTRATION. Il est clair que la correspondance f -+ Mf est un homéomorphisme 

entre W(6) et M. La seconde partie de la proposition est maintenant une consé- 

quence de la définition de \Y(f), du fait que a(F) = 0 pour tout f dans F, et 

de la Proposition 9. 

REMARQUE 6. a) Il s’ensuit que, dans le contexte de la Proposition 10, 

la classe des ensembles {M c. hj: Mf ~-r a) (pour tout f E f. et tout a E IR) est 

une base pour les fermés de hf. Ainsi donc, pour tout f E L et tous réels a et 

a’, {M E M: a < (M-N)f < a’ 1 est un voisinage ouvert de N E M. 

b) Moyennant des méthodes bien connues utilisées dans la théorie des al- 

gèbres de Banach commutatives, nous avons les faits suivants lorsque L est en 

plus une algèbre. (Voir, par exemple, ClO, p. 541 et c14, pp. 401, 4061 pour pren- 

dre connaissance des idées derrière les démonstrations.) 

il Etant donné un espace compact K et un idéal maximal I dans 

cr (K) ¶ il existe un point (unique) k E K tel que I = {f E C,(K) : f(k) = 0). 

Ainsi, par la Remarque Za, I est un idéal maximal dans Cr(i4;(L)) si et seulement 

s’il est la fermeture par rapport a la norme uniforme d *un (unique) point F E h’(L). 

Donc chaque F E l?(L) est un idcal maximal (propre) dans L. 

ii) f c L n’est pas inversible si et seulement si l’ensemble 

(gf: g E L} est un idéal maximal (propre) contenant f. 

iii) Si, en plus, I est une algèbre de Banach réelle par rapport à 

la norme uni.forme, alors chaque F c W(L) est fermé par rapport à cette norme. 
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iv) Puisque iR peut être vu comme étant l'ensemble des fonctions constan- 

tes dans L, alors, par le Théorème 2, nous obtenons qu'un quelconque homomorphisme 

positif U: L -+ W est déterminé (uniquement) par un point f E W(L) de sorte que 

Uf= d(F) pourtout fE L. Donc, un quelconque idéal maximal (propre) dans 

C,(W(L)) (et ainsi, dans L) est caractérisé comme étant l'ensemble des points où 

s'annule un homomorphisme positif sur L. 

DÉMONSTRATION. fd. est inversible si et seulement si Mf + 0 pour tout homomor- 

phisme complexe M sur f. (Voir par exemple, C12, pp. 265, 2661.) Ainsi, en ver- 

tu des hypothèses, f est inversible si et seulement si Mf + 0 pour tout M E M. 

Mais, si f est éloignée de zéro, on a (par la Proposition 10) que Mf # 0 pour 

tout MEM. Le Théorkne 3 est démontré. 

EXEMPLE 5. Soit L la classe des fonctions sur X= c o,O”l de la forme 

c a.1 où ii i E fN, {ai} est une suite de nombres réels telle que 1 lail < 00, et 

chaque Ii est la fonction indicatrice d'un intervalle non borné [bila)) avec 

0 5 bi c bi+l. Evidemment f. est un treillis fermé sous les opérations (a-f)- v 0 

et (f-a) v 0. Par rapport a la norme 111 aiIill = 1 [ail> L est en plUS une algè- 

bre de Banach réelle. De plus, si M est un homomorphisme sur f, alors pour la 

fonction indicatrice 1 d'un intervalle quelconque dans X nous avons 2 M(I ) = 

M(I), et alors (MUl12 = M(1) (i.e. M(1) est égal à 1 ou à 0). Ainsi donc, 

si Il et I2 sont les fonctions indicatrices d'intervalles non bornés tels que 

Il < 12, alors WIl) 5 MU9 et ainsi M est positif sur L. Il s'ensuit mainte- 

nant par le Théorème 3, qukne fonction f E L quelconque éloignée de zéro est in- 

versible dans L. 

Supposons maintenant que X est un semigroupe (avec opération binaire 

écrite multiplicativement) et que L est en plus une algèbre telle que pour chaque 

fd et tout w  E X, la fonction f 
W 

définie par z -+ f(wz) et les fonctions 
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w  -t Mf 
W 

pour tout M E M sont dans f. La convu&Uun Ml * M2 de deux fonction- 

nelles M1'"2 E M, telle que définie pour la première fois par Hewitt et Zuckerman 

dans [41 et [SI, est la fonctionnelle M E M définie par Mf = Ml (M2fw) pour tout 

f E L. Sous cette opération binaire, M est un semigroupe compact (voir la Propo- 

sition 10) tel que la fonction M+M*N est continue sur M (pour tout N E M). 

Ainsi donc, la fonction (M,N) + M * N est séparément continue sur MxM (i.e. M 

est un semigroupe topologique) lorsque M est commutatif. 

THÉORÈME 4. SuLt X et auppoaanA que auti en 

a.tgèbtre cutienuti Re4 &ncLLunis z + fw(z) eX z+Mf 
q 

(z,w E X) pouA ax.d f E L 

eAhtuulil: MEM. Aloti, iL ex&te un humumutrpkinme bije&6 j de X but un ax~b- 

M tel que, puuh c 

exktte une un.Que @netion f # dam L’tipace C,(M) de 

dati C,(M) eX M e& un mnighuupe Xupui!ogkpe &uhQyu eQ 

AU~X dati Cr(M) puuh /~OU$ M E M eX ;tuuX f E f. Si X 

ue ~uncm 

unc&iunA h &L&A cuti- 

If#: f E L 

IA @zcLi.u 

n fEL,Le 

e~ft detie 

# 
ti N + f (M*N) 

. un apace tu- 

bijection. Puisque pour tout et tous nous avons 

M 
w  (XY) 

f= f(XY) = f,(Y) = y&y)fx = 'Qx) * QY))(f) 

il s'ensuit que j est aussi un homomorphisme. Nous obtenons maintenant le résul- 

tat en vertu de la Remarque 3a. 

EXEMPLE 6. Nous donnons ici un exemple d'un groupe X commutatif pour le- 

M n'est ni commutatif, ni un groupe. Posons X =R et soit la classe 

des fonctions réelles bornées uniformément continues sur X. Evidemment f. contient 

les fonctions z -+ f,(z) et z -+ MfZ pour tout x E X, tout f E L, et tout M E M. 



L-M. &Uey e;t f. Lcmcvd 267 

En plus, L sépare les points de X X est complètement régulier par rapport à 

L. Ainsi on a toutes les conclusions du Théorème 4. Cependant, M n'est pas un 

groupe car certains de ses éléments ne sont pas inversibles. Par exemple, soit 

MEM associé à un point f E W(L)\w(X) et soit fEf. à support borné sur x. 

Alors fx E f, et ainsi Mfx = 0 pour tout x E X (i.e. M n'est pas inversible). 

M est également non commutatif. En effet, soit tel que g =l sur ( -y-l) 

et g = 0 sur (l,m), et prenons F E W(L)\w(X) avec g E f. Soit f* E W(L) gé- 

néré par {l-f: f E f} et soit M, M' deux éléments de M associés respectivement 

à F et F'. Alors Mgx = 0 pour tout x E X (et ainsi (M?*M)(g) = 0) tandis 

que M'gx = 1 pour tout x E X (et ainsi (M*M')(g) = 1). 
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