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THÉORÈMES DE STRUCTURE SURCERTAINESALGÈBRES DE FRÉCHET 
MS Akkar, M. El Azhari et M. Oudadess 

Summary 

In this note we prove that every Fréchet algebra with a basis (xi)i,l sa- 

tisfying: (1) X.X. i< 
1 J 

= X.X. = x., 
31 J j and (2) pi(xi) # 0, pi(xi+l) = 0, is 

algebraically and topologically isomorphic to the algebra a” of complex sequences 

((Pi) i>l is a sequence of semi-normes defining the topology of A). The same tech- - 

nical used to prove the latter theorem allows us to obtain a structure theorem for 

Fréchet algebras with finite carrier space. 

Résumé 

Nous montrons que toute algèbre de Fréchet à base (xi) i>l vérifiant: (1) - 

X.X. 
1 J 

= xjxi = xj, i i: j et (2) pi(xi) # 0, pi(xi+l) = 0, est isomorphe algébri- 

quement et topologiquement à l’algèbre P des suites complexes ( (pi)i>l est la 

famille de semi-normes définissant la topologie de l’algèbre). Nous obtenons aussi 

un théorème de structure pour les algèbres de Fréchet à spectre global fini. 

1. Introduction 

Dans L-21 T. Husain et J. Liang démontrent que toute algèbre de Fréchet à 

base (xili>l telle que (1) xixj = xjxi = xj 9 i 5 j ; C2) Pi(‘i) * ‘9 

Pi Cxi+l) = 0 est à caractères continus. 



Ils donnent comme exemple de telles algèbres, 1 ‘algèbre des suites complexes 

notée Nous montrons (Proposition 3.7) que toute algèbre de Fréchet à base 

(‘il i>l telle que (1) et (2) soient vérifiées est isomorphe algébriquement et topo- - 

logiquement à l’algèbre 8 . 

La même méthode que celle utilisée pour trouver ce résultat nous permettra 

de montrer que toute algèbre de Fréchet commutative unitaire semi-simple telle que 

tard M(A) = n (n 2 1) 

cn (Corollaire 4.4). 

2. Préliminaires 

est isomorphe algébriquement et topologiquement à l’algèbre 

Soit A une algèbre. A est dite une algèbre localement multiplicativement 

convexe (en abrégé a.1.m.c.) si A est munie d’une topologie définie par une famille 

(p,), A 
E 

de semi-normes d’espace vectoriel vérifiant en outre px(xy) I px(x)px(y) 

pour tout 

et par 

XEA et tous %Y A. 

Une a.1.m.c. complète métrisable est dite une algèbre de Fréchet. 

On note par M*(A) 1’ ensemble des caractères algébriques (non nuls) de A 

WA) 

Soit 

l’ensemble des caractères continus (non nuls) de A. 

E un espace vectoriel topologique (en abrégé e.v,t.). E est dit à 

base s’il existe une suite (xi)i~l d’éléments de E telle que pour tout x de E 

il existe une suite unique d’éléments de tel que 

n CO 
X = lim 1 aixi = 1 aixi. 

n-+t~ i=l i=l 

Soit A une algèbre commutative unitaire. On appelle radical de Jacobson 

de A (noté Rad A ) l’intersection des idéaux maximaux de A; on dit que A est 

semi-simple si Rad A = (0). 
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3. Structures des algèbres de Fréchet vérifiant (1) et (2) 

PROPOSITION 3.1. Sali;t: A uy1~ a.a.m.c. cananukcr;tive carnpe~e ~ bée (xili>l 

v&~brtt (P): X.X. = x., 
iJ 3 

i 5 j. A.Lu~ta puutt koti n 2 1, sp(x n - x~+~) = {0,11. 

PREUVE. Remarquons d'abord que A est unitaire d'unité x1. Pour tout n 2 1, 

(x -x 
2 

n ntl 1 =x -x n n+ls d'où sp(xn - x~+~) c (o,ll. 

Si n= 1, on a x1 - (x1-x2) = x2, d'où 1 E sp(xl-x2) car x2 est non 

inversible d'après (PI ; on vérifie facilement que x1 - x2 est non inversible, 

d'où 0 E sp(xl-x2). 

Si n 2 2, xn - xntl n'est pas inversible d'après (PI , ainsi 
w  

0 E sP(xn - xntl)- Supposons que 1 4 sp(x, - x~+~); il existe y = 1 aixi E A 
i=l 

tel que (xn - xntl - xl)y = xl. 

w n W ntl 
(x -x n n+l-xl) 1 'ixi = ( 1 ai>xn ' an+lxn+l + 1 aixi - ( 1 "ilxn+l 

i=l i=l i=nt2 i=l 

- c a-x. - c (3.x. 
i=nt2 11 i=l 

11 

n n W 

= (1 

i=l 
ai)xn - ( 1 Oli)xn+l - 1 “ix-i 

i=l i=l 

W 

= c f3 

i=l ixi 

avec 6. = -a 
1 

i pour i + n,ntl 

n-l 
f3n = C 'i 

i=l 

ntl 
f3 ntl = - c 

i=l 
ai . 

W 

Comme 1 BiXi = X1, il s'ensuit que B, = 1, f3i = 0 pour i 2 2. Si n = 2, on 
i=l 

aura Bl = -a1 = 1, B, = a1 = 1 = 0 ce qui est absurde.n si n 2 3, on aura 

Bl = -a1 = 1, Bi = -ai = 0 pour 2 5 i I n-l et f3, = r ai = 0, ce qui est ab- 
i=l 

surde. 



PROPOSITION 3.2. Sa~ (A,(P~)~,~) - une &gèhe de Ft~&~hti h bue (xi)i>l - 

(1) X.X. 
11 

= X.X. = x., 
31 J 

iij 

tard M(A) = tard IN. 

PREUVE. (1) et (2) entraînent que Pi(Xj) = 0 pour i < j d'où pour toute suite 
a3 

complexe ("i)i , 1, - 1 clixi E A (cf. Cil). 
i=l 

Soit f E M(A), f(xi) E { O,l) pour tout i-2 1 2 car x. = x 1 i d'après (1). 

00 

Soit a = 1 xi E A, f(a) = y f(xi) d' où l'existence d'un certain 
i=l i=l 

m 2 1 tel que f(Xj) = 0 pour tout j 2 m. Comme f(xl) = 1, soit ktl le plus 

petit entier tel que f(xktl) = 0. En utilisant (l), on aura que: 

f(Xi) = 0 i>k 

f(Xi) = 1 l<i~k. 

étant unique, on définit l'application par: 

+: WA) + N\{O) 

fw $(f) = k. 

est injective; en effet entraîne que pour tout 

i 2 1, d'où f = g car f et g sont continus. Q est surjective; en effet, soit 

k E (N\(O); on considère l'élément xk - xktl. D'après la Proposition 3.1, il existe 

f E M(A) tel que f(xk - xktl) = 1. 11 s'ensuit que f(xk) = 1 et f(xktl) = 0 

d'où $(f) = k. 

PROPOSITION 3.3. So/i;t A une) ULgSbtte de FaE~kti Ù bac (xi)i>l VW-6iavLt 

(1) c-t (2). kea&b A U/t &W-&bn~& (Le. Rad A = (0)). 

00 

PREUVE. Soit x E Rad A, x = 1 aixi. On écrit x SOUS la forme 
00 i=l 

. x = alxl t x2 i-2 clixi. c D'après la Proposition 3.1, il existe f E M(A) tel que 

flXl1 = 1 et f(x2) = 0. Comme f(x) - a1 et x E Rad A, on a a1 = 0. En répétant 
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ceci jusqu'a l'ordre n-l, on aura x = onxn + xn+l c (3.x.. 
11 

Le même procédé en- 
i=n+l 

traîne que an = 0, d'où Rad A = (0). 

PROPOSITION 3.4. SoiA A une @2btLe de ftL&Chd L? bue (Xi)i>1 V6’LL6hVtt 

PREUVE. f E M(A). D'après la Proposition 3.2, il existe k unique tel que 

f(xk - xktl 1 = 1. Soit s tel que 0 < E < 1 et considérons 

U= (x E M(A) 1 bdxk - xk+l)l ' "* 

U est un ouvert de M(A) pour la topologie faible, et on remarque que U = if), 

d'où le résultat. 

PROPOSITION 3.5. SOa A une @dbae de F/tEChd à bue (xi)i>l VhL~Ad 

(1) ti (2). Mo&8 A = C(M(A)) (uQj6b@uwwzX). 

PREUVE. On considère l'application @ (transformation de Gelfand) 

x - ml Q(x): M(A) + 0: 

f* f(x). 

est un morphisme d'algèbres. est injective car est semi-simple d'après la 

Proposition 3.3. Il reste à montrer que $ est surjective. 

Soit Y E C(M(A)), M(A) est dénombrable. On pose M(A) = (fi)i>l; fi 

est telle que fi(Xi - Xitl) = 1. On définit la suite (ai)i>l par a1 = Y(fl), 

9= Wf2) - wl) 9 . . . . a n = Y(fJ - Y(f, ,), . . . 

Soit a = 1 aixi E A. 
l  1 

bfontrons que y = <P(a). Soit fk E M(A). m a 
.m- 
I-1 

$Ca) Cfk) = fk(a> = F 
i=l 

ai = Y(fk) et ceci pour tout k 2 1. Ainsi # définit un 

isomorphisme algébrique entre A 4% wKN1, ce qui permet d'écrire A = C(M(A)) 

algébriquement. 
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PROPOSITION 3.6. So/ik A uyte aegèbtte de fttéch~ d bdcle (xi)i>l ~~6~~ 

(1) ti (2). +%&a A = C(M(A)) (algEbhiquemeti e-t tapologkpemeti]; C(M(A)) éXati 

muni de lu topubgie de la cunvengence campacte. 

PREUVE. Soit 'I: la topologie de A. On a A = C(M(A)) (algébriquement) d'après 

la Proposition 3.5. En utilisant la Proposition 8.5 de [31, on a T = ‘ro(A> J 

étant la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de WV l  

REMARQUE 3.1. M(A) est dénombrable et muni de sa topologie discrète, donc 

toute partie compacte de WA) est finie. 

PROPOSITION 3.7. Sui..t A uw atgdbtre de ?Mcht à banc (xi)i2l vti~tiutt 

(1). ti (2). A+&~U A = p (atg&btiquemeti et ~upuhg.iqumentl . 

PREUVE. Soit IN muni de la topologie induite par celle de (L, i.e. la topologie 

discrète de sont homéomorphes et l'on a d'après la Proposi- 

tion 3.6, A = C(lN) (algébriquement et topologiquement). Or C(tN) = 8 (algébri- 

quement). 

Il est clair que la topologie de la convergence compacte définie sur C(m) 

coYncide avec la topologie naturelle de 

4. 

P , d'où le résultat. 

Structure des a.1.m.c. à spectre global fini 

PROPOSITION 4.1. SUit une. altg2bhe. kupuibgique /tekYe. que tard M(A) = n 

(n r 1). keuti la Qxdug~e @.i.b.te .induite peut CCL& de Af AU~ M(A) e& & ZO~U- 

lbgie dinc&Xe de M(A). 

PREUVE. Soit M(A) = {fl,- . . ,fn}. Soit fi E M(A). Pour tout j, 1 5 j < n, 

j * i, il existe x. 
J 

tel que 

fi,(xj) + f j(xj) '  
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On considère V = If E M(Al 1 If(xj))l + Ifj(xj)I~ 15 j 5 n, j + il. V= {f.) 1 

est ouvert pour la topologie faible. 

LEMME 4.1. Sud A une a..km.c, comp&!Xe cummMve u-e &vn&aimp.& 

h& que M(A) = ( fl,...,fn}. keokh pou& Xtoti 1 5 i I n, n KW fj * (0). 
j=l 
P#i 

PREUVE. Rad A = Ker fl n . . . l7 Ker fn = (0). Soit 1 5 i 5 n. Supposons que 

n" Ker f = (0). On a 
j=l j 

Si 

Ker fl...Ker fi 1 Ker fi+l...Ker fn c Ker fl n . . . n Ker fi 1 n 

Ker fi+1 n . . . n Ker fn = (0) C Ker fi . 

Comme Ker fi est un idéal premier (car maximal), il existe j # i tel 

que Ker fj c Ker fi i.e. Ker fi = Ker f., d'où fi = f., 
J J 

ce qui est contradictoire. 

PROPOSITION 4.2. Soti A uyte a.l.m.c. compk%e cammuta&tve M~L&&imp.& 

&.&k que tard M(A) = n. A&U A = C(M(A)) (&@wumcti). 

PREUVE. On considère $ (transformation de Gelfand) 

4: A + C(M(A)) 

x l-h qw $(x): M(A) -+ UI 

f t-k f(x). 

$I est un morphisme d'algèbres et $ est injective car A est semi-simple. Il 

reste à prouver que $I est surjective. 
n 

Soit Y E C(M(A)) où M(A) = <fl,...,fn}. 

Pour tout i, 15i.511, fl Ker f. # (0) d'après le Lemme 4.1. 
j=l J 

j+i 
n 

Soit X. E fl Ker f. 
1 3 ('i ~ O)' xi 4 Ker fi car A est semi-simple. 

j=l 

j+i 
On considère 

a = y Y(fi) &$j- . 
i=l ii 



Montrons que $(a) = Y. Pour tout 12 k 2 n, $(a)(fk) = fk(a) = y(fk)* Ainsi, 

A= C(M(A)) (algébriquement). 

PROPOSITION 4.3. une a.le.m.c. camp.LiXe commtitive uvtik&e hem& 

himp& X&& que tard M(A) = n. keam A = (IZ" (atg&btiyutient et ~opoLug~yuement1. 

PREUVE. Ona A= C(M(A)) (algébriquement). M(A) étant fini et muni de sa topolo- 

gie discrète, il s'ensuit que WA) et Il,2 ,...,n) sont homéomorphes; ainsi 

c W(A) 1 = C({l,2 ,...,n)) (algébriquement). Comme U? = C({l,Z,...,nj) (algébrique- 

ment), on obtient A = 6" (algébriquement). A étant de dimension finie donc nor- 

mable, A devient une algèbre A-normée complkte; donc A est une algèbre de Banach 

et comme QI” possède une unique topologie d'algèbre de Banach, il en résulte que 

A =.(Cn 

umpte 

(algébriquement et topologiquement). 

COROLLAIRE 4.4. 
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