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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE > ™ {1( 3}

. n=X
Armel Mercier

Dans [2], nous avons &tudié 1l'ordre de grandeur de ) na{%}k ol a est
<
un nombre réel plus grand que -1, k est un entier positif 2€x {x} désigne 1a
partie fractionnaire de x. De nouveaux résultats concernant ce probl8me ont &été
obtenus par S. Kanemitsu et M. Ishibashi [1] et r&cemment 1'auteur et N.M. Nowak

[3] ont généralisé ce probl&me en &tudiant le comportement asymptotique de

) g(n){%&k oli g(t) est une fonction positive et non décroissante pour t 2 1.
nsx

Le but de la présente note est d'établir une formule asymptotique pour
1'expression en titre dans le cas oli a est un nombre réel > -1 et f(t) est une
fonction positive, continue, strictement croissante pour t 2 1 et satisfaisant

lim £(t) =~ ,
to

THEOREME 1. Avec Les hypothdses décrites ci-dessus, on a

] n*Ed) = o+ 0aPhia)
n<x

ol C = Jr iﬁ%%%l du et h(x) est La solution unique de L'équation y = f(%a,
u

0 < h(x) < x.

Puisque

! Travail fait dans le cadre de la subvention C.R.S.N.G. A-3508.
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n<x

a
I {£(2)} -

atl 1 ) 1 nd
= x¥ 4 0[ ] +I ) {f(—)}
b4 0 n<x-1
alors notre résultat sera obtenu par 1'intermédiaire du

THEOREME 2. Sous Les hypothlses du Théondme 1,

S(x) = )} (n {f(—)} - (n+t) {f(—)})
n<x-~1
uniforumément pour 0 < t <1

DﬁMONSTRATION. Pour 0 < t < 1, nous avons

(1) S(x) = §  (0® - (mt) ){fc—)}+ 7on?d

n<x-1 n<x-1

D'une part, on obtient

| I - (n+t)a){f( )}I <« 7 |n?- (n+t) ] <<

n<x-1 n<x-1

et d'autre part, en appliquant la sommation par parties,

n+t

n<x-1 usx-1
ol
6,00 = ] (L£@} - £5I N
n<u
Soit M = max [G (x)}. Alors on obtient

usx

I 2fde®) - @b = 1 @ - e,

nsx

(n+t) {f( )}) dt

- (nt) {f( )}) dt

théoré&me suivant.

= 0(x*h(x))

f(—)} - {529,

n+t

Z ((n+1)a - na) << x?

n<x-1

on a

x) + [x2%, _;(x)

I (15 ®) - 5GP H << mx®.

n+t
nsx

En substituant ces deux ordres de grandeur dans (1), nou

S(x) << xa(Mx+1) )

I1 suffit maintenant d'établir 1l'ordre de grandeur de Mx'

fonction continue et décroissante de y, alors pour x

S avons

Puisque f(%) est une

suffisamment grand, il
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existe une solution unique y = h(x), satisfaisant 0 < h(x) < x, de 1'€quation

= £f&. D
y (y) one

6, (x) = ] ({f(—)} - {£:E29D

n<u

nt+t

= ] WE@Y -G ¢ 1 {EDY - (£GPD

n<h(x) h(x)<nsu
= 0(h(x)) + (f('9 - £59) - ([f(—JJ - [EE 1n.
h(x)gnsu nt (x)znsu Rre)
Or f est croissante, d'ol
(£ - £ (D - 60| <« #6550 = ho
lh(x)gnsu nt = lh(x)gnsu n n+1 | h(x) *
et aussi
([f(—ﬂl - [£(ED1) << h(x).
h(x)Znsu nt

Ainsi, on a
Gu(x) << h(x) pour h(x) < u =< x.
Mais pour u < h(x), il est immédiat que Gu(x) << h(x) d'ol
Gu(x) << h(x), l1<u<x,
et ceci termine la preuve de notre résultat.

A titre d'exemple, on a:

Soit a et b des nombres réels tels que a > -1, b > 0, Alors

a

ati—)
) na{( =) by - ! O[X b+1]
n=<x v
oti
1
s =
o arip - Taa St oa bl
u -
€= fl “ta U 7

£ (17 si a= bl
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n<x

oli ¢ désigne la fonction z8ta d¢ Riemann et Yy dé&signe la constante d'Euler.
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