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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE c “’ If’ +‘} 
Armel Mercier’ 

nsx 

Dans C21, nous avons étudié l’ordre de grandeur de 1 na{Ejk où a est 
nsx 

un nombre réel plus grand que -1, k est un entier positif et 1x1 désigne la 

partie fractionnaire de x. De nouveaux résultats concernant ce problème ont été 

obtenus par S. Kanemitsu et M. Ishibashi [ 11 et récemment l’auteur et N.M. Nowak 

131 ont généralisé ce problème en étudiant le comportement asymptotique de 

1 g(n) lk où g(t) est une fonction positive et non décroissante pour t 2 1. 
n<x 

Le but de la présente note est d%tablir une formule asymptotique pour 

Fexpression en titre dans le cas où a est un nombre réel > -1 et f(t) est une 

fonction positive, continue, strictement croissante pour t 2 1 et satisfaisant 

lim f(t) = c0 . 
t- 

T&OR&E 1. Avec 43~ c&cfehh~~5, on a 

1 nalf($l = Cxa+’ t O(xah(x)) 
nsx 

O<h(x) <x. 

Puisque 

’ Travail fait dans le cadre de la subvention C.R.S.N.G. A-3508. 
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1 naIf( = 1: taff(:)Idt = 1: mg 1 (na{f($I - (n+t)a{f(--&j}) dt 
IlSX 

a+ 1 

[ 

1 
=cx toxt 

X 1 1 
1 
o xi 1 (nawL) 1 n - (n+t)aIf($$}) dt 

alors notre résultat sera obtenu par l'intermédiaire du théorème suivant. 

S(x) = 1 (na{@} - (n+-t)aif($$}) = O(xah(x)) 
n<x-1 

DÉMONSTRATION. Pour 0 5 t 5 1, nous avons 

(11 S(X) = 1 (na - (n+-t)a)~f(&-)I + 1 
nsx-1 n<x-1 

na(If($ - {f(&)I). 

D'une part, on obtient 

l 1 (na ’ - b-i-t) ‘) W&) 11 << 1 [na - (ntt)a[ << 1 ( (ntl)a - na) +c xa 
nsx-1 n<x-1 nsx-1 

et d'autre part, en appliquant la sommation par parties, on a 

z 
nsx-1 

na({f($l - {f(&)j) = 1 (ua - (utl)a)Gu(x) + CxlaGx l(x) 
Ll<x-1 

Oü 

$(x) = 1 ({f$)} - If(-+& 
n<u 

n ntt 

Soit Mx = max iGu(x)l. Alors on obtient 
u5x 

1 na({f(+)l - tf(-+)}) << Mxam 
ntt X 

nsx 

En substituant ces deux ordres de grandeur dans (1) , nous avons 

S(x) << xa(Mxtl). 

Il suffit maintenant d'établir l'ordre de grandeur de Mx. Puisque f(t) est une 

fonction continue et décroissante de y, alors pour x suffisamment grand, il 
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existe une solution unique y = h(x), satisfaisant 0 .X h(x) < x, de l’équation 

Y= f(;) . Donc 

= O(h(x)) + 1 
h(x)<n<u 

(f(t) - f&)) - h(x);_u ([f(% - [ f(&)l) l n 

Or f est croissante, d*où 

et aussi 

Ainsi, on a 

Gu(x) H h(x) pour h(x) < u s x. 

Mais pour u 2 h(x), il est immédiat que Gu(x) w h(x) d’où 

Gu(x) cc h(x) 9 15Ll<x, 

et ceci termine la preuve de notre résultat. 

A titre d’exemple, on a: 

Soit 

Où 

et des nombres réels tels que 

1 na{ ($)b} = Cxatl + 0 xa+h L 1 

1 - B 
atl-b a > b-l 

si a = b-l 

0. Alors 



Où L désigne la fonction zêta dy Riemann et désigne la constante d*Euler. 
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