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ÉTUDE DE QUELQUES PROBLÈMES SPECTRAUX RELATIFS AUX 
ÉOUATIONS DNRENTIELLE~ ORDINAIRES NON LINÉAIRES* 

Jamila Karrakchou 

Résumé 

Nous étudions le nroblème spectral 
a. 

Sous certaines conditions sur 

l’ensemble des valeurs propres 

de Cauchy 

(2) 

1 
Ay'* t f(x,y,y’) = 0 

Y(O) = y(l) = 0. 

f; on établit une correspondance biunivoque entre 

A et l’ensemble des zéros des solutions du problème 

y" t f(x,y,y') = 0 

Ceci nous a permis la caractérisation des fonctions f pour lesquelles le spectre 

du problème 

1 
Ay" t f(y) = 0 

Y(O) = f(l) = 0 

est ponctuel. 

0. Introduction 

Le problème spectral 

Ay” i- f(x,y,y') = 0 

Yuu = y(l) = 0 

. . > 



a fait l’objet de plusieurs travaux suivant des optiques différentes; nous citerons 

entre autres Joyce R. McLaughlin CH, D.F. Mary C21, qui se sont intéressés plus 

particulièrement à Péquation de Sturm-Liouville. 

Ici on va s’intéresser à une classe de fonctions bien particulières. On 

prend : 

g(&Y,Y’) 
h k 

= x f(x y) 

Où h k sont deux constantes positives ou nulles et est une appli- 

cat ion donnée : f(O) = 0, de classe C 1 de EI dans II. 

Bien entendu h est dite valeur propre si le problème 

(4) 

h k 
ly" t x f(x y) = 0 

Y(O) = y(l) = 0 

admet une seule solution y(x) + 0, cette solution est alors appelée fonction propre 

associée à A. 

Dans Karrakchou C31 on a vu que sous certaines conditions sur f (entre 

autres 

cette solution est 

le problème (4) a une solution et une seule; comme f(O) = 0, 

vx E CO,11 , c * est-a-dire VA E lO,w_ , A 

pas valeur propre. af Nous supposons contrairement à ce qui précède z > 0 et nous 

nous proposons d’obtenir des renseignements sur le spectre. 

Les résultats fondamentaux obtenus sont donc: 

(i) La caractérisation des fonctions f pour lesquelles le spectre est 

ponctuel. 

Cette étude est faite en trois étapes: 

1. Etude du problème de Cauchy 

h k 

2. Lien entre le problème et le problème spectral. 
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3. Caractérisation des fonctions f pour lesquelles le spectre est ponc- 

tuel. 

(ii) Conditions suffisantes sur f pour que le spectre soit non connexe 

jusqu*à un certain ordre N. 

1. Etude du problème (PU) 

Soit donc 6 -+ f(c) une application donnée de classe C1 de R dans IR, 

vérifiant f(O) = 0, et f’(c) > 0, 6 E R. Soit a un réel don& non nul (sup- 

posons par exemple a > 0). Le probl ème consiste à: 

chercher une application x -+ y(x) de W dans R (ou d’une 

partie de W dans R, la plus grande possible) de classe C2 

vérifiant: 

h k y” + x f(x y) = 0 
(PJ 

y(O) = 0, y’(O) = ci. 

On montre la proposition suivante: 

DÉMONSTRATION. Voir en appendice. 

2. Lien entre le problème (PJ et le problème spectral 

Dans ce paragraphe on montre les propositions suivantes: 

, 



DÉMONSTRATION. Voir en appendice. 

PROPOSITION 3. Cww&î&w~ cx UW dunnz &&A., nwz nuX ti y(x) &X ho- 

DÉMONSTRATION. Voir en appendice. 

REMARQUE. On a ainsi un procédé pour avoir toutes les valeurs propres 

(donc le spectre) du problème spectral, car on a établi une correspondance biunivo- 

que entre les valeurs propres et les zéros des problèmes (Pa) associées. 

Les x. 
J 

dépendent en général de a; il en est donc de même des A. , et 
J 

chacune des valeurs propres A. 
J 

décrit un petit intervalle sur l’axe des x quand 

o varie. La question qu’on peut se poser est la suivante: comment doit être f 

pour que le spectre soit ponctuel? 

3. Caractérisation des fonctions f pour lesquelles le spectre est ponctuel 

Dans cette partie on se limite au cas où h = k = 0, c’est-à-dire au pro- 

bl&ne spectral suivant: 

Ay” -t f(y) = 0 

Y(O) = y(l) = 0. 

Dans le cas où f est linéaire, il est bien connu que le spectre est ponctuel; il 

en est de m&ne pour le genre de fonctions non linéaires suivant: 

ax si x>o 
f(x) = t 2 

(a,b) E (R ) l 

bx si xc0 

Nous montrons que c’est d’ailleurs le seul cas possible; plus précisément: 



THÉORÈME 

DÉMONSTRATION. On a vu qu’il y a une certaine bijection entre les Ai et les zé- 

ros x. 
J 

db problème (Po) . Donc, pour que le spectre soit ponctuel il faut et 

il suffit que les zéros des solutions de (Po) restent fixes quand o varie dans 

Nous donnons 1 e lemme suivant : 

LEMME 1. 

S 
dn 

0 dZF(s) -ZF(n) 
,= k Vs > 0 

S 
uù F(s) = f(t)dt ti k ti k’ cuti deux cunUm.t~ McUU. 

0 

DÉMONSTRATION. Voir en appendice. 

La démonstration du théorème est alors immédiate grÉce au lemme précédent 

et au théorème df Opial C4 1 connu sous le nom du théorème des mouvements tautochrones 

et qui s%nonce ainsi: 

THÉORÈME D’OPIAL. Si pum une &wwtiun g(x) d&$&h cunCnu~ AWL Pbz- 

A3mKLe& l-y+4 un hupp0&5 que: 

a) xg(x) ' 09 vx E 1-yl-4 

X 

Y lim C(x) = VO uù G(x) = Edwt 

Il x+-P 0 



f 

X 
Tg(x) = ID du 

%=T 
() dG(x)-G(u) 

Nous terminons en donnant une condition suffisante sur f pour que les 

intervalles IA (j = 1,2,..., N) sur lesquels varient les valeurs propres A. 
j J 

(A. parcourt IA 
J 

quand a varie) aient une intersection vide au moins jusqu% 
j 

l'ordre N. Pour cela nous utilisons le lemme suivant, dû à Opial CU. 

LEMME 3. Si. teh &m%iunh g(x) eX h(x) dE&hh et cunLh.m AUA 

i) xg(x) > 0 ti xh(x) > 0, vx E l-y++ 

X 

ii) lim 

l l 
G(x) = lim 

1 l 
H(x) = F uù G(x) = 

f 
g(t)dt ex 

x +-P x ++ 0 
X 

H(x) = h(t)dt 
0 

iii) ig(x) 1 2 \h(x) 1 puuk hm.X x E l-cy-c$. 

A.tum Tg(x) 5 Th(x) uù 

Nous obtenons le résultat suivant: 



3 2n-1 

EXEMPLE. Prenons f(y) = 
Y +yY 

2 l 

Cette fonction vérifie les hypo- 
Y +2 

thèses du théorème (2) avec h = 1, P = 2n, donc les intervalles 

5. ne se touchent pas les uns les autres pour tout j 5 2n. 
q 

Appendice 

DÉMONSTRATION de la Proposition 1. La solution du problème de Cauchy: 

h k 
[ylf t x f(x y) = 0 

1 y(O) = 0, y'(O) = a 

existe, et elle est unique, au moins localement (c’est-à-dire pour x assez petit, 

positif). 

Si nous montrons que, tant que y est définie, [y1 et [y1 [ sont bor- 

nées sur tout compact de CO,+4 , alors il sT ensuivra (d*après le théorème sur les 

“bouts de solutionVV) que y est définie pour tout x positif. 

Supposons que o > 0: y(x) et y! (x) commencent par être positives, 

pour x croissant à partir de zéro. Mais, lorsque y(x) > 0, on a yV1 c 0 

(d*après 1 *équation différentielle) , y’ est alors fonction décroissante de x. 

Tant que y(x) reste positive, on a donc y(x) < ox. Par suite, si y 

reste positive, tant qu’elle est définie, y est bornée sur tout compact, ainsi 

Y’ ’ 

Supposons que Y vienne à s *annuler, avec changements de signe pour une 

valeur de x finie et positive, soit xl. Lorsque x croît à partir de xl, y 

cet Y’1 sont négat ives, et on a un raisonnement analogue à celui qui précède, 

puisque y” est alors positive. 

Il en résulte donc que la solution du (Po) est définie pour tout x po- 

sitif ou nul. 



N o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u ’ e n  f a i t ,  l ’ é v e n t u a l i t é  q u e  Y  s o i t  d e  s i g n e  c o n s -  

t a n t  p o u r  x  p o s i t i f ,  e s t  à  r e j e t e r ,  I l  s ’ e n s u i v r a  a l o r s  q u e  l a  s o l u t i o n  d e  

P J  e s t  o s c i l l a n t e ,  c ’ e s t - à - d i r e  a d m e t ,  s u r  C O , + ]  u n e  i n f i n i t é  d é n o m b r a b l e  d e  

z é r o s  :  0 x xl c x2 c x3 x . . . avec lim xn = * . 
n -  

S i  Y ’ u x  = a > 0, c o m m e n c e  p a r  ê t r e  p o s i t i v e  p o u r  X  c r o i s s a n t  à  

p a r t i r  d e  z é r o :  o n  a  a l o r s  y ”  <  0  c ’ e s t - à - d i r e  q u e  y ’  ( x )  d é c r o î t  à  p a r t i r  d e  

a .  O n  m o n t r e r a  q u e  s i  x  c r o î t  i n d é f i n i m e n t  à  p a r t i r  d e  z é r o ,  i l  e s t  i m p o s s i b l e  

Y W  r e s t e  c o n s t a m m e n t  p o s i t i v e ;  i l  e n  r é s u l t e r  

t i v e  p o u r  d e s  v a l e u r s  f i n i e s  d e  x ,  y ( x )  é t a n t  e n c o r  

l ’ e x i s t e n c e  d e  x l  E  1 0 , + 4  t e l l e  q u e  y ( x 1 )  =  0 ,  y *  

o < x < x  1 .  A  p a r t i r  d e  x l  u n  n o u v e a u  p r o b l è m e  d e  C  

é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  a v e c ,  c e t t e  f o i s - c i ,  l e s  c a n d i  t  i o n s  i n i t i a l e s :  Y b y  =  0 9  

Y ’  ~ ~ ~ ~  =  l a  v a l e u r  n é g a t i v e  t r o u v é e .  O n  m o n t r e  a l o r s  

tel que y(x2) = 0, y’(x2) > 0, y(x) < 0 pour xl < 

e  p o s i  

( ) xl K 

X < X  

y ' ( x )  d e v  i e n t  n é g a -  

t i v e ,  c e l a  

s e  p o s e  p o u  

e x i s t e  x  2  

2 ;  e t c .  

e n t r a f n e  

0  p o u r  

r  l a  m ê m e  

P o u r  m o n t r e r  q u e  y ’ ( x )  n e  p e u t  r e s t e r  s a n s  c e s s e  2  0  p o u r  x  c r o i s s a n t  

à  p a r t i r  d e  z é r o ,  p r o c é d o n s  p a r  l ’ a b s u r d e :  

s i  o n  a v a i t  Y ’ ( X )  2  0 ,  x E co,+=)c , y * ( x )  a u r a i t  u n e  l i m i t e  a  ( f i -  

n i e )  q u a n d  X  t e n d  v e r s  9 :  

l i m  y ’ ( x )  =  L ,  L Z O  
X + V  

Y W  
x h 

- a - t  t  f ( t k y ( t ) ) d t  = 0, Vx > 0 
0  

1  2  0  i m p l i q u e  q u e  y ( x )  t e n d  v e r s  u n e  l i m i t e  p o s i t i v e  ( f i n i e  o u  n o n )  e t  d o n c  

’ h 
t  f ( t k y ( t ) )  F  +  c e  q u i  e s t  a b s u r d e  c a r  y ’ ( x )  -  a  a  u n e  l i m i t e  f i n i e  q u a n d  

0  

x  t e n d  v e r s  - w  ( d ’ a p r è s  l ’ h y p o t h è s e )  .  Soit donc 0 < xl < x2 < . . . < xn < . . . 

la liste des zéros de y(x) pour x > 0. 

D É M O N S T R A T I O N  d e  l a  P r o p o s i t i o n  2 .  N o u s  p o u v o n s  a f f i r m e r  q u e :  
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2 2 
dy-__ et LY=ALQ.. u dn 
ZF- v dC dx2 v2 dc2 

Si on passe de x,y à c,n Féquation différentielle 

h k y” t x f(x y) = 0 

devient: 

2 kk 
k J!J whChf (V 6 
v2 de2 

un) = 0 

c1 est-à-dire encore: 

&vht2 h k k 

dC2 
x C f(v VE V) = O* 

Aux notations près au lieu de au lieu de y), on sera donc en présence 

de l’équation différentielle d’un problème (Pa) si Von prend p et v tels que: 

vht2 k 
k 1 

F=vu=l, c’est-à-dire u = h 
-ïXz vzAïzïïz 

9 . 

La condition y(O) = 0 du problème spectral (1) devient n(O) = 0. Si y(x) et 

A sont connus (solution de (1)), on en tire: 

ktl 
dn 
X (0) 

_ v dY -- 
- u dx (0) = Ak+h+2 g (0) 

ktl 

Le paramètre a du problème (PJ sera donc ici o = A ktht2 dy 
K l 

uo 
‘ . 

condition (du problème (1)) se transcrit: 1 
rG l l = 0, i.e. 

Enfin la 

1 
1 
ü 

= ~ÏGïX est l’abscisse de l’un des zéros sur lO,d- , de la solution de ce 

problème (P ). (3 

DÉMONSTRATION de la Proposition 3. Soit y(x) la solution oscillante du problème 

Pal . Soit 

Y = y~ tran 

x. 
1 IL 

sforme 

un des z 

i 

éros de 

on différenti elle de 

. Le changement de variable 

en: 



avec les conditions aux limites n(O) = 0 et n(l) = 0; c’est-à-dire que n(c) 

est solution du problème: 

ou bien encore: 

2 
-GA i- Chf(Ckn) 

1 
xh+k+2 dC2 

= 0 

i 

1 n(O) = n(l) 
k 

= 0 si p est choisi tel que pxi = 1. 

Ce problème n’est autre que le probl3me spectral (1). Et comme n(c) est non iden- 

tiquement nulle, elle est donc fonction propre et la valeur propre qui lui est as- 

sociée est: 

~Ld-L-.- 
xh+k+2 ’ 

i 

DÉMONSTRATION du Lemme 1. ct > 0, considérons la solution 

f 

y" t f(y) = 0 
(P(J 

y(O) = 0, y’(O) = cx* 

Nous pouvons écr ir e : 

y'y" t y’f(y) = 0 

d’où, en intégrant, 

Y’ 
2 - a2 t 2F(y) = 0 

c’est-à-dire 

du problème: 

Pendant la première phase (où y(x) croît) on peut écrire 
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Y dt 
X= \ 

0 da2-2F(t) l 

Cette phase dure tant que le dénominateur est positif. Appelons ~1 la première 

racine positive de o 2 = OF et Xi l’abscisse du premier maximum de y(x) : 

Pendant la deuxième phase (entre le premier maximum et le premier minimum de la SO- 

lution y(x)), on peut écrire: 

dy = -m dx 

c’est-à-dire, en intégrant: 

X 

Le premier zéro de y(x) est entre le premier maximum et le premier minimum de 

cette solut ion : il a pour abscisse: 

On montre de la même manière que l’abscisse du second zéro de y(x) est donné par : 

1 
0 

=x +2 xz 1 0*& 

oc 02 est le premier zéro négatif de o 2 - 2F(77) = 0. 

Le mSme raisonnement permet d’avoir tous les zéros de y(x) : 

x2p+l = x2p t 2 I 
S 

dv s>o 
0 d2F(s) -2F($ 

et 

f 

0 

x2P = xzp_1 .t 2 
do SC0 

s dZF(s] -2F(qs 

. -_ 



S est un zéro de a2 - 2F(t) . On notera que si a varie sur R+, S varie 

sur IR. 

Ainsi donc s’achève la démonstration du Lemme 1. 

DÉMONSTRATION du Théorème 2. On a vu à la section 2 que les valeurs propres A. 1 

sont données à partir des zéros du problème: 

1 
y" t f(y) = 0 

(P& 
y(O) = 0, y’(O) = a 

1 par la relation A. = 2 Où x. zéro de la solution de . 
J J 

est le jième (Po) 

‘j 

f est impaire, on montre aisément que la solution de 

de période 2Tf (x) ; donc les zéros de cette solution sont donnés par: 

est périodique, 

A =+. n 
n Tf(X) 

comme f est impaire et que kx 5 f(x) 2 hx, on obtient: 

Posons h(x) = hx et k(x) = kx pour tout x E ]-y tm[ . Le Lemme 3 nous permet 

donc d’écrire: 

Th(x) 5 Tf(x) 5 Tk(x); 

Th(x) = fl I du 
m = $ et Tk(x) = $ ’ 

Donc -55 Tf(x) 2 L , 
vh m 

c’est- ,à-dire 

Pour que les intervalles soient donc disjoints, il suffit d’avoir: 
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1 -< 1 

n2 r2 
2 

-ii 
(n-l)2 % 

2 
c'est-à-dire h < k; ce qui est bien vrai tant que n 5 p, d'où le théorème. 
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